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PEARSON 


A los estudiantes 


Con la esperanza de que este trabajo estimule 
su interés por el análisis estructural y proporcione 
una guía aceptable hacia su comprensión. 


[PREFACIO 


El propósito de este libro es proporcionar al estudiante una presentación 
clara y completa de la teoría y la aplicación del análisis estructural en 
armaduras, vigas y marcos. En esta obra se hace énfasis en el desarrollo 
de la capacidad de los estudiantes para modelar y analizar una estructu- 
ra, y se proporcionan aplicaciones reales como las que pueden encon- 
trarse en la práctica profesional. 

Desde hace muchos años, los ingenieros han utilizado métodos matri- 
ciales para analizar estructuras. Aunque estos métodos son de probada 
eficiencia para realizar un análisis estructural, el autor opina que los 
estudiantes que tomen por primera vez un curso sobre este tema tam- 
bién deben conocer con profundidad algunos de los métodos clásicos 
más importantes. La práctica en la aplicación de estos métodos cimen- 
tará una comprensión más profunda de dos de las ciencias básicas de 
ingeniería: la estática y la mecánica de materiales. Inclusive, las habilida- 
des para resolver problemas se desarrollan aún más cuando se conside- 
ran y aplican diversas técnicas de una manera clara y ordenada. Al resol- 
ver problemas de este modo es posible captar de una mejor manera la 
forma como se transmiten las cargas a través de una estructura y com- 
prender con más exactitud la manera en que la estructura se deforma 
bajo una carga. Por último, los métodos clásicos brindan un medio para 
comprobar los resultados obtenidos al usar una computadora, en lugar 
de limitarse a confiar en los resultados generados. 


Novedades en esta edición 
e. Problemas fundamentales. Estos conjuntos de problemas se 
localizan de forma selectiva justo después de los problemas de ejem- 
plo. Ofrecen a los estudiantes aplicaciones sencillas de los conceptos y, 
por lo tanto, les proporcionan la oportunidad de desarrollar sus habi- 
lidades para resolver dificultades antes de tratar de solucionar alguno 
de los problemas típicos que se presentan más adelante; y pueden 
considerarse ejemplos extendidos, puesto que todos cuentan con solu- 
ciones y respuestas al final del libro. Además, son un medio excelente 
para estudiar antes de los exámenes generales; y también son muy úti- 
les como preparación para el examen final ya sea del curso o para 
obtener su título profesional en ingeniería. 


+ Revisión del contenido. Cada sección del texto se revisó cuidado- 
samente para mejorar su claridad. Esto incluye la incorporación, en el 
capítulo 1, de las nuevas normas sobre cargas ASCE/SEI 07-10, una 
explicación mejorada sobre cómo trazar diagramas de cortante, dia- 
gramas de momento y la curva de deflexión de una estructura; la con- 
solidación del material sobre estructuras que tienen un momento de 
inercia variable, la inclusión de un análisis más profundo de las estruc- 
turas que cuentan con articulaciones internas aplicando análisis matri- 
cial; y la adición de un nuevo Apéndice B donde se analizan algunas 
de las características comunes para ejecutar el software computacional 
más reciente sobre análisis estructural. 
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+ Cambios en los ejemplos. Con el fin de ilustrar de mejor manera 
las aplicaciones prácticas de la teoría, en el texto se han cambiado 
algunos ejemplos, y con ayuda de fotografías se han aplicado técnicas 
de modelado y análisis de cargas sobre estructuras reales. 


+. Fotografías adicionales. La importancia de conocer el objeto de 
estudio se refleja en las aplicaciones al mundo real que se muestran a 
través de una gran cantidad de fotografías nuevas y actualizadas, junto 
con comentarios a lo largo del libro. 


e Problemas nuevos. Aproximadamente 70% de los problemas de 
esta edición son nuevos. Con estos ejercicios se mantiene un equilibrio 
entre las aplicaciones fáciles, las regulares y las difíciles. Estos proble- 
mas han sido revisados tanto por el autor como por otros cuatro par- 
ticipantes: Scott Hendricks, Nohra Karim, Norlin Kurt y Kai Beng Yap. 


+ Disposición de los problemas. Para mayor comodidad en la asig- 
nación de tareas, los problemas se han distribuido a lo largo del texto 
en secciones bien definidas con problemas ilustrativos de ejemplo y un 
conjunto de problemas de tarea dispuestos en orden de dificultad cre- 
ciente. 


Organización y enfoque 


El contenido de cada capítulo está organizado en secciones con temas 
específicos, clasificados por subtítulos. Los razonamientos relevantes 
sobre una teoría particular son breves pero completos. En la mayoría de 
los casos después de estos razonamientos se presenta una guía del “pro- 
cedimiento de análisis”, la cual proporciona un resumen de los concep- 
tos más importantes y un enfoque sistemático para la aplicación de la 
teoría. Los problemas de ejemplo se resuelven usando este método 
esquematizado con el fin de hacer más clara su aplicación numérica. Los 
problemas se presentan al final de cada grupo de secciones y están orga- 
nizados para cubrir el material en orden secuencial. Además, para cada 
tema los problemas están dispuestos en orden de dificultad creciente. 


Elementos importantes 


e Fotografías. A lo largo del libro se utiliza una gran cantidad de 
fotografías para explicar cómo se aplican los principios del análisis 
estructural en situaciones del mundo real. 


+. Problemas. En la mayoría de los problemas del libro se presentan 
situaciones reales que puede encontrarse en la práctica. Este realismo 
debería estimular el interés de los estudiantes en el análisis estructural 
y desarrollar su habilidad para reducir los problemas de este tipo 
desde su descripción física hasta un modelo o representación simbóli- 
ca a la cual pueda aplicarse la teoría correspondiente. En este libro hay 
un balance de problemas en los que se utilizan unidades del Sistema 
Internacional (metro-kilogramo-segundo) y del Sistema Inglés (pie- 
libra-segundo) con la intención de poner a prueba la habilidad del 
estudiante para aplicar la teoría, teniendo en cuenta que los problemas 


que requieren cálculos tediosos se pueden relegar a un análisis por 
computadora. 


+ Respuestas a problemas seleccionados. Las respuestas a los 
problemas seleccionados aparecen al final del libro. Hemos tenido cui- 
dado especial en su presentación y solución; todos han sido revisados, 
y sus soluciones comprobadas y verificadas una y otra vez para garan- 
tizar su claridad y precisión numérica. 


+. Problemas de ejemplo. Todos los problemas de ejemplo se pre- 
sentan de manera concisa y con un estilo fácil de entender. 


e llustraciones. Hemos aumentado la cantidad de figuras ilustrati- 
vas e ilustraciones reales que proporcionan una fuerte conexión con la 
naturaleza tridimensional de la ingeniería estructural. 


e Triple comprobación de la exactitud. Esta edición ha pasado por 
una rigurosa comprobación de su exactitud y una profunda revisión de 
las pruebas de imprenta. Además de la revisión que realizó el autor 
sobre el texto y las ilustraciones, Scott Hendricks, del Instituto Politécnico 
de Virginia; Karim Nohra de la Universidad del Sur de Florida, y Kurt 
Norlin, de Laurel Technical Services, revisaron de nuevo las pruebas 
de imprenta y en conjunto inspeccionaron todo el Manual de solucio- 
nes para el profesor. 


Contenido 


Este libro está dividido en tres partes. La primera consta de siete capítu- 
los que abarcan los métodos clásicos del análisis de estructuras estática- 
mente determinadas. El capítulo 1 presenta los distintos tipos de formas 
estructurales y cargas. El capítulo 2 analiza la determinación de fuerzas 
en los soportes y conexiones de vigas y marcos estáticamente determi- 
nados. El análisis de los distintos tipos de armaduras estáticamente 
determinadas se presenta en el capítulo 3; en tanto que las funciones y 
los diagramas de cortante y de momento de flexión en vigas y marcos se 
estudian en el capítulo 4. En el capítulo 5 veremos los sistemas simples 
de cable y arco, y en el capítulo 6 se estudian las líneas de influencia para 
vigas, tensores y armaduras. Por último, el capítulo 7 ofrece varias técni- 
cas comunes para el análisis aproximado de estructuras estáticamente 
indeterminadas. 

La segunda parte del libro cubre en 6 capítulos las estructuras estática- 
mente indeterminadas. En el capítulo 8 se analizan los métodos geomé- 
tricos para el cálculo de deflexiones. En el capítulo 9 se estudian los 
métodos de energía para encontrar deflexiones. El capítulo 10 hace un 
análisis de las estructuras estáticamente indeterminadas mediante el 
método de la fuerza, además de un estudio de las líneas de influencia 
para vigas. En el capítulo 11 estudiaremos los métodos de desplazamiento 
que se componen del método de pendiente-deflexión, y en el capítulo 12 
veremos la distribución de momentos. Por último, el capítulo 13 ofrece 
un panorama de las vigas y marcos de elementos no prismáticos. 
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La tercera parte del libro trata el análisis matricial de estructuras apli- 
cando el método de la rigidez. Las armaduras se examinan en el capítu- 
lo 14, las vigas en el 15 y los marcos en el 16. En el apéndice A se hace 
un repaso del álgebra matricial, mientras que el apéndice B proporciona 
una guía general para el uso del software disponible para la resolución 
de problemas de análisis estructural. 


Recursos para los profesores (en inglés) 


+ Manual de soluciones para el profesor. El autor preparó un 
manual de soluciones para el profesor, el cual también fue revisado 
como parte del programa de triple comprobación de exactitud. 


e Presentaciones en PowerPoint. Todas las ilustraciones del libro 
están disponibles en diapositivas de PowerPoint y en formato JPEG. 
Estos archivos están disponibles en el centro de recursos para el pro- 
fesor en www.pearsonenespañol.com/hibbeler. Contacte a su repre- 
sentante local de Pearson para obtener sus claves de acceso. 


e. Soluciones en video. Son soluciones en video con descripciones 
paso a paso para resolver los problemas de tarea más representativos 
de cada sección del libro. Utilice eficientemente las horas de clase y 
ofrezca a sus estudiantes los métodos completos y concisos para resol- 
ver problemas con estos videos, a los cuales pueden tener acceso en 
cualquier momento y estudiar a su propio ritmo. Los videos están 
diseñados como un recurso flexible que puede usarse cada vez que el 
profesor y el estudiante lo requieran. Son una herramienta muy valio- 
sa ya que puede verlos una y otra vez para verificar su comprensión y 
trabajar con algún problema siguiendo los pasos del video. Este mate- 
rial se encuentra en www.pearsonenespañol.com/hibbeler, siguiendo 
los vínculos de Structural Analysis hasta Video Solutions. 
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ANÁLISIS 
ESTRUCTURAL 


La estructura (el contraventeo) con patrón de diamante (refuerzo cruzado) 
instalada en estos edificios de gran altura se utiliza para resistir las cargas 
debidas al viento. 
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y el tamaño de los elementos. Por lo tanto, el diseño estructural proviene 
de una serie de aproximaciones sucesivas en las que cada ciclo requiere 
un análisis estructural. En este libro, el análisis estructural se aplica a es- 
tructuras vinculadas con la ingeniería civil; sin embargo, el método de 
análisis descrito también puede seguirse en el caso de estructuras rela- 
cionadas con otros campos de la ingeniería. 


1.2 Clasificación de estructuras 


Para un ingeniero estructural es importante reconocer los distintos tipos 
de elementos que componen una estructura, y ser capaz de clasificar las 
estructuras de acuerdo con su forma y función. En este punto se presen- 
tarán algunos de los aspectos mencionados y posteriormente, en el mo- 
mento adecuado a lo largo del texto, se profundizará en ellos. 


Elementos estructurales. Algunos de los elementos más comu- 
nes de los cuales están compuestas las estructuras son los siguientes. 


Tensores. Los elementos estructurales sometidos a una fuerza de 
tensión suelen denominarse tensores o puntales. Debido a la naturaleza 
de la carga descrita, estos elementos tienden a ser delgados y suelen ele- 
girse a partir de varillas, barras, ángulos o canales, figura 1-1. 


Vigas. Por lo general, las vigas son elementos rectos horizontales que 
se usan principalmente para soportar cargas verticales. Con frecuencia se 
clasifican según la forma en que están apoyadas, como se indica en la fi- 
gura 1-2. En particular, cuando la sección transversal de la viga varía, 
ésta se conoce como viga afilada o estrechada. Las secciones transversa- 
les de las vigas también pueden “construirse” añadiendo placas en sus 
partes superior e inferior. 

Las vigas se diseñan en principio para resistir momentos de flexión; 
sin embargo, si una viga es corta y soporta grandes cargas, la fuerza cor- 
tante interna puede llegar a ser bastante grande y regir el diseño de la 
viga. Cuando el material utilizado para una viga es un metal como el 
acero o el aluminio, la sección transversal resulta más eficiente si tiene la 
forma que se muestra en la figura 1-3. Aquí, las fuerzas desarrolladas en 
las alas (patines) superior e inferior de la viga forman el par necesario 
que se usa para resistir el momento M aplicado, mientras que el alma es 
eficiente al resistir la fuerza cortante V aplicada. Esta sección transversal se 
conoce comúnmente como “ala ancha”, Lo H, y suele formarse como una 
sola unidad en una laminadora con longitudes de hasta 75 pies (23 m). Si 
se requieren longitudes más cortas se puede seleccionar una sección có- 
nica con alas ahusadas (o patines estrechados). Si es necesario que la 
viga tenga un claro muy amplio y las cargas aplicadas son bastante gran- 
des, la sección transversal puede tomar la forma de una trabe armada. 
Este elemento se fabrica utilizando una placa grande para el alma, a la 
cual para formar las alas se le sueldan o fijan con pernos placas en los ex- 
tremos. La trabe suele transportarse al campo en segmentos y éstos se di- 
señan para empalmarse o unirse entre sí en los puntos donde la trabe 


Tipos de estructuras 
y Cargas 


Este capítulo contiene un estudio de algunos de los aspectos prelimi- 
nares del análisis estructural. Primero se presentan las fases necesarias 
para construir una estructura, después se hace una introducción a los 
tipos básicos de estructuras, sus componentes y soportes, y por úl- 
timo, se proporciona una explicación breve de los distintos tipos de 
cargas que deben considerarse para un análisis y diseño apropiados. 


1.1 Introducción 


Una estructura se refiere a un sistema de partes conectadas que se utiliza 
para soportar una carga. Entre los ejemplos más importantes relaciona- 
dos con la ingeniería civil están los edificios, los puentes y las torres; en 
otras ramas de la ingeniería puede decirse que son importantes las es- 
tructuras de barcos y aviones, los tanques, los recipientes a presión, los 
sistemas mecánicos, y las estructuras de soporte de líneas eléctricas tam- 
bién son importantes. 

Cuando se diseña una estructura para que desempeñe una función es- 
pecífica para el uso público, el ingeniero debe considerar su seguridad, 
estética y facilidad de mantenimiento, y a la vez tener presentes las 
limitantes económicas y ambientales. A menudo esto requiere varios 
estudios independientes sobre las diferentes soluciones posibles antes de 
tomar una determinación final sobre cuál es la forma estructural más 
adecuada. Este proceso de diseño es tanto creativo como técnico y re- 
quiere un conocimiento fundamental de las propiedades de los materiales 
y de las leyes de la mecánica que rigen la respuesta de los materiales. 
Una vez propuesto el diseño preliminar de una estructura, ésta debe 
analizarse para asegurar que tiene la rigidez y la fuerza necesarias. Para 
analizar adecuadamente una estructura deben hacerse algunas idealiza- 
ciones sobre cómo se conectan y apoyan los elementos entre sí. Las car- 
gas se determinan a partir de códigos y especificaciones locales, mientras 
que las fuerzas en los elementos y sus desplazamientos se encuentran 
aplicando la teoría del análisis estructural, que es el objeto de estudio de 
este texto. Los resultados de este análisis pueden emplearse para redise- 
ñar la estructura, lo que implica una determinación más precisa del peso 
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Figura 1-3 


soporta un momento interno pequeño. (Vea la fotografía en la parte in- 
ferior de esta página). 

Por lo general, las vigas de concreto tienen secciones transversales rec- 
tangulares porque esta forma es fácil de construir directamente en el 
campo. Como el concreto es bastante débil en cuanto a su resistencia a la 
tensión, se colocan varillas de acero de refuerzo dentro de la viga en las 
regiones de la sección transversal sometidas a tensión. Del mismo modo, 
las vigas o trabes de concreto prefabricadas pueden construirse en un ta- 
ller o fábrica para después ser transportadas al lugar de trabajo. 

Las vigas de madera pueden obtenerse de una pieza sólida de madera 
O laminarse. Las vigas laminadas se construyen con secciones sólidas de 
madera unidas entre sí mediante adhesivos de alta resistencia. 


Estas trabes de concreto presforzado están 
simplemente apoyadas y se emplean en un 
puente carretero. 


En esta fotografía se muestran las juntas 
de placas empalmadas que se usan común- 
mente para conectar las trabes de acero en 
un puente carretero. 


El acero de refuerzo que se observa a de- 
recha e izquierda se utiliza para resistir cual- 
quier tensión que pudiera originarse en las 
vigas de concreto que se formarán a su alre- 
dedor. 
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columna de viga 
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Los elementos de ala ancha suelen 
usarse como columnas. La fotografía 
presenta un ejemplo de una columna de 
viga (a flexocompresión). 


Columnas. Los elementos que generalmente son verticales y resisten 
cargas de compresión axial se conocen como columnas, figura 1-4. Las 
secciones transversales tubulares y de ala ancha se suelen utilizar para 
columnas de metal, y las secciones transversales circulares y cuadradas, 
con varillas de refuerzo, se utilizan para las columnas de concreto. En 
ocasiones, las columnas están sujetas simultáneamente a una carga axial 
y a un momento de flexión, como se muestra en la figura 1-4. Estos ele- 
mentos se denominan columnas de viga. 


Tipos de estructuras. La combinación de los elementos estructu- 
rales y los materiales de que están hechos se conoce como sistema estruc- 
tural. Cada sistema está construido con uno o más de los cuatro tipos 
básicos de estructuras. Si se clasifican por la complejidad de su análisis de 
fuerzas, los tipos básicos de estructuras son los siguientes. 


Armaduras. Cuando se requiere que el claro de una estructura sea 
grande y su profundidad, o peralte, no es un criterio importante para el 
diseño, se puede elegir una armadura. Las armaduras consisten en ele- 
mentos delgados, por lo general colocados en forma triangular. Las ar- 
maduras planas se componen de elementos ubicados en el mismo plano 
y se utilizan para el soporte de puentes y techos, en tanto que las arma- 
duras espaciales tienen elementos que se extienden en tres dimensiones 
y son adecuadas para grúas y torres. 

Debido a la disposición geométrica de sus elementos, las cargas que 
hacen que toda la armadura se deforme se convierten en fuerzas de ten- 
sión o compresión en los elementos. En consecuencia, una de las princi- 
pales ventajas de una armadura en comparación con una viga es que 
utiliza menos material para soportar una carga determinada, figura 1-5. 
Además, una armadura se construye a partir de elementos largos y delga- 
dos, que pueden colocarse de varias maneras para soportar una carga. La 
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Las cargas provocan la flexión de una 
armadura, la cual desarrolla compresión 
en sus elementos superiores y tensión en los 
inferiores. 


DIANA 


Figura 1-5 


mayoría de las veces resulta económicamente factible usar una arma- 
dura para cubrir claros que van desde 30 pies (9 metros) hasta 400 pies 
(122 m), aunque en ocasiones se han empleado armaduras para cubrir 
claros de mayor longitud. 


Cables y arcos. Otras dos formas de estructura que se usan para cubrir 
distancias largas son el cable y el arco. Por lo general, los cables son flexi- 
bles, soportan cargas en tensión y se utilizan como soporte en puentes, fi- 
gura 1-6a, y en techos de edificios. Cuando se usa para estos fines, el cable 
tiene una ventaja sobre la viga y la armadura, en particular para claros ma- 
yores a 150 pies (46 metros). Dado que los cables siempre están en tensión, 
no se volverán inestables ni se colapsarán de manera súbita como puede su- 
ceder con las vigas o las armaduras. Además, la armadura requeriría costos 
adicionales para su construcción y un peralte mayor conforme aumente el 
claro. Por otro lado, el uso de cables sólo está limitado por su colgamiento, 
su peso y los métodos de anclaje que se empleen. 

El arco logra su resistencia en compresión, puesto que tiene una curva- 
tura inversa a la del cable. Sin embargo, el arco debe ser rígido a fin de 
mantener su forma, lo que se traduce en cargas secundarias que involuc- 
ran fuerzas cortantes y de momento, que deben considerarse en su di- 
seño. Los arcos se usan en estructuras para puentes, figura 1-6b, techos 
de cúpula y aberturas en muros de mampostería 


JA» 


Los cables ió cargas en tensión. Los arcos soportan sus cargas en compresión. 
e b 


Figura 1-6 
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La fotografía muestra un ejemplo de marco 
de acero que se usa para sostener el riel de 
una grúa. Se supone que el marco está unido 
rígidamente en sus juntas superiores y articu- 
lado en los apoyos. 


rígida articulada 


Los elementos del marco están 
sometidos a cargas internas axiales, 
cortantes y de momento. 


articulada 


Figura 1-7 


Marcos. Los marcos se suelen usar en edificios y están compuestos 
por vigas y columnas conectadas rígidamente o mediante articulaciones, 
figura 1-7. Al igual que las vigas, los marcos se extienden en dos o tres di- 
mensiones. La carga en un marco ocasiona flexión de sus elementos; y si 
tiene conexiones de unión rígidas, por lo general esta estructura es “inde- 
terminada” desde el punto de vista analítico. La resistencia de un marco 
de este tipo se deriva de las interacciones de momento entre las vigas y 
las columnas en las uniones rígidas. 


Estructuras superficiales. Una estructura superficial está hecha de 
un material que tiene un espesor muy pequeño en comparación con sus 
otras dimensiones. Se les llama tenso estructuras cuando el material es 
muy flexible y puede tomar la forma de una tienda de campaña o una es- 
tructura inflada con aire. En ambos casos, el material actúa como una 
membrana que se somete a tensión pura. 

Las estructuras superficiales también pueden estar hechas de un mate- 
rial rígido como el concreto reforzado. En tales casos pueden tener la 
forma de placas plegadas, cilindros o paraboloides hiperbólicos, y reciben 
el nombre de placas delgadas o cascarones. Estas estructuras actúan 
como cables o arcos, puesto que soportan cargas sobre todo en tensión 
o compresión, y experimentan muy poca flexión. No obstante, las estruc- 
turas de placa o cascarón suelen ser muy difíciles de analizar, debido a la 
geometría tridimensional de su superficie. Un análisis de este tipo se en- 
cuentra fuera del alcance del presente texto; sin embargo, existen libros 
dedicados por completo a ese tema. 


El techo del “Domo de Georgia” en Atlanta, 
Georgia, puede considerarse como una mem- 
brana delgada. 


1.3 Cargas 


Una vez que se han definido los requisitos dimensionales para una es- 
tructura, es necesario determinar las cargas que debe soportar la estruc- 
tura. La anticipación de las diferentes cargas que se impondrán a una 
estructura suele proporcionar el tipo básico de estructura que se elegirá 
para el diseño. Por ejemplo, las estructuras muy altas deben soportar 
grandes fuerzas laterales causadas por el viento, y entonces se seleccio- 
nan paredes para cortante y sistemas de marco tubular, en tanto que los 
edificios ubicados en zonas propensas a terremotos deben diseñarse 
con marcos y conexiones flexibles. 

Una vez determinada la forma estructural, el diseño real comienza con 
los elementos que están sujetos a las cargas primarias que debe soportar 
la estructura y procede en orden secuencial a los distintos elementos de 
apoyo hasta alcanzar el cimiento o base. Por lo tanto, en un edificio pri- 
mero se diseñaría la losa de cada piso, después las vigas de soporte, las 
columnas y, por último, los cimientos. De modo que para diseñar una 
estructura es necesario especificar primero las cargas que actúan en ella. 

La carga de diseño de una estructura suele estar especificada en có- 
digos. En general, el ingeniero estructuralista trabaja con dos tipos de 
códigos: los códigos generales de construcción y los códigos de diseño. 
Los códigos generales de construcción especifican los requisitos de los or- 
ganismos gubernamentales para las cargas mínimas de diseño en las es- 
tructuras y las normas mínimas para la construcción. Los códigos de 
diseño proporcionan normas técnicas detalladas y se utilizan para esta- 
blecer los requisitos en el diseño real de estructuras. En la tabla 1-1 se 
enuncian algunos de los códigos más importantes que se aplican en la 
práctica. Sin embargo, debe tenerse en cuenta que los códigos proporcio- 
nan sólo una guía general para el diseño. La responsabilidad definitiva 
del diseño recae en el ingeniero estructuralista. 


TABLA 1-1 Códigos 


Códigos de construcción generales (en Estados Unidos) 


Minimum Design Loads for Buildings and Other Structures, 
ASCE/SEI 7-10 (Cargas de diseño mínimas para edificios y otras 
estructuras, ASCE/SEI 7-10), American Society of Civil Engineers. 

International Building Code (Código internacional de construcción). 


Códigos de Diseño 


Building Code Requirements for Reinforced Concrete (Códigos de requeri- 
mientos de construcción para concreto reforzado), Am. Conc. Inst. (ACD. 

Manual of Steel Construction (Manual de construcción en acero), American 
Institute of Steel Construction (AISC). 

Standard Specifications for Highway Bridges (Especificaciones estándar para 
puentes carreteros), American Association of State Highway and 
Transportation Officials (AASHTO). 

National Design Specifications for Wood Construction (Especificación 
nacional de diseño para la construcción en madera), American Forest and 
Paper Association (AFPA). 

Manual for Railway Engineering (Manual de ingeniería ferroviaria), 
American Railway Engineering Association (AREA). 
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TIPOS DE ESTRUCTURAS Y CARGAS 


Dado que por lo común una estructura está sometida a varios tipos de 
cargas, a continuación se presentará un breve análisis de estas cargas para 
ilustrar la manera en que deben considerarse sus efectos en la práctica. 


Cargas muertas. Las cargas muertas son los pesos de los diversos 
elementos estructurales y los pesos de todos los objetos que están uni- 
dos de manera permanente a la estructura. Por lo tanto, las cargas muer- 
tas de un edificio son el peso de las columnas, vigas y trabes, la losa del 
piso, el techo, paredes, ventanas, fontanería, instalaciones eléctricas y 
otros accesorios diversos. 

En algunos casos, una carga muerta estructural puede estimarse de 
manera satisfactoria a partir de fórmulas sencillas basadas en los pesos y 
tamaños de estructuras similares. A través de la experiencia también es 
posible obtener una “apreciación” de la magnitud de estas cargas. Por 
ejemplo, el peso medio de los edificios de madera es de 40 a 50 Ib/pie? 
(1.9 a 2.4 kN/m?), para los edificios con estructura de acero es de 60 a 75 
lb/pie? (2.9 a 3.6 kN/m?), y para los edificios de concreto reforzado es de 
110 a 130 Ib/pie? (5.3 a 6.2 kN/m?). Sin embargo, una vez que se han de- 
terminado los materiales y los tamaños de los componentes de la estruc- 
tura, se pueden encontrar sus pesos a partir de tablas que muestran sus 
densidades. 

En la tabla 1-2 se enuncian las densidades de los materiales que se sue- 
len usar en la construcción, y en la tabla 1-3 puede observarse una parte 


TABLA 1-2  Densidades mínimas para cargas 


de diseño de distintos materiales* 


lb/pie? kN/mé 
Aluminio 170 26.7 
Concreto, concreto simple 108 17.0 
Concreto, piedra simple 144 22.6 
Concreto, concreto reforzado 111 17.4 
Concreto, piedra reforzada 150 23.6 
Arcilla, seca 63 9.9 
Arcilla, húmeda 110 17.3 
Arena y grava, seca, suelta 100 151 
Arena y grava, húmeda 120 18.9 
Mampostería, concreto sólido ligero 105 16.5 
Mampostería, peso normal ES 212 
Madera contrachapada 36 7 
Acero, estirado en frío 492 ES 
Madera, abeto Douglas 34 es) 
Madera, pino del sur Sl 5.8 
Madera, pino abeto 20 4,5 


*Reproducido con permiso de la American Society of Civil Engineers, Minimum 
Design Loads for Buildings and Other Structures ASCE/SEI 7-10 (Cargas de 
diseño mínimas para edificios y otras Estructuras ASCE/SEI 7-10). Para adquirir 
copias de este estándar de ASCE acceda al sitio www.pubs.asce.org. 
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TABLA 1-3 Cargas muertas mínimas de diseño* 


Muros psf  kN/m? 
ladrillo de arcilla, 4 pulg (102 mm) 39 1.87 
ladrillo de arcilla, 8 pulg (203 mm) 79 3.78 
ladrillo de arcilla, 12 pulg (305 mm) 115 5.51 


Particiones y muros de marco 


Muros de entramado exterior con revestimiento de ladrillo 48 2.30 
Ventanas, vidrio, marco y hoja 8 0.38 
Entramados de madera de 2 X 4 pulg (51 x 102 mm) 

sin enyesar 4 0.19 
Entramados de madera de 2 X 4 pulg (51 Xx 102 mm) 

enyesados de un lado 112 0.57 
Entramados de madera de 2 X 4 pulg (51 Xx 102 mm) 

enyesados por los dos lados 20 0.96 
Relleno de piso 
Concreto de cemento, por pulgada (mm) 9 0.017 
Concreto ligero, simple, por pulgada (mm) 8 0.015 
Concreto de piedra, por pulgada (mm) 12 0.023 
Techos 
Lámina de fibra acústica 1 0.05 
Yeso sobre mosaico o concreto 5 0.24 
Malla de metal suspendida y yeso revocado 10 0.48 
Tejas de asfalto 2 0.10 
Lámina de fibra, > pulg (13 mm) 0.75 0.04 


*Reproducido con permiso de la American Society of Civil Engineers, Minimum Design Loads for 
Buildings and Other Structures, ASCE/SEI 7-10 (Cargas de diseño mínimas para edificios y otras 
estructuras, ASCE/SEI 7-10). 


del listado del peso de los componentes de construcción más comunes. 
Aunque el cálculo de las cargas muertas con base en el uso de datos ta- 
bulados es bastante sencillo, debe tenerse en cuenta que en muchos as- 
pectos estas cargas deben estimarse en la fase inicial del diseño. Estas 
estimaciones incluyen materiales no estructurales como los paneles de 
fachada prefabricados, los sistemas eléctricos y de fontanería, etcétera. 
Incluso si el material está especificado, los pesos unitarios de los elemen- 
tos reportados en los códigos pueden variar respecto de los datos del fa- 
bricante, y el uso posterior del edificio puede incluir algunos cambios en 
la carga muerta. En consecuencia, las estimaciones de las cargas muertas 
pueden tener un error de 15 a 20% o más. 

Normalmente la carga muerta no es muy grande en comparación con 
la carga de diseño en estructuras simples, como una viga o un marco de 
una sola planta; sin embargo, para edificios con varios pisos, es impor- 
tante considerar todas las cargas muertas a fin de diseñar correctamente 
las columnas, en especial para los pisos inferiores. 
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EJEMPLO [M4 


Figura 1-8 


La carga viva sobre el piso de este salón de 
clases consiste en los escritorios, las sillas y 
el equipo de laboratorio. Para el diseño, la 
Norma ASCE 7-10 especifica una carga de 
40 psf o 1.92 kN/m?. 


La viga de piso que se muestra en la figura 1-8 se utiliza para soportar 
una losa de concreto ligero simple con 6 pies de ancho y un espesor de 
4 pulg. La losa sirve como una parte del techo de la planta de abajo, 
por lo que su parte inferior está cubierta con yeso. Además, un muro de 
tabiques de concreto ligero sólido de 8 pies de altura y 12 pulg de espesor, 
se encuentra directamente sobre el ala superior de la viga. Determine la 
carga en la viga medida por cada pie de longitud de la viga. 


SOLUCIÓN 
Usando los datos de las tablas 1-2 y 1-3, se obtiene: 


Losa de concreto: — [8 Ib/(pie? - pulg)](4 pulg)(6 pies) = 192 Ib/pie 
Yeso del techo: (5 1b/pie?)(6 pies) = 30 lb/pie 
Muro de tabiques: (105 lb/pie*)(8 pies) (1 pie) = 840 lb/pie 
Carga total 1062 lb/pie = 1.06 k/pie 


Resp. 


Aquí la unidad k significa “kip”, que simboliza kilolibras. Por lo tanto, 
1 k = 1000 lb. 


Cargas vivas. Las cargas vivas pueden variar tanto en su magnitud 
como en su ubicación. Las puede causar el peso de objetos colocados 
provisionalmente sobre una estructura, vehículos en movimiento o fuer- 
zas naturales. Las cargas vivas mínimas especificadas en los códigos se 
determinan con base en el estudio de la historia de sus efectos sobre es- 
tructuras existentes. Por lo general estas cargas incluyen una protección 
adicional contra una deformación excesiva o sobrecarga repentina. En el 
capítulo 6 se desarrollarán técnicas para especificar la ubicación ade- 
cuada de las cargas vivas sobre la estructura, de forma que causen el 
mayor esfuerzo o deflexión de los elementos. A continuación se analiza- 
rán los distintos tipos de cargas vivas. 


Cargas en edificios. Se supone que los pisos de los edificios están 
sometidos a cargas vivas uniformes que dependerán de la finalidad para 
la cual se diseñó el edificio. Por lo general estas cargas se encuentran 
tabuladas en los códigos locales, estatales o nacionales. En la tabla 1-4 se 
presenta una muestra representativa de cargas vivas mínimas, las cuales 
se tomaron de la Norma ASCE 7-10. Los valores se determinan a partir 
de datos históricos de las cargas aplicadas a distintos edificios. Las cargas 
mínimas incluyen algún tipo de protección contra la posibilidad de so- 
brecarga debido a situaciones de emergencia, cargas de construcción y 
los requisitos de utilidad debido a la vibración. Además de las cargas uni- 
formes, algunos códigos especifican cargas vivas concentradas mínimas, 
ocasionadas por carros manuales, automóviles, etcétera, que también 
deben aplicarse en cualquier punto del sistema del piso. Por ejemplo, en 
el diseño de un estacionamiento para automóviles se deben considerar 
tanto las cargas vivas uniformes como las concentradas. 
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TABLA 1-4 Cargas vivas mínimas* 


Carga viva Carga viva 

Ocupación o uso psf kN/m? Ocupación o uso psf kN/m? 
Zonas de reunión y teatros Residencial 

Asientos fijos 60 2.87 Viviendas (de una y dos familias) 40 92 

Asientos móviles 100 4.79 Hoteles y casas multifamiliares 

Estacionamientos (vehículos 50 2.40 Habitaciones privadas y pasillos 40 192 

de pasajeros solamente) 

Edificios de oficinas Salas públicas y pasillos 100 4.79 

Vestíbulos 100 4.79 Escuelas 

Oficinas S0 2.40 Salones de clase 40 1692 
Almacén Pasillos por encima de la primera planta 80 3.83 

Ligero 123 6.00 

Pesado 250 dio 


*Reproducido con permiso de Minimum Design Loads for Buildings and Other Structures, ASCE/SEI 7-10 (Cargas de diseño mínimas para edificios y otras 
estructuras, ASCE/SEI 7-10). 


Para algunos tipos de edificios que tienen pisos con áreas muy grandes 
muchos códigos permitirán una reducción de la carga viva uniforme para 
el piso, puesto que es poco probable que la carga viva prescrita ocurra sl- 
multáneamente en toda la estructura en algún momento. Por ejemplo, 
ASCE 7-10 permite una reducción de la carga viva sobre un elemento 
que tenga un área de influencia (K,¡ Ar) de 400 pies? (37.2 m?) o más. 
Esta carga viva reducida se calcula empleando la siguiente ecuación: 


15 
VK Ar 
4.57 


v A Ar 


L = 1,025 de ) (Unidades PLS) 


(1-1) 


L= 1.025 ae ) (Unidades SI) 


L = carga viva de diseño reducida por pie cuadrado o metro 

cuadrado de área sostenida por el elemento. 

L, = carga viva de diseño sin reducir por pie cuadrado o metro cua- 

drado de área sostenida por el elemento (vea la tabla 1-4). 
K¡, = factor de la carga viva del elemento. Para columnas interiores, 
Ki =4, 
Ar= área tributaria en pies cuadrados o metros cuadrados.* 

La carga viva reducida definida mediante la ecuación 1-1 se limita a no 
menos del 50% de L, para elementos que sostienen un piso, o no menos 
del 40% de £L,, para elementos que soportan más de un piso. No se per- 
mite la reducción para cargas que excedan 100 lb/pie” (4.79 kN/m?), o 
para estructuras que se utilicen en sitios de reunión públicos, estaciona- 
mientos o techos. En el ejemplo 1-2 se ilustra una aplicación de la ecua- 
ción 1-1. 


*En la sección 2-1 se proporcionan ejemplos específicos de la determinación de áreas tri- 
butarias para vigas y columnas. 
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EJEMPLO [172 


En la fotografía se muestra un edificio de oficinas de dos pisos que 
tiene columnas interiores separadas por 22 pies de distancia en dos 
direcciones perpendiculares. Si la carga del techo (plano) es de 20 
lb/pie?, determine la carga viva reducida que soporta una columna 
interior típica situada a nivel del piso. 


I 


pa I 
p 22 pies ol 22 pies z 


Figura 1-9 


SOLUCIÓN 

Como se muestra en la figura 1-9, cada columna interior tiene un área 
tributaria o área cargada efectiva de 47 = (22 pies)(22 pies) = 484 
pies?. Por lo tanto, una columna de la planta baja soporta una carga 
viva en el techo de 


Fx = (20 Ib/pie?)(484 pies?) = 9680 Ib = 9.68 k 


Esta carga no puede reducirse porque no es una carga en el piso. Para 
el segundo piso, la carga viva se toma de la tabla 1-4: L, = 50 lb/pie?. 
Como Ky , = 4, entonces 447 = 4(484 pies?) = 1936 pies? y 1936 pies? 
> 400 pies?, la carga viva puede reducirse mediante la ecuación 1.1. 
Por lo tanto, 


Ls = 50025 + ) = 29.55 Ib/pie? 


15 
VW 1936 


Aquí, la reducción de la carga es (29.55/50)100% = 59.1% > 50%. 
¡Muy bien! Por lo tanto, 


Fp = (29.55 lb/pie?)(484 pies?) = 14300 lb = 14.3 k 


Entonces, la carga viva total soportada por la columna de la planta 
baja es, 


F=Fa+ F¿=9.68k + 14.3k = 24.0k Resp. 


Cargas en puentes carreteros. Las cargas vivas principales en 
los claros de un puente son las ocasionadas por el tráfico, y la carga más 
pesada de vehículos que puede encontrarse es la causada por una serie 
de camiones. Las especificaciones para las cargas de camiones en puen- 
tes carreteros se registran en la LRFD Bridge Design Specifications (Es- 
pecificaciones para el diseño de puentes) de la American Association of 
State and Highway Transportation Officials (AASHTO). Para camiones 
de dos ejes, estas cargas se designan con una H, seguida por el peso del 
camión en toneladas y otro número que proporciona el año de las especi- 
ficaciones en el cual se reportó la carga. Los pesos de los camiones de la 
serie H varían de 10 a 20 toneladas. Sin embargo, los puentes ubicados 
en las principales carreteras que llevan una gran cantidad de tráfico, se 
diseñan comúnmente para camiones de dos ejes más un semirremolque 
de un eje como el de la figura 1-10. Éstas se denominan cargas HS. Por lo 
general, la selección de una carga de camión para un diseño depende del 
tipo de puente, su ubicación y la clase de tráfico previsto. 

En las especificaciones también se reporta el tamaño del “camión 
estándar” y la distribución de su peso. Aunque se supone que los camio- 
nes están en la autopista, no todos los carriles en el puente deben estar 
cargados con una fila de camiones para obtener la carga crítica, puesto 
que una carga semejante sería muy improbable. Los detalles se analizan 
en el capítulo 6. 


Cargas en puentes ferroviarios. Las cargas sobre puentes fe- 
rroviarios, como el de la figura 1-11, se reportan en las Specifications for 
Steel Railway Bridges (Especificaciones para puentes ferroviarios de 
acero) publicadas por la American Railroad Engineers Association 
(AREA). Normalmente, para el diseño se utilizan las cargas E como las 
concibió originalmente Theodore Cooper en 1894. Desde entonces, B. 
Steinmann ha actualizado la distribución de cargas de Cooper e ideado 
una serie de cargas M, actualmente aceptadas para el diseño. Dado que 
las cargas de un tren implican una serie complicada de fuerzas concen- 
tradas para simplificar los cálculos manuales, en ocasiones se utilizan ta- 
blas y gráficas en combinación con líneas de influencia para obtener la 
carga crítica. También se usan programas de computación para este 
propósito. 


Figura 1-11 
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Cargas de impacto. Los vehículos en movimiento pueden rebotar 
o desplazarse lateralmente mientras avanzan por un puente, por lo tanto 
pueden transmitir un impacto a la cubierta. El porcentaje de aumento de 
las cargas vivas debido al impacto se denomina factor de impacto, [. Por 
lo general, este factor se obtiene de fórmulas desarrolladas a partir de la 
evidencia experimental. Por ejemplo, para puentes carreteros las especi- 
ficaciones de la AASHTO requieren que 


50 


I= 215 pero no mayor a 0.3 


donde L£ es la longitud en pies del claro que está sometido a la carga viva. 

En algunos casos también es necesario tomar previsiones para la carga 
de impacto sobre la estructura de un edificio. Por ejemplo, la Norma 
ASCE 7-10 requiere que el peso de la maquinaria de los ascensores se 
incremente 100%, y que las cargas sobre cualesquier soportes utilizados 
para sostener los pisos y balcones se incrementen 33%. 


Cargas del viento. Cuando las estructuras bloquean el flujo del 
viento, la energía cinética del viento se convierte en energía potencial de 
presión, la cual ocasiona una carga de viento. El efecto del viento sobre 
una estructura depende de la densidad y la velocidad del aire, el ángulo 
de incidencia del viento, la forma y la rigidez de la estructura y la rugosi- 
dad de su superficie. Para propósitos de diseño, las cargas del viento pue- 
den abordarse mediante un método estático o dinámico. 

Para el método estático, la presión fluctuante ocasionada por un viento 
que sopla constantemente se aproxima mediante una presión de veloci- 
dad media que actúa sobre la estructura. Esta presión q está definida por 
su energía cinética, q = z pV?, donde p es la densidad del aire y V es su 
velocidad. De acuerdo con la Norma ASCE 7-10, esta ecuación se modi- 
fica a fin de tomar en cuenta la importancia de la estructura, su altura, y 
el terreno en que se localiza. Se representa como 


q, = 0.00256K,K KV? (1b/pie?) 
1-2 
q. = 0.613K,K.¿K¿V? (N/m?) eE 


donde 


V = la velocidad en millas por hora (m/s) de una ráfaga de viento 
de 3 segundos medida a 33 pies (10 m) del suelo. Los valores 
específicos dependen de la “categoría” de la estructura obtenida 
a partir de un mapa eólico. Por ejemplo, al interior del territorio 


Los vientos de un huracán causaron estos daños a un condomi- 
nio en Miami, Florida. 


continental de Estados Unidos se reporta una velocidad del 
viento de 105 mi/h (47 m/s) si la estructura es un edificio de uso 
agrícola o de almacenamiento, ya que una falla de la estructura 
representa un bajo riesgo para la vida humana. Mas en el caso de 
la estructura de un hospital, la velocidad del viento es de 120 
mi/h (54 m/s), pues su falla podría ocasionar una importante 
pérdida de vidas humanas. 


el coeficiente de exposición a la presión de la velocidad, la cual 
es una función de la altura y depende del terreno. En la tabla 1-5 
se listan los valores de una estructura que se encuentra a terreno 
abierto, con obstrucciones bajas dispersas. 


un factor que toma en cuenta los aumentos de la velocidad del 
viento debido a colinas y acantilados. Para el terreno plano 

K¿ = 1.0. 

un factor que toma en cuenta la dirección del viento. Se usa sólo 
cuando la estructura está sometida a combinaciones de cargas 
(vea la sección 1-4). Cuando el viento actúa por sí solo, K¿ = 1.0. 


TABLA 1-5 Coeficiente de exposición 


a la presión de la velocidad para 
terrenos con obstrucciones bajas. 


EZ 
pies m K 
0-15 0-4.6 0.85 
20 6.1 0.90 
25 7.6 0.94 
30 Orál 0.98 
40 TEL 1.04 
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El viento que sopla sobre un muro tenderá a 
voltear un edificio o hacer que se ladee. Para 
evitar esto, los ingenieros suelen usar arrios- 
tramientos cruzados para proporcionar es- 
tabilidad. Vea también la página 46. 


Presión de diseño del viento para edificios cerrados. Una vez que se ha 
obtenido el valor para q,, se puede determinar la presión de diseño a 
partir de una lista de las ecuaciones pertinentes estipuladas en la Norma 
ASCE 7-10. La elección depende de la flexibilidad y la altura de la es- 
tructura, y si el diseño está dirigido al sistema principal para la resisten- 
cia del viento o para los componentes de la construcción y el 
revestimiento. Por ejemplo, mediante un “procedimiento direccional” la 
presión del viento sobre un edificio cerrado de cualquier altura se deter- 
mina a partir de una ecuación de dos términos que resulta de las presio- 
nes tanto externas como internas, es decir, 


Pp =46C,= q GC) (1-3) 


= q, para el muro en barlovento a la altura z sobre el suelo 
(ecuación 1-2), y q = q, para el muro en sotavento, las 
paredes laterales y el techo, donde z = h, la altura media 
del techo. 


= factor del efecto de la ráfaga de viento, que depende de 
la exposición. Por ejemplo, para una estructura rígida, 
G = 0.85. 


C, = Coeficiente de presión de una pared o un techo 
determinado a partir de una tabla. En la figura 1-12 se 
presentan estos valores tabulados para las paredes y un 
paso del techo de O = 10”. Observe en la vista de elevación 
que la presión varía con la altura en el lado de barlovento 
de la construcción, mientras que en los lados restantes y en 
el techo se supone que la presión es constante. Los valores 
negativos indican presiones que actúan fuera de la 
superficie. 


(GC ,;) = el coeficiente de la presión interna, que depende del tipo de 
aberturas en el edificio. Para los edificios completamente 
cerrados (GC)¡) = +0.18. Aquí los signos indican que 
dentro del edificio puede ocurrir presión positiva o negativa 
(succión). 


Al aplicar la ecuación 1-3 implicará cálculos de las presiones del viento 
de cada lado del edificio, con las debidas consideraciones para la posibi- 
lidad de presiones positivas o negativas que actúan sobre el interior del 
edificio. 
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q GC, 
viento 
B cresta 
q.GC, q;GC, 
q, GC | L 
5 
planta elevación 
Superficie | L/B C, | Uso con - ; 
Angulo 0 de [Angulo de 
Pared en Todos 0.8 UE barlovento sotavento 
barlovento|los valores Dirección 
del viento | A/L 10? 0 = 107 
Pared en 0-1 -0.5 
sotavento 2 0.3 4h <0.25 0.7 -03 
=4 | -02 Normal ala | 05 | -o9 | -os 
Paredes Todos -07 q >1.0 -1.3 0.7 
laterales |los valores Ñ lA 


Coeficientes de presión negativos 


Coeficientes de presión sobre una pared, C,, máximos en el techo, C,, para su uso con qy, 


(a) (b) 
Figura 1-12 


Para edificios de gran altura o aquellos que tienen una forma o una 
ubicación que los hace sensibles al viento, se recomienda el uso de un 
método dinámico para determinar las cargas del viento. La metodología 
para hacer esto también se indica en la Norma ASCE 7-10. Ésta implica 
pruebas en túnel de viento, las cuales se realizan sobre un modelo a es- 
cala del edificio y las construcciones que lo rodean, con el fin de simular 
el ambiente natural. Los efectos de la presión del viento sobre el edificio 
pueden determinarse a partir de transductores de presión conectados al 
modelo. Además, si el modelo tiene características de rigidez que se en- 
cuentran en la escala adecuada para el edificio, también pueden determi- 
narse las deflexiones dinámicas del edificio. 


20 CAPÍTULO 1 TIPOS DE ESTRUCTURAS Y CARGAS 


EJEMPLO [163 


El edificio cerrado que se muestra en la fotografía y en la figura 1-13a 
se utiliza con fines de almacenamiento y se encuentra en las afueras 
de Chicago, Illinois, en un terreno plano y abierto. Si el viento tiene la 
dirección que se muestra, determine la presión del viento de diseño 
que actúa sobre el techo y los laterales del edificio empleando las 
especificaciones ASCE 7-10. 


SOLUCIÓN 

En primer lugar, la presión del viento se determinará mediante la 
ecuación 1-2. La velocidad básica del viento es V = 105 mi/h, puesto 
que el edificio se utiliza para almacenamiento. Además, para un 
terreno plano, K,, = 1.0. Como sólo se está considerando la carga del 
viento, K = 1.0. Por lo tanto, 


q. = 0.00256 KK ,K¿V? 
= 0.00256 K.(1.0)(1.0)(105)? 
= 28.22 K, 


viento A partir de la figura 1-13a,h' =75 tan 10? = 13.22 pies de modo que 
(a) la altura media del techo es h = 25 + 13.22/2 = 31.6 pies. Si se 
emplean los valores de K, de la tabla 1.5, los valores calculados del 
perfil de la presión se listan en la tabla de la figura 1-13b. Observe que 
el valor de K, se determinó por interpolación lineal para z = h, es 
decir, (1.04 — 0.98)/(40 — 30) = (1.04 — K.)/(40 — 31.6), K, = 0.990, 
de modo que q, = 28.22(0.990) = 27.9 libras por pie cuadrado (psf). 
Para aplicar la ecuación 1-3, el factor de ráfaga es G = 0.85, y (GC,,) 
= 0.18. Por lo tanto, 


Figura 1-13 


p= qGC, = qníGC pi) 
= q(0.85)C, — 27.9(+0.18) 
= 0.854C, + 5.03 (1) 


Las cargas de presión se obtienen a partir de esta ecuación con los va- 
lores calculados para q, que se listan en la tabla de la figura 1-13b, de 
acuerdo con el perfil de la presión del viento de la figura 1-12. 
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Pared en barlovento. Aquí la presión varía con la altura z puesto 
que debe usarse q,¿GC,. Para todos los valores de L/B, C, = 0.8, por 
lo que a partir de la ecuación (1), 


Po-15s = 11.3 psf o 21.3 psf 
P2 = 12.2 psf o 22.3 psf 
Ps =13.0psf o 23.1 psf 


Pared en sotavento. Aquí L/B = 2(75)/150 = 1, de modo que C, 
= -0.5. Además, q = q, por lo que a partir de la ecuación (1), 


p=-16.9psf o —6.84 psf 


Paredes laterales. Para todos los valores de L/B, C, = 0.7, y como 
debe utilizarse q = q, en la ecuación (1), se tiene 


p=-216psf o —11.6 psf 


Techo en barlovento. Aquíh/L = 31.6/2(75) = 0.211 < 0.25, por 
lo que C,, ==0.7 y q = q. Por lo tanto, 


p=-216psf o —11.6 psf 


Techo en sotavento. En este caso, C, =-—0.3; por lo tanto, con 
q = q, se obtiene 


p=-122psf o -—2.09 psf 


Estos dos conjuntos de cargas se muestran en la elevación del edificio, 
lo que representa una presión interna en el edificio positiva o nega- 
tiva (succión), figura 1-13c. La estructura principal de la construcción 
debe resistir estas cargas; lo mismo ocurre con las cargas por separado 
calculadas a partir del viento que sopla en la parte delantera o la tra- 
sera del edificio. 


12.2 psf 


11.3 psf 
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senta un espectacular, el viento produce una fuerza resultante que actúa 


E Presión del viento de diseño para espectaculares. Si la estructura repre- 
sobre la cara de la estructura y que se determina a partir de 


F = qyGC¡ As (14) 


qn = la presión del viento evaluada a la altura h, medida desde el suelo 
hasta la parte superior del espectacular. 

G = factor del coeficiente de ráfaga de viento ya definida antes. 

Cf= un coeficiente de fuerza que depende de la relación de aspecto 
(ancho B del espectacular sobre su altura s), y la relación de área 
libre (altura s del espectacular sobre la elevación h, medida desde 
el suelo hasta la parte superior de la estructura). Para los casos en 
que el viento se dirige en forma normal hacia el centro del espec- 
tacular, para B/s = 4, los valores se listan en la tabla 1.6. 

A, = elárea de la cara del espectacular en pies” (m?). 


TABLA 1-6  Coeficientes de fuerza 
para espectaculares sólidos por 


encima del suelo, C; 


1 135 
0.9 1.45 
0.5 1.70 
0.2 1.80 

=0.16 1.85 


Para permitir las direcciones normal y oblicua del viento, se supone 
que la fuerza resultante calculada actúa ya sea a través del centro geo- 
métrico de la cara de la señal, o en otros lugares específicos en la cara de 
la señal, los cuales dependen de las relaciones s/h y B/s. 


Los vientos huracanados que actúan sobre 

la cara de este espectacular son lo bastante 

fuertes como para doblar notablemente 

los dos brazos de soporte y ocasionar la 
- fluencia del material. Esto pudo evitarse 
|. MA sa con un diseño adecuado. 


Cargas de nieve. En algunas partes de Estados Unidos la carga 
sobre el techo debida a la nieve puede ser muy grave; por lo tanto, prote- 
ger el techo contra posibles fallas es una preocupación primordial. Por lo 
común, las cargas de diseño dependen de la forma general de la cons- 
trucción y la geometría del techo, la exposición al viento, la ubicación, su 
importancia, y si se usa o no calefacción. Del mismo modo que para el 
viento, en la Norma ASCE 7-10 se determinan las cargas de la nieve, por 
lo general a partir de un mapa de la zona con los reportes de los periodos 
de recurrencia de la profundidad extrema de la nieve en un periodo de 
50 años. Por ejemplo, en la extensión relativamente plana a lo largo de la 
sección media de Illinois e Indiana, la carga de la nieve del suelo es de 20 
lb/pie? (0.96 kKN/m?). Sin embargo, para el área de Montana se requieren 
estudios sobre los casos específicos de las cargas de nieve debido a la ele- 
vación variable del terreno en todo el estado. Las especificaciones para 
las cargas de nieve se cubren en la Norma ASCE 7-10, aunque no hay 
ningún código que pueda cubrir todas las implicaciones de este tipo de 
carga. 

Si un techo es plano, definido como un techo con una pendiente menor 
a 5%, entonces la carga de la presión puede obtenerse modificando la 
carga de la nieve sobre el suelo, p¿, mediante la siguiente fórmula empí- 
rica 


Pr DC CAD (15) 


Aquí 

C. =un factor de exposición que depende del terreno. Por ejemplo, para 
un techo completamente expuesto en un área despejada, C, = 0.8, 
en tanto que si el techo está protegido y situado en el centro de 
una ciudad grande, C, = 1.2. 

C, = un factor térmico que se refiere a la temperatura media dentro del 
edificio. Para las estructuras sin calefacción que se mantienen por 
debajo de cero grados, C, = 1.2, en tanto que si el techo soporta 
una estructura que se suele calentar, entonces C, = 1.0. 

1, = el factor de importancia en lo que respecta a la ocupación. Por 
ejemplo, /, = 0.80 para instalaciones dedicadas a la agricultura y el 
almacenamiento, /, = 1.20 para escuelas y hospitales. 

Sip¿=20 1b/pie? (0.96 kN/m?), use el valor mayor para py, ya sea calcu- 
lada desde la ecuación anterior o a partir de py= Is. Si p¿ > 20 lb/pie? 

(0.96 kN/m?), utilice p;= 1,(20 1b/pie?). 
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Las cargas excesivas de la nieve y el hielo 
actúan sobre este techo. 
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EJEMPLO [464 


Figura 1-14 


masa concentrada 
del techo 


masa concentrada 
de las columnas 


Figura 1-15 


La instalación de almacenamiento sin calefacción que se muestra en 
la figura 1-14 se localiza en un terreno plano y abierto en el sur de 
Tllinois, donde la carga especificada de la nieve sobre el suelo es de 15 
lb/pie?. Determine la carga de nieve de diseño sobre el techo, el cual 
tiene una pendiente de 4%. 


SOLUCIÓN 

Como la pendiente del techo es < 5%, se usará la 
ecuación 1.5. Aquí, C, = 0.8 debido a que se trata de 
un área abierta, C, = 1.2 e [, = 0.8. Por lo tanto, 


pp = 0.7C¿C,I,pg 
= 0.7(0.8)(1.2)(0.8)(15 Ib/pie?) = 8.06 Ib/pie? 


Como py = 15 lb/pie? < 20 Ib/pie?, entonces también 
py = Ip¿ = 1.2(15 lb/pie”) = 18 Ib/pie? 


Por comparación, elija 


py = 18 1b/pie? 


Cargas de terremoto. Los terremotos producen cargas sobre 
una estructura a través de su interacción con el suelo y las características 
de su respuesta. Estas cargas resultan de la distorsión de la estructura a 
causa del movimiento del suelo y la resistencia lateral de la estructura. 
Su magnitud depende de la cantidad y tipo de aceleraciones del suelo y 
de la masa y la rigidez de la estructura. Para obtener algún conocimiento de 
la naturaleza de las cargas sísmicas, considere el modelo estructural sim- 
ple que se muestra en la figura 1-15. Este modelo puede representar un 
edificio de una sola planta, donde el bloque superior es la masa “concen- 
trada” del techo y el bloque medio es la rigidez agrupada de todas las co- 
lumnas del edificio. Durante un terremoto el suelo vibra tanto horizontal 
como verticalmente. Las aceleraciones horizontales crean fuerzas cor- 
tantes en la columna que ponen al bloque en movimiento secuencial con 
el suelo. Si la columna es rígida y el bloque tiene una masa pequeña, el 
periodo de vibración del bloque será corto y el bloque se acelerará con 
el mismo movimiento que el suelo y sufrirá sólo pequeños desplazamien- 
tos relativos. Para una estructura real que esté diseñada con una gran 
cantidad de refuerzos y conexiones rígidas esto puede ser beneficioso, 
puesto que se desarrolla menos esfuerzo en los elementos. Por otro lado, 
si la columna de la figura 1-15 es muy flexible y el bloque tiene una masa 
grande, entonces el movimiento inducido por el terremoto causará pe- 
queñas aceleraciones del bloque y grandes desplazamientos relativos. 
En la práctica, los efectos de la aceleración, la velocidad y el desplaza- 
miento de una estructura se pueden determinar y representar como un 
espectro de respuesta al terremoto. Una vez que se ha establecido esta 
gráfica, las cargas del terremoto pueden calcularse aplicando un análisis 


dinámico basado en la teoría de la dinámica estructural. Este tipo de 
análisis está ganando popularidad, aunque a veces es muy elaborado y 
requiere utilizar una computadora. Aún así, dicho análisis resulta obliga- 
torio si la estructura es grande. 

Algunos códigos requieren que se preste atención específica al diseño 
sísmico, especialmente en las zonas del país (Estados Unidos) donde 
predominan fuertes terremotos. Además, estas cargas deben conside- 
rarse con gran seriedad en el diseño de edificios de gran altura o plantas 
de energía nuclear. A fin de evaluar la importancia de la consideración 
del diseño para sismos, es posible corroborar los mapas sísmicos de ace- 
leración del suelo publicados en la Norma ASCE 7-10. Estos mapas pro- 
porcionan las aceleraciones pico del suelo causadas por algún terremoto, 
junto con los coeficientes de riesgo. Las regiones de Estados Unidos 
varían desde un riesgo bajo, como en algunas partes de Texas, hasta un 
riesgo muy alto, como a lo largo de la costa oeste de California. 

Para estructuras pequeñas, un análisis estático para el diseño sísmico 
puede resultar satisfactorio. En este caso las cargas dinámicas se aproxi- 
man mediante un conjunto de fuerzas estáticas externas que se aplican 
de manera lateral a la estructura. Uno de estos métodos está reportado 
en la Norma ASCE 7-10, y se basa en el hallazgo de un coeficiente de 
respuesta sísmica, C, determinado a partir de las propiedades del suelo, 
las aceleraciones de éste y la respuesta vibratoria de la estructura. Para la 
mayoría de las estructuras, este coeficiente se multiplica por la carga 
muerta total W de la estructura, con lo que se obtiene la “fuerza cortante 
basal” en la estructura. El valor de C, se determina realmente a partir de 


S 
2 
R/I, 


donde 


Sps = la aceleración de respuesta espectral durante cortos periodos de 
vibración. 

R = un factor de modificación de la respuesta que depende de la 
flexibilidad de la estructura. Los elementos de un marco de 
acero que son muy flexibles pueden tener un valor alto de 8, en 
tanto que las estructuras de concreto reforzado pueden tener un 
valor bajo de 3. 


I, = el factor de importancia que depende del uso del edificio. Por 
ejemplo, £, = 1 para las instalaciones de agricultura y almacena- 
miento, e /, = 1.5 para los hospitales y otros servicios esenciales. 


A cada nueva publicación de la Norma, los valores de estos coeficientes 
se actualizan con los datos más precisos disponibles sobre la respuesta al 
terremoto. 


Presión hidrostática y geostática. Cuando las estructuras se 
utilizan para retener agua, tierra o materiales granulares, la presión desa- 
rrollada por estas cargas se convierte en un criterio importante para su 
diseño. Algunos ejemplos de este tipo de estructuras son los tanques, las 
presas, los buques, las mamparas y los muros de contención. Aquí se apli- 
can las leyes de la hidrostática y la mecánica de suelos para definir la in- 
tensidad de las cargas sobre la estructura. 
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El diseño de este muro de contención re- 
quiere la estimación de la presión geostática 
que actúa sobre él. Además, la compuerta 
de seguridad estará sujeta a una presión hi- 
drostática que debe considerarse durante su 
diseño. 
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Otras cargas naturales. En el diseño de una estructura también 
deben considerarse otros tipos de cargas vivas en función de su ubica- 
ción o su uso. Éstos incluyen el efecto de la erosión, los cambios de tem- 
peratura y los asentamientos diferenciales de los cimientos. 


1.4 Diseño estructural 


Cada vez que se diseñe una estructura, es importante considerar las 
incertidumbres de los materiales y las cargas. Estas incertidumbres inclu- 
yen una posible variabilidad en las propiedades del material, la tensión 
residual en los materiales, las medidas previstas que pueden ser diferen- 
tes alos tamaños prefabricados, las cargas debidas a las vibraciones o im- 
pactos y la corrosión o decadencia de los materiales. 


DEP. Los métodos de diseño por esfuerzos permisibles (DEP) inclu- 
yen tanto las incertidumbres del material como las de las cargas en un 
solo factor de seguridad. Los diferentes tipos de cargas ya antes analiza- 
dos pueden ocurrir simultáneamente en una estructura, pero es muy 
poco probable que el máximo de todas estas cargas ocurra al mismo 
tiempo. Por ejemplo, las cargas máximas del viento y de los sismos no 
suelen actuar de forma simultánea sobre una estructura. Para el diseño 
por esfuerzos permisibles, el esfuerzo elástico calculado en el material no 
debe exceder el esfuerzo admisible para cada una de las diferentes com- 
binaciones de carga. Las combinaciones de carga más comunes que se es- 
pecifican en la Norma ASCE 7-10 incluyen 


e carga muerta 
e 0.6 (carga muerta) + 0.6 (carga del viento) 


e 0.6 (carga muerta) + 0.7 (carga sísmica) 


DFCR. Como la incertidumbre puede tomarse en cuenta empleando 
la teoría de probabilidad, ha habido una creciente tendencia a separar la 
incertidumbre del material de la incertidumbre de las cargas. Este mé- 
todo se denomina diseño por resistencia o DFCR (Diseño por factores 
de carga y de resistencia). Por ejemplo, para tener en cuenta la incerti- 
dumbre de las cargas, este método utiliza los factores de carga aplicados 
a las cargas o combinaciones de éstas. De acuerdo con la Norma ASCE 
7-10, algunos de los factores de carga y combinaciones de éstas son 


e 1.4 (carga muerta) 
e 1.2 (carga muerta) + 1.6 (carga viva) + 0.5 (carga de nieve) 
e 0.9 (carga muerta) + 1.0 (carga de viento) 


e 0.9 (carga muerta) + 1.0 (carga sísmica) 


En todos estos casos se considera que las combinaciones proporcionan 
una carga máxima pero real sobre la estructura. 
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MM PROBLEMAS 4 


1-1. El piso de un edificio que se usa para el almacena- 
miento de equipo pesado es de losas de concreto con 6 pulg 
de espesor. Si el piso es una losa que tiene una longitud de 
15 pies y una anchura de 10 pies, determine la fuerza resul- 
tante causada por la carga muerta y la carga viva. 


12. El piso del edificio de oficinas es de concreto ligero 
con 4 pulg de espesor. Si el piso de la oficina es una losa con 
una longitud de 20 pies y una anchura de 15 pies, determine 
la fuerza resultante causada por la carga muerta y la carga 
viva. 


O 


5 


Prob. 1-2 


1-3. La viga en T está hecha de concreto y tiene un peso 
específico de 150 Ib/pie?. Determine la carga muerta por pie 
de longitud de la viga. No considere el peso del refuerzo de 
acero. 


40 pulg 


26 pulg 


| 10 pulg | 


Prob. 1-3 


“1-4. La barrera “New Jersey” se usa comúnmente du- 
rante la construcción de carreteras. Si está hecha de con- 
creto de piedra simple, determine su peso por pie de 
longitud. 


75 


12 pulg 55 
6 pulg 


. pulg 


Prob. 1-4 


1-5. El piso de una bodega de almacenamiento ligero está 
hecho de concreto simple ligero con 150 mm de espesor. Si 
el piso es una losa que tiene una longitud de 7 m y una 
anchura de 3 m, determine la fuerza resultante causada por 
la carga muerta y la carga viva. 


1-6. La trabe de concreto preesforzado es de concreto de 
piedra simple y tiene cuatro varillas de refuerzo de : pulg, 
hechas de acero formado en frío. Determine la carga 
muerta de la trabe por cada pie de su longitud. 


4 pulg pulg“4 pulg 


Prob. 1-6 
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1-7. La pared tiene 2.5 m de altura y consta de puntales 
de 51 mm X 102 mm enyesados por un lado. En el otro lado 
hay una lámina de fibra de 13 mm y ladrillos de arcilla de 
102 mm. Determine la carga promedio, en kN/m de la longi- 
tud de la pared, que la pared ejerce sobre el suelo. 


A 


Prob. 1-7 


*1-8. Una pared de un edificio se compone de paredes de 
entramado exterior con revestimiento de ladrillo y 13 mm 
de lámina de fibra en un lado. Si la pared tiene 4 m de al- 
tura, determine la carga en kN/m que ejerce sobre el suelo. 


1-9. La pared interior de un edificio está hecha de punta- 
les de madera de 2 X 4, enyesados por ambos lados. Si la 
pared tiene 12 pies de altura, determine la carga en lb/pie de 
longitud de la pared que ejerce sobre el suelo. 


1-10. El segundo piso de un edificio usado para la manu- 
factura ligera está hecho de una losa de concreto de 5 pulg 
de espesor, con un relleno de 4 pulg de concreto simple, 
como se muestra en la figura. Si el techo suspendido de la 
primera planta consta de malla metálica y yeso, determine 
el peso muerto de diseño en libras por pie cuadrado del 
área del piso. 


_ Bl de 4 pulg 


de 5 pulg 


- Techo 


Prob. 1-10 


cemento de relleno 


“l — losa de concreto 
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1-11. Un edificio de oficinas de cuatro pisos tiene colum- 
nas interiores separadas a 30 pies de distancia en dos direc- 
ciones perpendiculares. Si la carga viva del techo plano se 
estima en 30 Ib/pie?, determine la carga viva reducida que 
soporta una columna interior normal ubicada a nivel del 
suelo. 


*1-122. Una construcción para almacenamiento ligero de 
dos plantas tiene columnas interiores separadas a 12 pies 
de distancia en dos direcciones perpendiculares. Si se es- 
tima que la carga viva sobre el techo es de 25 Ib/pie?, deter- 
mine la carga viva reducida que soporta una columna 
interior normal (a) al nivel de la planta baja, y (b) al nivel 
del segundo piso. 


1-13. El edificio de oficinas tiene columnas interiores se- 
paradas a 5 m en direcciones perpendiculares. Determine la 
carga viva reducida que soporta una columna interior nor- 
mal ubicada en el primer piso debajo de las oficinas. 


Prob. 1-13 


1-14. Un hotel de dos pisos tiene columnas interiores 
para las habitaciones que están separadas a 6 m de distancia 
en dos direcciones perpendiculares. Determine la carga viva 
reducida que soporta una columna interior típica en el pri- 
mer piso debajo de las habitaciones públicas. 


1-15. El viento sopla lateralmente sobre un hospital com- 
pletamente cerrado que se ubica en un terreno abierto y 
plano en Arizona. Determine la presión externa que actúa 
sobre la pared en barlovento, la cual tiene una altura de 30 
pies. El techo es plano. 
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1-17. Un edificio cerrado de almacenamiento se encuen- 
tra sobre un terreno abierto y plano en el centro de Ohio. Si 
la pared lateral del edificio tiene 20 pies de altura, deter- 
mine la presión externa del viento que actúa sobre las pare- 
des en barlovento y sotavento. Cada pared tiene 60 pies de 
largo. Suponga que el techo es esencialmente plano. 


Prob. 1-15 


*1-16. El viento sopla lateralmente sobre un hospital 
completamente cerrado que se ubica en un terreno abierto 
y plano en Arizona. Determine la presión externa que actúa 
sobre la pared en sotavento, la cual tiene una longitud de 
200 pies y una altura de 30 pies. 


Prob. 1-17 


1-18. El edificio metálico de almacenamiento ligero está 
en un terreno abierto y plano en el centro de Oklahoma. Si 
la pared lateral del edificio tiene 14 pies de altura, ¿cuáles 
son los dos valores de la presión externa del viento que 
actúa sobre esta pared cuando el viento sopla sobre la parte 
trasera del edificio? El techo es esencialmente plano y el 
edificio está totalmente cerrado. 


Prob. 1-16 


Prob. 1-18 
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1-19. Determine la fuerza resultante que actúa en forma 1-21. El edificio de la escuela tiene un techo plano. Se en- 
perpendicular a la cara del espectacular y a través de su cuentra en un área abierta donde la carga de la nieve sobre 
centro si se encuentra en Michigan sobre un terreno plano y el suelo es de 0.68 kN/m?. Determine la carga de nieve que 
abierto. El espectacular es rígido y tiene una anchura de 12 se requiere para diseñar el techo. 

metros y una altura de 3 m. Su parte superior está a 15 m del 

suelo. 


Prob. 1-21 


1-22. El hospital tiene un techo plano y se ubica en una 
zona abierta donde el peso de la nieve sobre el suelo es de 
30 Ib/pie?. Determine la carga de nieve de diseño para el 
techo. 


Prob. 1-19 


A er 


———, 
le 7 


*1-20. Un hospital ubicado en el centro de Illinois tiene 
un techo plano. Determine la carga de nieve en kN/m? que 
se requiere para diseñar el techo. 


Prob. 1-22 
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REPASO DEL CAPÍTULO 


Los elementos estructurales básicos son: 
Tensores Elementos delgados sometidos a tensión. A menudo se usan como soportes. 


Vigas Elementos diseñados para resistir momentos de flexión. Suelen ser fijos o articulados, y pueden tener la forma de 
una trabe de placa de acero, una viga de concreto reforzado o de madera laminada. 


Columnas Elementos que resisten una fuerza de compresión axial. Si la columna también resiste flexión, se denomina 
columna viga. 


tensor 


Fi a columna de viga 


viga simplemente apoyada 


en | 


viga en voladizo 


Los tipos de estructuras consideradas en este libro son las armaduras hechas de elementos delgados articulados, que 
forman una serie de triángulos; los cables y los arcos, que sostienen cargas de tensión y compresión, respectivamente, y los 
marcos que se componen de vigas y columnas conectadas en forma rígida o mediante pasadores. 


Las cargas se especifican en códigos, como el código 
ASCE 7-10. Las cargas muertas son fijas y se refieren a 
los pesos de elementos y materiales. Las cargas vivas 
son móviles y consisten en cargas uniformes sobre los 
pisos de los edificios, las cargas del tráfico y el tren 
sobre los puentes, las cargas de impacto causadas por 
automóviles y máquinas, las cargas del viento, las 
cargas de la nieve, las cargas sísmicas y la presión 
hidrostática y geostática. 


E qe ls 


man el soporte de este edificio, están conectados entre sí de tal modo que el 


Con frecuencia los elementos estructurales, como las vigas y trabes que for- 
análisis puede considerarse estáticamente determinado. 


Análisis de estructuras 
estáticamente 
determinadas 


En el presente capítulo se prestará atención a la forma más común de 


estructura que el ingeniero tendrá que analizar, la cual se encuentra en 
un plano y está sometida a un sistema de fuerzas que también perte- 
nece al mismo plano. En la primera parte del capítulo se estudiará la 
importancia de elegir un modelo apropiado de análisis para una es- 
tructura en la que sus fuerzas pueden determinarse con una precisión 
razonable; después se analizarán los criterios necesarios para obtener 
la estabilidad estructural y, por último, se presentará el análisis de es- 
tructuras estáticamente determinadas, planas y articuladas. 


2.1 Estructura idealizada 


El análisis exacto de una estructura es imposible de realizar, debido a 
que siempre hay que realizar estimaciones de las cargas y la resistencia 
de los materiales que componen la estructura. Además, también deben 
estimarse los puntos de aplicación de las cargas. Por lo tanto, en la prác- 
tica es importante que el ingeniero estructuralista desarrolle la capaci- 
dad de modelar o idealizar una estructura a fin de poder efectuar un 
análisis de fuerzas de los elementos. En esta sección se desarrollarán las 
técnicas básicas necesarias para llevar a cabo tales idealizaciones. 
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Observe que la cubierta de este puente de 
concreto está hecha de forma que puede con- 
siderarse que una sección está unida mediante 
un soporte de rodillo sobre la otra sección. 


Conexiones de soporte (apoyo). Los elementos estructurales 
se unen de diversas maneras dependiendo de la intención del diseñador. 
Los tres tipos de juntas que se especifican con mayor frecuencia son la 
junta articulada, el soporte de rodillo y la junta fija. Las juntas articu- 
ladas y los soportes de rodillo permiten cierta libertad de rotación, en 
tanto que una junta fija no permite la rotación relativa entre los elemen- 
tos conectados y, en consecuencia, su fabricación es más costosa. En las 
figuras 2-1 y 2-2 se muestran ejemplos de estas juntas formadas, respecti- 
vamente, en metal y concreto. Para la mayoría de las estructuras de ma- 
dera, se supone que los elementos deberán ser articulados ya que el 
hecho de atornillarlos o clavarlos no es suficiente para restringir la rota- 
ción de un elemento con respecto a los demás. 

En las figuras 2-34 y 23- se muestran modelos idealizados que se usan 
en el análisis estructural y que representan soportes fijos y articulados, 
así como juntas fijas y articuladas. Sin embargo, en realidad todas las co- 
nexiones muestran cierta rigidez a la rotación de las articulaciones, de- 
bido a la fricción y al comportamiento del material. En este caso, un 
modelo más apropiado para un soporte o junta podría ser el que se 
muestra en la figura 2-3c. Si la constante torsional de resorte k = 0, la 
junta es articulada, y si k — oo, la junta es fija. 


soldadura 


costillas 


conexión “articulada” típica (de metal) conexión “fija” típica (de metal) 
b 


(a) 
Figura 2-1 


€ pa 


conexión “de rodillo” típica (de concreto) conexión “fija” típica (de concreto) 


(a) (b) 
Figura 2-2 


o 


soporte articulado junta articulada 


(a) k k 
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soporte fijo 


soporte de resorte angular ¡junta de resorte angular 


(c) 
Figura 2-3 


Al seleccionar un modelo concreto para cada soporte o junta, el inge- 
niero debe estar consciente de cómo afectarán los supuestos el desem- 
peño real de los elementos y si los supuestos son razonables para el 
diseño estructural. Por ejemplo, considere la viga que se muestra en la fi- 
gura 2-4a, la cual se usa para soportar una carga concentrada P. La cone- 
xión mediante ángulos en el soporte A es como la de la figura 2.1a y por 
lo tanto puede idealizarse como un soporte articulado típico. Además, el 
soporte en B proporciona un punto aproximado de contacto liso, de 
modo que puede idealizarse como un rodillo. El espesor de la viga pue- 
de ignorarse, dado que es pequeño en comparación con la longitud de la 
viga y, por lo tanto, el modelo idealizado de la viga es como se muestra en 
la figura 2-4b. El análisis de cargas en esta viga debe proporcionar resul- 
tados que se aproximen mucho a las cargas reales en la viga. Para demos- 
trar que el modelo es adecuado, considere el caso particular de una viga 
de acero con P = 8 k (8000 libras) y L = 20 pies. Una de las simplificacio- 
nes más importantes que se hicieron aquí fue suponer que el soporte en 
A es una articulación. El diseño de la viga usando el código de procedi- 
mientos estándar* indica que una sección W10 X 19 sería suficiente para 
soportar la carga. Al usar uno de los métodos de deflexión del capítulo 8, 
la rotación en el soporte “articulado” puede calcularse como 9 = 0.0103 
rad = 0.59”. Con base en la figura 2-4c, tal rotación sólo mueve el patín 
(ala) superior o inferior a una distancia de A = Gr = (0.0103 rad)(5.12 
pulg) = ¡0.0528 pulgadas! Sin duda, esta pequeña cantidad puede in- 
cluirse al fabricar la conexión como se muestra en la figura 2-1a y, por lo 
tanto, la articulación sirve como un modelo adecuado. 


P 
¡A | 
E —A y 
E sad 
L | L 
E 2 
viga real viga idealizada 


(a) (b) 


Figura 2-4 


*Códigos como el Manual de Construcción en acero del American Institute of Steel Cons- 
truction. 


(b) 


junta fija 


0.0528 pulg 
(c) 
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Soporte oscilante común que se usa en 
una trabe de puente. 


Los rodillos y los cojinetes asociados se 
usan para sostener las trabes de con- 
creto presforzado de un puente carre- 
tero. 


En la tabla 2-1, se muestran otros tipos de conexiones comúnmente 
presentes en las estructuras coplanares. Es importante tener la capacidad 
de reconocer los símbolos de estas conexiones y los tipos de reacciones 
que ejercen sobre los elementos a los que se encuentran unidas. Esto 
puede hacerse fácilmente si se observa la forma en que la conexión res- 
tringe cualquier grado de libertad o desplazamiento de los elementos. En 
particular, el soporte desarrollará una fuerza sobre el elemento si evita su 
traslación y desarrollará un momento sobre el elemento si evita su rota- 
ción. Por ejemplo, en el caso de un elemento que está en contacto con 
una superficie lisa (3) se impide su traslación en una sola dirección, la 
cual es perpendicular o normal a la superficie. Por lo tanto, la superficie 
ejerce sólo una fuerza normal F sobre el elemento en esa dirección. La 
magnitud de esta fuerza representa una incógnita. Además, observe que 
el elemento es libre de girar sobre la superficie, de modo que ésta no 
puede desarrollar un momento sobre el elemento. Considere otro ejem- 
plo en el que el soporte fijo (7) impide tanto la traslación como la rota- 
ción de un elemento en el punto de conexión. En consecuencia, este tipo 
de soporte ejerce dos componentes de fuerza y un momento sobre el ele- 
mento. El “giro” del momento se encuentra en el plano de la página, 
dado que la rotación se evita en ese plano. Por consiguiente, en un so- 
porte fijo hay tres incógnitas. 

En la práctica, todos los soportes ejercen realmente cargas superficiales 
distribuidas sobre los elementos con que están en contacto. Las fuerzas y 
momentos concentrados que se muestran en la tabla 2-1 representan las 
resultantes de estas distribuciones de carga. Por supuesto, esta represen- 
tación es una idealización; sin embargo, se usa aquí porque el área de la 
superficie sobre la que actúa la carga distribuida es considerablemente 
menor que la superficie total de los elementos conectados. 


El eslabón corto se usa para conec- Articulación típica empleada para 
tar las dos trabes del puente carre- soportar la trabe de acero de un 
tero y permite la expansión térmica puente ferroviario. 


de la cubierta. 


2.1 ESTRUCTURA IDEALIZADA 37 


TABLA 2-1 Soportes para estructuras coplanares 


Tipo de conexión Símbolo idealizado Reacción Número de incógnitas 


(1) AN cable ligero 
a- A Una incógnita. La reacción es una fuerza 


[LE EA que actúa en la dirección del 
F IA ñ LA cable o del eslabón. 


Eslabón sin peso 


(2) —— 
PR 
pa 8 
Una incógnita. La reacción es una fuerza 


que actúa perpendicularmente a la 


Y —— E superficie en el punto de contacto. 
F 


ñ q— 


balancín 


6) 
> ds Ed Una incógnita. La reacción es una fuerza 


que actúa perpendicularmente a la 
superficie en el punto de contacto. 


rodillos 


superficie de contacto lisa 


F 
(4) a e 
Una incógnita. La reacción es una fuerza 
A que actúa perpendicularmente a la 
E pa E 3 2-8 
superficie en el punto de contacto. 
collarín articulado liso E 


Dos incógnitas. Las reacciones son 
dos componentes de la fuerza. 


(5) , 
Se O El , á 
F. 


articulación o bisagra lisa 


(6) 


¡il 
o y My Dos incógnitas. Las reacciones son 


una fuerza y un momento. 
. F =>] 
deslizador 
T 
collarín conectado fijamente 
7 F 
(7) TO 


Tres incógnitas. Las reacciones son 
E =——— F 9) el momento y las dos componentes 
de la fuerza. 


soporte fijo 
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—— 3m —— 
B 


(a) 


a A 


estructura idealizada 


(b) 
Figura 2-5 


Estructura idealizada. Después de establecer las diferentes for- 
mas en que pueden idealizarse las conexiones de una estructura, ahora 
es posible analizar algunas de las técnicas empleadas para representar 
los distintos sistemas estructurales mediante modelos idealizados. 

Como primer ejemplo, considere el brazo de grúa y el carro que se 
muestran en la figura 2-5a. Para el análisis estructural se puede ignorar el 
espesor de los dos elementos principales y suponer que la junta en B es 
rígida. Además, la conexión en A puede modelarse como un soporte fijo 
y es posible excluir los detalles del carro. Por lo tanto, los elementos de la 
estructura idealizada se representan mediante dos líneas conectadas, y 
la carga sobre el gancho se representa mediante una sola fuerza concen- 
trada F, figura 2-5b. Esta estructura idealizada que se muestra aquí como 
un dibujo de líneas puede usarse ahora para aplicar los principios del 
análisis estructural, el cual conducirá finalmente al diseño de sus dos ele- 
mentos principales. 

Las vigas y trabes suelen emplearse para sostener los pisos en edificios. 
En particular, una trabe es el elemento principal para el soporte de las 
cargas del piso, mientras que los elementos más pequeños que tienen 
un claro más corto y que están conectados a las trabes se llaman vigas. 
A menudo, las cargas aplicadas sobre una viga o trabe se transmiten hacia 
éstas a través del piso que sostienen. Una vez más, es importante tener la 
capacidad de idealizar apropiadamente el sistema como una serie de mo- 
delos, los cuales pueden usarse para determinar de manera aproximada 
las fuerzas que actúan sobre los elementos. Considere, por ejemplo, la es- 
tructura utilizada para soportar una losa de piso en un edificio típico como 
el que se muestra en la figura 2-6a. Aquí la losa se sostiene mediante vi- 
guetas de piso situadas a intervalos regulares, las cuales a su vez están so- 
portadas mediante las dos trabes laterales AB y CD. Para el análisis, es 
razonable suponer que las juntas son articuladas y/o que están conecta- 
das mediante rodillos a las trabes y que éstas son articuladas y/o están 
conectadas mediante rodillos a las columnas. En la figura 2-6b se muestra 
la vista superior del plano estructural de este sistema. En este esquema 
“eráfico”, observe que las “líneas” que representan las viguetas no tocan 
las trabes y que las líneas de las trabes no tocan las columnas. Lo anterior 
simboliza conexiones articuladas y/o apoyadas en rodillos. Por otro lado, 


vigueta 


A 
| columna E KA 
plano estructural idealizado 


(a) (b) 
Figura 2-6 


si el plano estructural trata de representar elementos conectados fija- 
mente, como juntas soldadas en vez de simples uniones atornilladas, en- 
tonces las líneas para las vigas o trabes tocarían las columnas como en la 
figura 2-7. De manera similar, una viga saliente conectada fijamente es- 
taría representada en la vista superior como se muestra en la figura 2-8. 
Si se usa la construcción de concreto reforzado, las vigas y trabes se 
representan mediante líneas dobles. Por lo general estos sistemas están 
conectados fijamente y, por lo tanto, los elementos se dibujan tocando 
los soportes. Por ejemplo, el gráfico estructural para el sistema de con- 
creto vaciado en sitio de la figura 2-9a se muestra en su vista superior 
como en la figura 2-9b. Las líneas de las vigas se dibujan discontinuas de- 
bido a que están por debajo de la losa. 

Las gráficas e idealizaciones estructurales para estructuras de madera 
son semejantes a las de metal. Por ejemplo, el sistema estructural que se 
muestra en la figura 2-10a representa la construcción de una viga de 
pared, donde la cubierta del techo se sostiene mediante vigas de madera, 
que transmiten la carga a un muro de mampostería. Puede suponerse que 
las vigas están simplemente apoyadas en la pared, de modo que el plano 
estructural idealizado sería como el que se muestra en la figura 2-10b. 


l l 
l=d 


l 
E = 


| 
l 
1 
l 
l 
I 
I 
! 
1 
I 
I 
l 
l 
l 
I 
1 
I 
l 
| 


plano estructural idealizado 
(a) (b) 
Figura 2-9 


plano estructural idealizado 


(b) 


Figura 2-10 


2.1 


ESTRUCTURA IDEALIZADA 


viga conectada fijamente 


viga idealizada 


Figura 2-7 


viga saliente conectada fijamente 


viga idealizada 


Figura 2-8 
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El marco estructural de este edificio con- 
siste en viguetas de concreto, las cuales se 
formaron en el sitio usando placas metáli- 
cas. Estas viguetas están simplemente apo- 
yadas sobre las trabes, que a su vez se 
apoyan simplemente en las columnas. 


(a) 


ANÁLISIS DE ESTRUCTURAS ESTÁTICAMENTE DETERMINADAS 


Cargas tributarias. Cuando las superficies planas como paredes, 
pisos o techos están soportadas por un marco estructural, es necesario 
determinar la forma en que se transmite la carga sobre estas superficies 
hacia los diversos elementos estructurales utilizados para su soporte. En 
general, existen dos formas en las que puede hacerse esto. La elección 
depende de la geometría del sistema estructural, el material del que está 
hecho y el método empleado para su construcción. 


Sistema de una dirección. Una losa o una cubierta que se apoya de 
tal manera que transfiere su carga a los elementos de soporte mediante 
una acción en un solo sentido, se conoce como una losa en una dirección. 
Para ilustrar el método de transmisión de cargas, considere el sistema es- 
tructural que se muestra la figura 2-11a donde las vigas AB, CD y EF 
descansan sobre las trabes AE y BF. Si se coloca una carga uniforme de 
100 lb/pie? sobre la losa, entonces puede suponerse que la viga central 
CD soporta la carga que actúa sobre el área tributaria, la cual se muestra 
con un sombreado oscuro en el plano del marco estructural de la figura 
2-115b. Por lo tanto, el elemento CD se somete a un distribución de carga 
lineal de (100 1b/pie?)(S pies) = 500 Ib/pie, que se muestra en la viga idea- 
lizada de la figura 2-11c. Las reacciones sobre esta viga (2500 libras) se 
aplicarán después al centro de las trabes AE (y BF), que se muestran 
idealizadas en la figura 2-11d. Si se usa este mismo concepto, ¿es posible 
observar cómo el resto de la carga de la losa se transmite a los extremos 
de la trabe con un valor de 1250 libras? 


A B 
——— 
2.5 pies 
y 


+ 
2.5 pies 
NAAA BLE 
2.5 pies 


' 


2.5 pies 
IS 
E F 
plano estructural idealizado 


(b) 


500 Ib/pie p 


2500 lb 


1250 lb 1250 lb 


? 10 pies 


2500 lb 


viga idealizada 


(c) 


: 


L 5 pies As S pies 


trabe idealizada 


(4) 
Figura 2-11 


Ejemplo de la construcción de una losa en una dirección 
en un edificio con estructura de acero que tiene un piso 
de concreto vaciado sobre una cubierta de metal corru- 
gado. Se considera que la carga sobre el piso se transmite 
a las vigas y no a las trabes. 


Para algunos sistemas de piso, las vigas y trabes están conectadas a las 
columnas a la misma altura, como en la figura 2-12a. Si éste es el caso, en 
ocasiones la losa también puede considerarse como una “losa en una di- 
rección”. Por ejemplo, si la losa es de concreto con refuerzo en una sola 
dirección O si el concreto se vacía en una cubierta de metal corrugado, 
como en la fotografía superior, entonces puede suponerse una acción de 
transmisión de carga en un solo sentido. Por otro lado, si la losa es plana 
en las partes superior e inferior y se refuerza en dos direcciones, enton- 
ces es necesario considerar la posibilidad de que la carga se transmita a 
los elementos de soporte en uno o dos sentidos. Por ejemplo, considere la 
losa y el plano estructural de la figura 2-12b. De acuerdo con el Ameri- 
can Concrete Institute, código ACI 318, si Lz > L,; y si la relación del 
claro (L/L¡)> 2, la losa se comportará como una losa en una dirección, 
dado que como Ly se hace más pequeño, las vigas AB, CD y EF propor- 
cionan una mayor rigidez para soportar la carga. 


losa de concreto 


2.1 


ESTRUCTURA IDEALIZADA 


A 
viga vigueta trabe reforzado en dos E 
direcciones, 
vaciada en forma 
plana Di 
2. 
2 e 
2 
H 
E 


Figura 2-12 


(b) 


para que la losa actúe en un 
solo sentido, el plano estructural 
idealizado requiere que L,/L, > 2 
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A 15 pies B 
o Y 
l 45? 45? 
S pies 
10 pies 
CL 
a : : D 
$ pies—--5 pies —--5 pies 


planta estructural idealizada 


(a) 


ANÁLISIS DE ESTRUCTURAS ESTÁTICAMENTE DETERMINADAS 


10 pies 

A B 

T N IS 
S pies 
== 10 pies 00 10/ pls 
- a 
NN PS 
A B 
a | 5 pies | 5 pies | 
GC ó : D nica ] 
plano estructural idealizado viga idealizada 


(b) (c) 
Figura 2-13 


Sistema en dos direcciones. Si de acuerdo con el código de con- 
creto ACI 318 la relación de soporte en la figura 2-12b es (L,/L;) = 2, se 
supone que la carga se transfiere a las vigas de soporte y a las trabes en 
dos direcciones. Cuando se presenta esta situación, la losa se denomina 
losa en dos direcciones. Para mostrar un método mediante el cual pueda 
estudiarse este caso, considere la losa cuadrada de concreto reforzado 
que se muestra en la figura 2-13a, la cual está soportada por cuatro vigas 
en el borde, de 10 pies de largo: AB, BD, DC, y CA. Aquí L/L, = 1. El 
área tributaria supuesta para la viga AB, debida a la acción de la losa en 
dos direcciones, se muestra con un sombreado oscuro en la figura 2-13b. 
Esta área se determina al construir líneas diagonales a 45% como se mues- 
tra en la figura. Por lo tanto, si se aplica una carga uniforme de 100 Ib/pie? 
sobre la losa, se obtendrá una intensidad máxima de (100 Ib/pie?(5 pies) 
= 500 Ib/pie sobre el centro de la viga AB, lo que resulta en una distribu- 
ción de cargas triangular como la que se muestra en la figura 2-13c. Para 
otras geometrías que ocasionan acciones en dos direcciones, puede em- 
plearse un procedimiento similar. Por ejemplo, si L,/L¡ = 1.5 entonces es 
necesario construir líneas cruzadas a 45”, como se muestra en la figura 
2-14a. De esta forma, una carga de 100 Ib/pie? colocada en la losa produ- 
cirá cargas distribuidas trapezoidales y triangulares en los elementos AB 
y AC respectivamente, figuras 2-14b y 2-14c. 


500 Ib/pie 500 Ib/pie 
“L sa 5 pies--5 mn “L pies-t=5 Lal 
viga idealizada viga idealizada 


(b) (c) 
Figura 2-14 
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La capacidad de reducir una estructura real a una forma idealizada, 
como se muestra en estos ejemplos, sólo puede adquirirse a través de la 
experiencia. Para proporcionar una práctica a este respecto, los proble- 
mas de ejemplo y los problemas a resolver que se incluyen en este libro se 
presentan en forma realista, y el enunciado del problema ayuda a explicar 
cómo pueden modelarse las conexiones y los soportes mediante los ele- 
mentos enlistados en la tabla 2-1. En la práctica de la ingeniería, si se tiene 
una duda sobre cómo modelar una estructura o transferir las cargas a los 
elementos, lo recomendable es considerar varias estructuras y cargas 
idealizadas para después diseñar la estructura real de modo que pueda 
resistir las cargas incluidas en todos los modelos idealizados. 


EJEMPLO [2.1 


El piso de un salón de clases debe estar soportado por las viguetas en 
forma de barra como se muestran en la figura 2-15a. Las viguetas tie- 
nen 15 pies de largo cada una y entre sus centros hay un espacio de 
2.5 pies. El piso se hará de concreto ligero de 4 pulgadas de espesor. 
Ignore los pesos de las viguetas y de la cubierta de metal corrugado, y 
determine la carga que actúa a lo largo de cada vigueta. 


SOLUCIÓN 

La carga muerta sobre el piso se debe al peso de la losa de concreto. 
Con base en la tabla 1-3 para 4 pulgadas de concreto ligero, ésta es 
(41(8 lb/pie?) = 32 Ib/pie?. De la tabla 1-4 se sabe que la carga viva 
para un salón de clases es de 40 Ib/pie?. Así, la carga total del piso es 
de 32 Ib/pie? + 40 lb/pie? = 72 Ib/pie?. Para el sistema del piso, L; = 
2.5 pies y L, = 15 pies. Como £Ly/L1 > 2, la losa de concreto se trata 
como una losa en una dirección. El área tributaria de cada vigueta se 
muestra en la figura 2-15b. Por lo tanto, la carga uniforme en toda su 
longitud es 


w = 72 1b/pie? (2.5 pies) = 180 lb/pie 


En la figura 2-15c se muestran esta carga y las reacciones finales sobre 
cada vigueta. 


2.5 pi o 
e 


es > 


a 


1350 lb 


1350 lb 


Figura 2-15 
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EJEMPLO [2.2 


El techo plano del edificio con estructura de acero que se muestra en 
la fotografía está destinado a soportar una carga total de 2 kN/m? 
en toda su superficie. Determine la carga del techo dentro de la región 
ABCD que se transmite a la viga BC. Las dimensiones se muestran en 
la figura 2-16a. 


SOLUCIÓN 

En este caso, L, = 5 m y L, = 4 m. Como £Ly/L, = 1.25 < 2, se tiene la 
acción de una losa en dos direcciones. En la figura 2-16a se muestra 
la carga tributaria a lo largo de cada viga en el borde, donde el área de 
carga trapezoidal con un sombreado claro se transmite al elemento BC. 
La intensidad más alta de esta carga es (2 kKN/m3)(2 m) = 4 kN/m. En 
consecuencia, la distribución de carga a lo largo de BC es como se 
muestra en la figura 2-16b. 


Figura 2-16 


Este proceso de transmisión de la carga tributaria también debe calcu- 
larse para la región a la derecha de BC como se muestra en la foto- 
grafía; además, esta carga también debe colocarse en BC. Vea el 
siguiente ejemplo. 
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EJEMPLO [2.3 


Las trabes de concreto que se muestran en la fotografía del estacio- 
namiento para automóviles de pasajeros miden 30 pies y entre sus 
centros hay una separación de 15 pies. Si la losa del piso tiene 5 pul- 
gadas de espesor, está hecha de concreto de piedra reforzado y la 
carga viva especificada es de 50 Ib/pie? (vea la tabla 1.4), determine 
la carga distribuida que el sistema de piso transmite a cada trabe in- 
terior. 


SOLUCIÓN 

Aquí, L, = 30 pies y L¡ = 15 pies, de modo que Ly/L, = 2. Se tiene 
una losa en dos direcciones. De la tabla 1-2, para el concreto de pie- 
dra reforzado, el peso específico del concreto es 150 Ib/pie*. Así, la 
carga de diseño para el piso es 


p=150 lo/pic pie) + 50 Ilb/pie? = 112.5 Ib/pie? 


Una carga distribuida trapezoidal se transmite a cada trabe interior 
AB desde cada uno de sus lados. La intensidad máxima de cada 
una de estas cargas distribuidas es (112.5 lb/pie?)(7.5 pies) = 843.75 lb/pie, 
de modo que en la trabe esta intensidad se convierte en 2(843.75 
lIb/pie) = 1687.5 lb/pie, figura 2-17b. Nota: Para efectos de diseño, tam- 
bién debe tenerse en cuenta el peso de la trabe. 


1687.5 lb /pie 


Figura 2-17 
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ANÁLISIS DE ESTRUCTURAS ESTÁTICAMENTE DETERMINADAS 


2.2 Principio de superposición 


El principio de superposición es la base de gran parte de la teoría del 
análisis estructural. Es posible afirmar lo siguiente: El desplazamiento 
total o las cargas internas (esfuerzos) en un punto de una estructura some- 
tida a varias cargas externas puede determinarse al sumar los desplaza- 
mientos o cargas internas (esfuerzos) causados por cada una de las cargas 
externas que actúan por separado. Para que este enunciado sea válido es 
necesario que exista una relación lineal entre las cargas, los esfuerzos y 
los desplazamientos. 

Para aplicar el principio de superposición deben imponerse dos requi- 
sitos: 


1. El material debe comportarse de una manera elástica lineal, de 
modo que la ley de Hooke sea válida y, por lo tanto, la carga será 
proporcional al desplazamiento. 


2. La geometría de la estructura no debe experimentar un cambio sig- 
nificativo al aplicar las cargas; es decir, se aplica la teoría de los 
pequeños desplazamientos. Si se dan grandes desplazamientos, la 
posición y la orientación de las cargas cambiarán en forma significa- 
tiva. Un ejemplo podría ser una barra delgada en voladizo sometida 
a una fuerza en su extremo. 


A lo largo del presente texto deben cumplirse estos dos requisitos. Aquí, 
los materiales sólo presentan un comportamiento lineal elástico y los 
desplazamientos producidos por las cargas no cambian significativa- 
mente las direcciones de las cargas aplicadas ni las dimensiones usadas 
para calcular los momentos de las fuerzas. 


MAA 


Las paredes laterales de este edificio se utilizan para refor- 
zar su estructura cuando la construcción está sujeta a gran- 
des cargas de vientos huracanados, las cuales se aplican en 
las partes frontal o trasera del edificio. Estas paredes latera- 
les se denominan “muros cortantes”. 


2.3 ECUACIONES DE EQUILIBRIO 


2.3 Ecuaciones de equilibrio 


De la estática, debe recordarse que una estructura o uno de sus elemen- 
tos está en equilibrio cuando se mantiene un balance de fuerzas y mo- 
mentos. En general, esto requiere que se satisfagan las ecuaciones de 
equilibrio de las fuerzas y de los momentos a lo largo de tres ejes inde- 
pendientes, a saber, 


A A 


35M,=0 EM,=0 YEM,=0 ea 


No obstante, las partes principales que soportan carga en la mayoría de 
las estructuras se encuentran en un solo plano, y como las cargas también 
son coplanares, los requisitos anteriores para el equilibrio se reducen a 


SF,=0 
SO (22) 
2Mo =0 


Aquí, 2.F, y 2.F, representan respectivamente las sumas algebraicas de 
las componentes x y y de todas las fuerzas que actúan sobre la estructura 
o uno de sus elementos, y ¿Mo representa la suma algebraica de los mo- 
mentos de estos componentes de fuerza alrededor de un eje que es per- 
pendicular al plano x—y (el eje z) y que pasa a través del punto O. 

Siempre que se apliquen estas ecuaciones, primero es necesario dibujar 
un diagrama de cuerpo libre de la estructura o de sus elementos. Si se se- 
lecciona un elemento, debe aislarse de sus soportes y entorno para dibu- 
jar sólo su contorno. Es necesario mostrar todas las fuerzas y momentos 
de par que actúan sobre el elemento. A este respecto, los tipos de reaccio- 
nes en los soportes pueden determinarse usando la tabla 2-1. También, 
debe recordarse que las fuerzas comunes a dos elementos actúan con 
magnitudes iguales pero en direcciones opuestas en los respectivos dia- 
gramas de cuerpo libre de los elementos. 

Si es necesario determinar las cargas internas en un punto específico 
de un elemento, debe emplearse el método de las secciones. Esto re- 
quiere hacer un “corte” o sección perpendicular al eje del elemento en el 
punto donde se determinarán las cargas internas. Después se aísla un 
diagrama de cuerpo libre de cualquier segmento del “corte” del ele- 
mento y entonces se determinan las cargas internas a partir de las ecua- 
ciones de equilibrio aplicadas a este segmento. Por lo general, las cargas 
internas que actúan en la sección consisten en una fuerza normal N, una 
fuerza cortante V y un momento flexionante M, como se muestra en la 
figura 2-18. 

En la sección 2-5 se estudiarán los principios de la estática que se 
emplean para determinar las reacciones externas sobre las estructuras. 
Las cargas internas en los elementos estructurales se analizarán en el 
capítulo 4. 


Cargas internas 


Figura 2-18 
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CAPÍTULO 2 


ANÁLISIS DE ESTRUCTURAS ESTÁTICAMENTE DETERMINADAS 


2.4 Determinación y estabilidad 


Antes de iniciar el análisis de fuerzas de una estructura, es necesario es- 
tablecer la determinación y la estabilidad de la estructura. 


Determinación. Las ecuaciones de equilibrio proporcionan las con- 
diciones necesarias y suficientes para el equilibrio. Cuando todas las fuer- 
zas en una estructura pueden determinarse estrictamente a partir de estas 
ecuaciones, la estructura se denomina estáticamente determinada. Las es- 
tructuras que tienen más fuerzas desconocidas que ecuaciones de equili- 
brio disponibles se llaman estáticamente indeterminadas. Como regla 
general, una estructura puede identificarse como estáticamente determi- 
nada o indeterminada al dibujar diagramas de cuerpo libre de todos sus 
elementos, o partes seleccionadas de sus elementos, para después compa- 
rar el total de fuerzas de reacción y componentes de momento descono- 
cidos con el total de ecuaciones de equilibrio disponibles.* Para una 
estructura coplanar existen a lo sumo tres ecuaciones de equilibrio para 
cada parte, por lo que si hay un total de n partes y r componentes de 
fuerzas y momentos de reacción, se tiene que 


r = 3n, es estáticamente determinada 3) 
2-3 


r > 3n,es estáticamente indeterminada 


En particular, si una estructura es estáticamente indeterminada, las 
ecuaciones adicionales necesarias para resolver las reacciones desco- 
nocidas se obtienen al relacionar las cargas aplicadas y las reacciones 
con el desplazamiento o la pendiente en diferentes puntos de la es- 
tructura. Estas ecuaciones, que se conocen como ecuaciones de compa- 
tibilidad, deben ser iguales en número al grado de indeterminación de 
la estructura. Las ecuaciones de compatibilidad incluyen las propiedades 
geométricas y físicas de la estructura y se estudiarán más adelante en el 
capítulo 10. 

A continuación se considerarán algunos ejemplos para mostrar la 
forma de clasificar la determinación de una estructura. El primer ejem- 
plo trata sobre vigas, el segundo sobre estructuras articuladas y el tercero 
sobre marcos. La clasificación de armaduras se estudiará en el capítulo 3. 


*El trazado de diagramas de cuerpo libre no es estrictamente necesario, puesto que tam- 
bién puede hacerse un “conteo mental” del número de incógnitas para compararlo con el 
número de ecuaciones de equilibrio. 
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EJEMPLO |2.4 


Clasifique cada una de las vigas que se muestran en las figuras 2-19a a 
2-19d como estáticamente determinada o estáticamente indetermi- 
nada. Si son estáticamente indeterminadas, indique el número de gra- 
dos de indeterminación. Se supone que las vigas están sometidas a 
cargas externas conocidas que pueden actuar en cualquier lugar de las 
vigas. 


SOLUCIÓN 

Las vigas compuestas, es decir las de las figuras 2-19c y 2-19d, que se 
componen de elementos articulados, deben desensamblarse. Consi- 
dere que en estos casos las fuerzas de reacción desconocidas que 
actúan entre cada elemento deben mostrarse en parejas iguales pero 
opuestas. En las figuras se muestran los diagramas de cuerpo libre de 
cada elemento. Después de aplicar r = 3n o r > 3n, se indican las cla- 
sificaciones resultantes. 


A t 


r=3,n=1,3=3(1) Estáticamente determinada 


KU|KÁAZ 


(b) 


r=5,n=1,5>3(1) Estáticamente indeterminada de segundo grado 


q 


Estáticamente determinada 


A 


r=10,n =3,10 > 3(3) Estáticamente indeterminada de primer grado 


Figura 2-19 
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Clasifique cada una de las estructuras articuladas que se muestran en 
las figuras 2-20a a 2-20d como estáticamente determinada o estática- 
mente indeterminada. Si es estáticamente indeterminada, indique el 
número de grados de indeterminación. Se supone que las estructuras 
están sometidas a cargas externas arbitrarias conocidas y que pueden 
actuar en cualquier punto de las estructuras. 


SOLUCIÓN 

La clasificación de estructuras articuladas es semejante a la de las 
vigas. En las figuras se muestran los diagramas de cuerpo libre de los 
elementos. Al aplicar r = 3n o r > 3n, se indican las clasificaciones re- 
sultantes. 


r=7,n=2,7>6 
Estáticamente indeterminada de pri- 
mer grado Resp. 
1 


r=9n=3,9:=9; 
Estáticamente determinada Resp. 


r=10,n =2,10> 6, 
Estáticamente indeterminada de 
cuarto grado Resp. 


E 
Estáticamente determinada Resp. 


Figura 2-20 
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EJEMPLO [2.6 


Clasifique cada uno de los marcos que se muestran en las figuras 2-21a 
y 2-21b como estáticamente determinado o estáticamente indetermi- 
nado. Si es estáticamente indeterminado, indique el número de grados 
de indeterminación. Se supone que los marcos están sometidos a car- 
gas externas conocidas, las cuales pueden actuar en cualquier punto 
de los marcos. 


SOLUCIÓN 

A diferencia de las vigas y las estructuras articuladas que se mostra- 
ron en los ejemplos anteriores, los marcos están compuestos por ele- 
mentos que se conectan entre sí mediante juntas rígidas. En ocasiones, 
los elementos forman circuitos (crujías) internos como en la figura 
2-21a. Aquí ABCD forma un circuito cerrado. Para clasificar estas es- 
tructuras es necesario emplear el método de las secciones y “cortar” el 
circuito en dos. En la figura se muestran los diagramas de cuerpo libre 
de las partes seccionadas, de manera que es posible clasificar el marco. 
Tenga en cuenta que sólo se necesita una sección a través del circuito, 
puesto que al determinar las incógnitas en la sección es posible encontrar 
las fuerzas internas en cualquier punto de los elementos, empleando 
el método de las secciones y las ecuaciones de equilibrio. En la figura 
2-21b se muestra un segundo ejemplo de esto. Si bien el marco de la fi- 
gura 2-21c no tiene circuitos cerrados, es posible emplear el mismo 
método con secciones verticales para clasificarlo. En este caso, tam- 
bién se puede dibujar su diagrama de cuerpo libre completo. La clasi- 
ficación resultante se indica en cada figura. 


- 


(Este marco no tiene circuitos cerrados.) 


<> 


pi? 


<< 
<< > <«< 
l 


r=18,n =3,18>09, 
Estáticamente indeterminado de 
noveno grado Resp. 


b 
() Figura 2-21 


> 


+= 


r=9n=2,9>6, 
Estáticamente indeterminado de 
tercer grado Resp. 


(a) 


r=9n=1,9>3, 
Estáticamente indeterminado de 
sexto grado Resp. 


=> 


r=18,n= 4,18 > 12, 
Estáticamente indeterminado de 
sexto grado Resp. 
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L 


Lam, 
| 


E, 


restricciones parciales 


Figura 2-22 


Estabilidad. Para garantizar el equilibrio de una estructura o de sus 
elementos, no sólo es necesario satisfacer las ecuaciones de equilibrio, 
sino que los elementos también deben estar correctamente sujetos o res- 
tringidos por sus soportes. Cuando no se han cumplido las condiciones 
adecuadas de restricción pueden presentarse dos situaciones distintas. 


Restricciones parciales. En algunos casos, una estructura o uno de 
sus elementos pueden tener menos fuerzas reactivas que ecuaciones 
de equilibrio a satisfacer. Entonces la estructura se convierte sólo en par- 
cialmente restringida. Por ejemplo, considere el elemento de la figura 2-22 
con su correspondiente diagrama de cuerpo libre. Aquí, la ecuación >F, 
= O no será satisfecha por las condiciones de carga y, por lo tanto, el ele- 
mento será inestable. 


Restricciones impropias. En algunos casos puede haber tantas 
fuerzas desconocidas como ecuaciones de equilibrio; sin embargo, la 
inestabilidad o el movimiento de una estructura o sus elementos pueden 
desarrollarse debido a la restricción impropia de los soportes. Esto puede 
ocurrir si todas las reacciones en los soportes son concurrentes en un 
punto. En la figura 2-23 se muestra un ejemplo de esta situación. A partir 
del diagrama de cuerpo libre de la viga puede observarse que la suma de 
los momentos alrededor del punto O no será igual a cero (Pd % 0), por lo 
que se presentará rotación alrededor del punto O. 

Otra forma en la cual la restricción impropia conduce a la inestabili- 
dad ocurre cuando todas las fuerzas reactivas son paralelas. Un ejemplo 
de este caso se muestra en la figura 2-24. Aquí, cuando se aplica una 
fuerza inclinada P, la suma de fuerzas en la dirección horizontal no será 
igual a cero. 


O O 
A A 
ZEN PIS 
1 N 1 N 
/ | x / | S 
Y N Ze | N 
SS 1 : SS 
N ES ES 
Ñ / | $ 
N f | N 
ES dl AS 
| SN / | SN 
| SS e | SS 
N N 
B E d a 
Ez o a 
E Só 
a" Fa Fo 
L-—— q ——| 
1 Fz 


reacciones concurrentes 
Figura 2-23 


ad rd 
=— E + Po 4 


C 


F A F; Fc 


reacciones paralelas 


Figura 2-24 
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En general, una estructura será geométricamente inestable —es decir, se 
moverá ligeramente o colapsará— si hay menos fuerzas de reacción que 
ecuaciones de equilibrio; o, si hay suficientes reacciones, se producirá ines- 
tabilidad si las líneas de acción de las fuerzas de reacción se cruzan en un 
punto común o son paralelas entre sí. Si la estructura se compone de va- 
rios elementos o componentes, la inestabilidad local de uno o varios de 
estos elementos puede determinarse generalmente mediante inspección. 
Si los elementos forman un mecanismo colapsable, la estructura será 
inestable. A continuación se formalizarán estos enunciados para una es- 
tructura coplanar con n elementos o componentes y r reacciones desco- 
nocidas. Dado que hay tres ecuaciones de equilibrio disponibles para 
cada elemento o componente, se tiene que 


r<3n  esinestable 

r=3n es inestable si las reacciones de los 
elementos son concurrentes o paralelos (Q4) 
O algunos de los componentes forman un 
mecanismo colapsable 


Si la estructura es inestable, no importa si es estáticamente determi- 
nada o indeterminada. En todos los casos, ese tipo de estructuras debe 
evitarse en la práctica. 

Los siguientes ejemplos ilustran la forma en que las estructuras o sus 
elementos pueden clasificarse como estables o inestables. En el capítulo 3 
se analizarán las estructuras en la forma de una armadura. 


—— a o —Á 


YA 


El refuerzo en K sobre este marco 
proporciona soporte lateral con- 
tra el viento y soporte vertical de 
las trabes del piso. Observe el 
uso de la lechada de concreto, 
que se aplica para aislar el acero 
y evitar que pierda su rigidez en 
caso de presentarse un incendio. 
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EJEMPLO [2.7 


Clasifique cada una de las estructuras que se muestran en la figura 
2-25a a 2-25d como estable o inestable. Se supone que las estructuras 
están sometidas a cargas externas arbitrarias conocidas. 


SOLUCIÓN 


Las estructuras se clasifican de la manera indicada. 


B 


—_—— 


El elemento es estable puesto que las reacciones no son concurrentes 
ni paralelas. También es estáticamente determinado. Resp. 


Figura 2-25 


El elemento es inestable puesto que las tres reacciones son concurren- 
tes en B. Resp. 


B ; : 
ABE == / 
(c) 
La viga es inestable puesto que las tres reacciones son paralelas. Resp. 


OS 


La estructura es inestable puesto que r = 7, n = 3, por lo que según la 
ecuación 2-4, r < 3n,7 < 9. Además, esto puede observarse por inspec- 
ción, ya que AB puede desplazarse horizontalmente sin restricción. 

Resp. 
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E) PROBLEMAS 


2-1. La estructura de acero se usa para sostener una 
losa de concreto de piedra reforzado que se emplea en 
una oficina. La losa tiene 200 mm de espesor. Dibuje las 
cargas que actúan a lo largo de los elementos BE y FED. 
Considere a =2m,b = 5 m. Sugerencia: Vea las tablas 
1-2 y 1-4. 


2-2. Resuelva el problema 2-1 cona=3m,b=4m. 


Probs. 2-1/2-2 


2-3. El sistema de piso empleado en un aula consiste 
en una losa de concreto de piedra reforzado de 4 pulga- 
das. Dibuje las cargas que actúan a lo largo de la vigueta 
BF y la trabe lateral ABCDE. Considere a = 10 pies, 
b = 30 pies. Sugerencia: Vea las tablas 1-2 y 1-4. 


*2-4, Resuelva el problema 2-3 con a = 10 pies, b = 15 
pies. 


2-5. Resuelva el problema 2-3 con a = 7.5 pies, b = 20 
pies. 


2-6. El marco se usa para soportar un piso de madera 
de 2 pulgadas de espesor en una vivienda residencial. Di- 
buje las cargas que actúan a lo largo de los elementos 
BG y ABCD. Considere a = 5 pies, b = 15 pies. Sugeren- 
cia: Vea las tablas 1-2 y 1-4. 


2-7. Resuelva el problema 2-6, con a = 8 pies, b = 8 
pies. 


“2-8. Resuelva el problema 2-6, con a = 9 pies y b = 15 
pies. 


Probs. 2-6/2-7/2-8 


2-9. La estructura de acero se usa para soportar una 
losa de concreto de piedra reforzado de 4 pulgadas, la 
cual sostiene una carga viva uniforme de 500 lb/pie?. Di- 
buje las cargas que actúan a lo largo de los elementos 
BE y FED. Considere b = 10 pies y a = 7.5 pies. Suge- 
rencia: Consulte la tabla 1-2. 


2-10. Resuelva el problema 2-9, con b = 12 pies, a = 4 
pies. 


Probs. 2-3/2-4/2-5 


Probs. 2-9/2-10 
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2-11. Clasifique cada una de las estructuras como está- 
ticamente determinada, estáticamente indeterminada o 
inestable. Si es indeterminada, especifique el grado de 
indeterminación. Los soportes o conexiones deben suje- 
tarse a los supuestos indicados. 


(a) 


(b) 


(e) 
Prob. 2-11 


*2-12. Clasifique cada uno de los marcos como estáti- 
camente determinados o indeterminados. Si es indeter- 
minado, especifique el grado de indeterminación. Todas 
las juntas internas están conectadas fijamente. 


(a) 


(b) 


(d) 
Prob. 2-12 


2.4 DETERMINACIÓN Y ESTABILIDAD 5: 


2-13. Clasifique cada una de las estructuras como está- 
ticamente determinada, estáticamente indeterminada, 


fija E€ >] articulación 
estable o inestable. Si es indeterminada, especifique el : 
grado de indeterminación. Los soportes o conexiones 
deben sujetarse a los supuestos indicados. 
fija fija 
articulación rodillo JL M 
3: (c) 
fija 
Prob. 2-14 
(a) 
ES 
E lo] a (a 
fija articulación articulación fija p.n 
2-15. Clasifique cada una de las estructuras como está- 
(b) ticamente determinada, estáticamente indeterminada o 
inestable. Si es indeterminada, especifique el grado de 
indeterminación. 


articulación articulación 
RS 


(c) 
Prob. 2-13 


2-14. Clasifique cada una de las estructuras como está- 
ticamente determinada, estáticamente indeterminada, 
estable o inestable. Si es indeterminada, especifique el 
grado de indeterminación. Los soportes o conexiones 
deben sujetarse a los supuestos indicados. 


articulación fija 
E E 
j | 
A. [e A (e) 
(Ay rodillo | articulación (b) 
(a) 


3 5 z 

ga articulación rod articulación — fija Jo 
(c) 

(b) Prob. 2-15 
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*2-16. Clasifique cada una de las estructuras como 
estáticamente determinada, estáticamente indetermi- 
nada o inestable. Si es indeterminada, especifique el 
grado de indeterminación. 


(b) 


(d) 
Prob. 2-16 


2-17. Clasifique cada una de las estructuras como está- 
ticamente determinada, estáticamente indeterminada, 
estable o inestable. Si es indeterminada, especifique el 
grado de indeterminación. 


(a) 


(b) 


(d) 
Prob. 2-17 


2.5 APLICACIÓN DE LAS ECUACIONES DE EQUILIBRIO 


2.5 Aplicación de las ecuaciones 
de equilibrio 


En forma ocasional, los elementos de una estructura se conectan entre sí 
de modo que las juntas pueden asumirse como articulaciones. Los mar- 
cos y las armaduras para construcción son ejemplos típicos que suelen 
formarse de esta manera. Si una estructura coplanar articulada está bien 
restringida y no contiene ningún soporte o elemento adicional necesario 
para evitar el colapso, las fuerzas que actúan en las juntas y soportes pue- 
den determinarse mediante la aplicación a cada elemento de las tres 
ecuaciones de equilibrio (2F, = 0, 2,F, = 0, 2 Mo = 0). Es comprensible 
que, una vez que se hayan calculado las fuerzas en las juntas, será posible 
determinar el tamaño de los elementos, las conexiones y los soportes con 
base en las especificaciones de los códigos de diseño. 

Para ilustrar el método de análisis de fuerzas, considere el marco de 
tres elementos que se muestra en la figura 2-26a, el cual está sometido a 
las cargas P, y P>. En la figura 2-26b se muestran los diagramas de 
cuerpo libre de cada elemento. En total hay nueve incógnitas; sin em- 
bargo, pueden escribirse nueve ecuaciones de equilibrio, tres para cada 
elemento, por lo que el problema es estáticamente determinado. Para la 
solución real también es posible, y conveniente a veces, considerar una 
porción del marco o su totalidad al momento de aplicar alguna de estas 
nueve ecuaciones. Por ejemplo, en la figura 2-26c se muestra un diagrama 
de cuerpo libre de todo el marco. Se podrían determinar las tres reaccio- 
nes A,, A, y C, sobre este sistema articulado “rígido”, para después ana- 
lizar dos de cualquiera de sus elementos, figura 2-26b, y obtener las otras 
seis incógnitas. Además, las respuestas pueden comprobarse, en parte 
mediante la aplicación de las tres ecuaciones de equilibrio en el “tercer” 
elemento restante. En resumen, este problema puede resolverse al escri- 
bir un máximo de nueve ecuaciones de equilibrio usando diagramas de 
cuerpo libre de cualesquier elementos y/o combinaciones de elementos 
conectados. Si se escriben más de nueve ecuaciones, habría redundancia 
sobre las nueve ecuaciones originales y algunas de éstas sólo servirían 
para comprobar resultados. 


(a) (b) 


Figura 2-26 
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Considere ahora el marco de dos elementos que se muestra en la fi- 
gura 2-27a. Aquí, los diagramas de cuerpo libre de los elementos mues- 
tran seis incógnitas, figura 2-27b; sin embargo, es posible escribir seis 
ecuaciones de equilibrio, tres para cada elemento, por lo que de nuevo el 
problema es estáticamente determinado. Al igual que en el caso anterior, 
también puede emplearse un diagrama de cuerpo libre de todo el marco 
para una parte del análisis, figura 2-27c. Aunque, como se muestra, el 
marco tiene tendencia al colapso si no cuenta con sus soportes, al girar 
sobre la articulación en B, esto no sucederá puesto que el sistema de 
fuerzas que actúan sobre el marco todavía pueden mantenerlo en equili- 
brio. Por lo tanto, si así se desea, las seis incógnitas pueden determinarse 
mediante la aplicación de las tres ecuaciones de equilibrio a todo el 
marco, figura 2-27c, y también al aplicar estas ecuaciones a uno de sus 
elementos. 

Los dos ejemplos anteriores muestran que si una estructura está bien 
soportada y no contiene ningún apoyo o elemento adicional que sea ne- 
cesario para evitar el colapso, el marco se convierte en estáticamente de- 
terminado y, por lo tanto, las fuerzas desconocidas en los soportes y 
conexiones pueden determinarse a partir de las ecuaciones de equilibrio 
aplicadas a cada elemento. Además, si la estructura se mantiene rígida 
(no colapsable) al retirar los soportes (figura 2-26c), las tres reacciones 
en los soportes pueden determinarse mediante la aplicación de las tres 
ecuaciones de equilibrio a toda la estructura. Sin embargo, si la estructura 
no parece ser rígida (colapsable) después de retirar los soportes (figu- 
ra 2-27c), será necesario desmembrar la estructura y considerar el equili- 
brio de los elementos individuales a fin de obtener suficientes ecuaciones 
para determinar todas las reacciones en los soportes. 


Figura 2-27 


2.5 APLICACIÓN DE LAS ECUACIONES DE EQUILIBRIO 


Procedimiento de análisis 


El siguiente procedimiento proporciona un método para determinar las reacciones en las 
juntas de estructuras compuestas por elementos articulados. 


Diagramas de cuerpo libre 


Desensamble la estructura y dibuje un diagrama de cuerpo libre de cada elemento. 
Además, puede ser conveniente complementar el diagrama de cuerpo libre de un ele- 
mento con el diagrama de cuerpo libre de toda la estructura. Con este diagrama es po- 
sible determinar todas o algunas de las reacciones en los soportes. 


Recuerde que las fuerzas de reacción comunes a dos elementos actúan con magnitu- 
des iguales pero con direcciones opuestas en los respectivos diagramas de cuerpo libre 
de los elementos. 


Deben identificarse todos los elementos de dos fuerzas. Sobre estos elementos, inde- 
pendientemente de su forma, no actúan cargas externas y, por lo tanto, sus diagramas 
de cuerpo libre se representan con las fuerzas colineales iguales pero opuestas ac- 
tuando en sus extremos. 


En muchos casos es posible establecer por inspección el sentido correcto de la flecha 
que indica la dirección de una fuerza o momento desconocido; sin embargo, si esto pa- 
rece difícil, el sentido de la fuerza puede suponerse arbitrariamente. 


Ecuaciones de equilibrio 


Cuente el número total de incógnitas para asegurar que se pueda escribir un número 
equivalente de ecuaciones de equilibrio para su solución. A excepción de los elemen- 
tos de dos fuerzas, recuerde que generalmente pueden escribirse tres ecuaciones de 
equilibrio para cada elemento. 


En muchas ocasiones la solución de las incógnitas será sencilla, si la ecuación de mo- 
mento 2Mo = 0 se aplica alrededor de un punto (O) que se encuentre en la intersec- 
ción de las líneas de acción de tantas fuerzas desconocidas como sea posible. 


Al aplicar las ecuaciones de fuerza 2,F, = 0 y 2F, = 0, oriente los ejes x y y a lo largo 
de las líneas que ofrecen la reducción de fuerzas más simple en sus componentes x y y. 


Si la solución de las ecuaciones de equilibrio proporciona una magnitud negativa para 
una fuerza o momento desconocido, esto indica que el sentido de la fuerza es opuesto 
al que se supuso en el diagrama de cuerpo libre. 
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Determine las reacciones sobre la viga que se muestra en la figura 2-28a. 


60 sen 607 k 
y 60 cos 60? k 


| 4 mes] 


S0 k-pie 50 k- pie 


10 pies 


60 sen 60"(10) + 60 cos 60(1) + B,(14) — 50 =0 
—60 sen 60” + 38.5 + Ay, =0 


EJEMPLO [2.9 


15kN/m 


5(10 kN/m)(12 m) = 60 kN 
(SkN/m)(2 m) = 
60 kN 


Joa a [ES 
a Ñ 5KkN/m 


Ma 4 | 
-—6 m-—— 


(b) 


Figura 2-29 


B, 
(b) 
Figura 2-28 


SOLUCIÓN 


Diagrama de cuerpo libre. Como se muestra en la figura 2-28b, la 
fuerza de 60 k se resuelve en sus componentes x y y. Por otra parte, 
la línea dimensional de 7 pies no es necesaria puesto que un momento 
de par es un vector libre y, por lo tanto, puede actuar en cualquier 
punto de la viga para los fines de calcular las reacciones externas. 


Ecuaciones de equilibrio. Al aplicar las ecuaciones 2-2 en una se- 
cuencia y al emplear los resultados calculados previamente, se tiene 
A, — 60cos 60” = 0 A, = 30.0k 

By = 38.3 k 


ByF,=0 Resp. 
Resp. 


A, = 13.4k Resp. 


Determine las reacciones sobre la viga que se muestra en la figura 2-29a. 


SOLUCIÓN 


Diagrama de cuerpo libre. Como se muestra en la figura 2-29b, 
la carga trapezoidal distribuida se divide en una carga triangular y una 
carga uniforme. Las áreas bajo el triángulo y el rectángulo represen- 
tan las fuerzas resultantes. Estas fuerzas actúan a través del centroide 
de sus áreas correspondientes. 


Ecuaciones de equilibrio 
BbxF,=0 4:=0 
+13F,=0; A,-60-60=0 
(+EM, =0; —60(4) — 60(6) + M¿=0 M,= 600kN-m Resp. 


Resp. 


Ay = L0EÉN Resp. 
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EJEMPLO |2.10 


Determine las reacciones sobre la viga mostrada en la figura 2-30a. 
Suponga que A es una articulación y el soporte en B es un rodillo (su- 
perficie lisa). 


B 


Ml 
500 Ib/pie 


4 pies 


EA) 


Ye 
7 pies aL 3 pies 


(a) 
Figura 2-30 


SOLUCIÓN 


Diagrama de cuerpo libre. Como se muestra en la figura 2-30b, el 
soporte (“rodillo”) en B ejerce una fuerza normal sobre la viga en su 
punto de contacto. La línea de acción de esta fuerza está definida por 
el triángulo 3-4-5. 


4 


3500 Ib 4 pies 


Ecuaciones de equilibrio. Al descomponer Ng en sus componen- 
tes x y y, y al sumar los momentos alrededor de A se obtiene una solu- 
ción directa para Np. ¿Por qué? Con este resultado es posible obtener 
A, y Ay- 

(FEMA =0;  —3500(3.5) + (¿)N y(4) + (¿)Ng(10) = 0 Resp. 

Nz = 1331.5lb = 1.33k 

BYF,=0; A, - (13315) =0 A, = 1.07k Resp. 
+HIEF,=0;  A,- 3500 +%(13315)=0  A,=270k Resp. 
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EJEMPLO [2.11 


ANÁLISIS DE ESTRUCTURAS ESTÁTICAMENTE DETERMINADAS 


La viga compuesta que se muestra en la figura 2-31a está fija en A. 
Determine las reacciones en A, B y C. Suponga que la conexión en B 
es una articulación y que C es un rodillo. 


400 lb /pie 
6000 lb:pie 


20 pios 15 pies | 


(a) 
Figura 2-31 


SOLUCIÓN 


Diagramas de cuerpo libre. En la figura 2-31b se muestra el dia- 
grama de cuerpo libre de cada segmento. ¿Por qué este problema es 
estáticamente determinado? 


8000 lb 


| B, B, 
A . . B 
10 pies | 10 pies 15 pies 
B, B, 


(b) 


6000 lb : pie 


q 


Y 


Ecuaciones de equilibrio. Hay seis incógnitas. Al aplicar las seis 
ecuaciones de equilibrio y emplear los resultados calculados previa- 
mente, se tiene 


Segmento BC: 
(+2M¿ =0; 6000 + B,(15) =0 B, = 400 lb 


+PNF,=0;  -400+C,=0 C, = 400 lb 
BsF. =0) B=0 


Segmento AB: 
(+E8M,=0;  M,-— 8000(10) + 400(20) =0 

Ma = 72.0k: pie 
+PEF,=0;  A,-8000+400=0  A,=7.60k 
BbYF,=0, A,-0=0 ALS 
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EJEMPLO |2.12 


Determine las componentes horizontal y vertical de reacción en las 
articulaciones A, B y C del marco de dos elementos que se muestra en 


la figura 2-32a. 
S kN 
A , 
3 . 


2m 


Figura 2-32 


SOLUCIÓN 


Diagramas de cuerpo libre. En la figura 2-32b se muestra el dia- 
grama de cuerpo libre de cada elemento. 


Ecuaciones de equilibrio. La aplicación de las seis ecuaciones de 
equilibrio en la siguiente secuencia permite una solución directa para 
cada una de las seis incógnitas. 


Elemento BC: 
¡+EM¿=0;- —B,(2]) +6(1)=0 Resp. 
Elemento AB: 
(+2EMA =0; -8(2) - 3Q2)+ B(1.5) =0 Resp. 
BYF,=0; A, + (8) - 147 =0 Resp. 
+PEF,=0; A, -5(8)-3=0 Resp. 
Elemento BC: 


3YF,=0; 147-C,=0 = Resp. 
+13F, =0; += 006,0 Resp. 


66 CAPÍTULO 2 ANÁLISIS DE ESTRUCTURAS ESTÁTICAMENTE DETERMINADAS 


EJEMPLO [2.13 


El lado de la construcción que se muestra en la figura 2-33a está 
sometido a una carga de viento que crea una presión uniforme nor- 
mal de 15 kPa sobre el lado en barlovento y una presión de succión de 
5 kPa en el lado en sotavento. Determine las componentes horizontal 
y vertical de la reacción en las conexiones articuladas A, B y C en el 
arco a dos aguas que da soporte a la construcción. 


Figura 2-33 


SOLUCIÓN 

Como la carga está distribuida uniformemente, el arco central a dos 
aguas soporta una carga que actúa sobre las paredes y el techo del 
área tributaria que se muestra con un sombreado oscuro. Esto repre- 
senta una carga distribuida uniforme de (15 kN/m2)/(4 m) = 60 kN/m 
en el lado de barlovento y (5 kN/m?)(4 m) = 20 kN/m en el lado de so- 
tavento, figura 2-33b. 


20 kN/m 


60 kN/m 20kN/m 3m 


2.5 APLICACIÓN DE LAS ECUACIONES DE EQUILIBRIO 


Diagramas de cuerpo libre. Si se simplifican las cargas distribui- 
das, los diagramas de cuerpo libre de todo el marco y cada una de sus 
partes son como se muestran en la figura 2-33c. 


B ; 
254.6 kN 5 254.6kN 2.12 ¿qe 


DnÍNAs e 


180 kN | 
—<| 


| | 


( V 
[—>60kN 


| 
] 


A, «—| e C, 
za] 
AY 53m Cc. 


(c) 


Ecuaciones de equilibrio. La solución de ecuaciones simultáneas 
se evita al aplicar las ecuaciones de equilibrio en la secuencia si- 
guiente y usando los resultados calculados previamente.* 


Marco completo: 
(+F2MA =0; —(180 + 60)(1.5) — (254.6 + 84.9) cos 45%(4.5) 


— (254.6 sen 45%)(1.5) + (84.9 sen 45%) (4.5) + C,(6) =0 
C, = 240.0 kN Resp. 


+13F, =0 =Ap= 254.6 sen 45” + 84.9 sen 45” + 240.0 = 0 
A, = 120.0 kN Resp. 


Elemento AB: 
(+Mz =0; —A,(6) + 120.0(3) + 180(4.5) + 254.6(2.12) = 0 
A, = 285.0 kN Resp. 


285.0 + 180 + 254.6 cos 45” — B,=0 
B,= 75.0kN Resp. 


+13F, = 0; -—120.0 — 254.6 sen 45” + 4,0 
B, = 300.0 kN Resp. 
Elemento CB: 


BXY3F,=0; -C, +60 + 84.9 c08 45 + 75.0 =0 
C, = 195.0 kN 


*El problema también puede resolverse al aplicar las seis ecuaciones de equilibrio sólo 
a los dos elementos. Si se hace esto, es recomendable sumar primero los momentos al- 
rededor del punto A sobre el elemento AB, después los del punto C sobre el elemento 
CB. De esta manera resultan dos ecuaciones que deben resolverse simultáneamente 
para obtener B, y By. 
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REPASO DEL CAPÍTULO 


Soportes— A menudo se supone que los elementos estructurales deben estar conectados mediante articulaciones si entre 
ellos puede ocurrir una rotación relativa leve, y que deben estar conectados fijamente si la rotación no es posible. 


soldadura 


costillas 


soldadura 


conexión “articulada” típica (de metal) conexión “fija” típica (de metal) 


Estructuras idealizadas — Cuando se realizan supuestos acerca de soportes y conexiones, al considerar por ejemplo que son 
rodillos, articulaciones o fijos, los elementos pueden representarse como líneas, por lo que es posible establecer un modelo 
idealizado que puede usarse en el análisis. 


P 


viga real viga idealizada 


Las cargas tributarias sobre losas pueden determinarse al clasificar, en primer lugar, la losa como en una dirección o en dos 
direcciones. Como regla general, si L, es la dimensión más grande y Ly/L;¡ > 2, la losa se comportará como una losa en 
una dirección. Si L,/L, = 2, la losa se comportará como una losa en dos direcciones. 


A 


 x—— —_—_—_— 1 al] 


la acción de una losa en una la acción de una losa en dos 
dirección requiere que L,/L, > 2 direcciones requiere que L7/L¡ = 2 
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Principio de superposición—Las cargas o los desplazamientos pueden sumarse siempre que el material sea elástico lineal 
y que sólo ocurran pequeños desplazamientos de la estructura. 


Equilibrio — Las estructuras estáticamente determinadas pueden analizarse al desensamblarlas y al aplicar las ecuaciones 
de equilibrio a cada elemento. El análisis de una estructura estáticamente determinada requiere, primero, dibujar el dia- 
grama de cuerpo libre de todos los elementos, para después aplicar las ecuaciones de equilibrio a cada elemento. 


DA 
a 
2MoO= 


El número de ecuaciones de equilibrio para los n elementos de una estructura es 3n. Si la estructura tiene r reacciones, en- 
tonces la estructura es estáticamente determinada si 


r=3n 
y estáticamente indeterminada si 
r>3n 


El número adicional de ecuaciones necesarias para obtener la solución se conoce como el grado de indeterminación. 


Estabilidad —Si hay menos reacciones que ecuaciones de equilibrio, entonces la estructura será inestable porque está res- 
tringida parcialmente. También puede presentarse una inestabilidad debida a las restricciones impropias, si las líneas de ac- 
ción de las reacciones son concurrentes en un punto o paralelas entre sí. 


P 


restricción parcial reacciones concurrentes reacciones paralelas 
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MM PROBLEMAS FUNDAMENTALES 


F2-1. Determine las componentes horizontal y vertical de F2-4. Determine las componentes horizontal y vertical de 
la reacción en las articulaciones A, B y C. la reacción en el soporte de rodillos A y en el soporte fijo B. 


F2-5. Determine las componentes horizontal y vertical de 
la reacción en las articulaciones A, B y C del marco de dos 
elementos. 


F2-1 


F2-2. Determine las componentes horizontal y vertical de 300 lb 
la reacción en las articulaciones A, B y C. 


10kN/m 


-—2 pies ee pies—|- 4 pies . 


F2-5 


F2-6. Determine las componentes de la reacción en el so- 
porte de rodillos A y en la articulación C. La junta B está 
conectada fijamente. 


F2-2 


F2-3. Determine las componentes horizontal y vertical de 
la reacción en las articulaciones A, B y C. 


F2-7. Determine las componentes horizontal y vertical de 
la reacción en las articulaciones A, B y D del marco de tres 
elementos. La junta en C está conectada fijamente. 


F2-7 


F2-8. Determine las componentes de la reacción en el so- 
porte fijo D y en las articulaciones A, B y C del marco de tres 
elementos. No tome en cuenta el espesor de los elementos. 


6kN 6kN 


F2-8 
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F2-9. Determine las componentes de la reacción en el so- 
porte fijo D y en las articulaciones A, B y C del marco de tres 
elementos. No tome en cuenta el espesor de los elementos. 


0.5 k /pie 


¡REREERE: 


F2-10. Determine las componentes de la reacción en el so- 
porte fijo D y en las articulaciones A, B y C del marco de tres 
elementos. No tome en cuenta el espesor de los elementos. 


Le 
AZÁ 
— 1.5 kN /m 


F2-10 


72 CAPÍTULO 2 ANÁLISIS DE ESTRUCTURAS ESTÁTICAMENTE DETERMINADAS 


M PROBLEMAS 


2-18. Determine las reacciones sobre la viga. No tome en 2-21. Determine las reacciones en los soportes A y B de la 
cuenta su espesor. viga compuesta. Suponga que en C hay una articulación. 
18 kN 


ES ly 
: 6m - 6m - 3m-> 


6m =-—2 m 2m-—> 
Prob. 2-18 Prob. 2-21 
2-19. Determine las reacciones sobre la viga. 2-22. Determine las reacciones en los soportes 4, B, D 
y F. 
3 k/pie 


8k 


JL L 
E TA OR 
des 8 sel 4 la. 4 l 4] 
pies pies pies 1 pies pies 
12 pies >= 12 pies 2 pies 
Prob. 2-19 Prob. 2-22 
*2-20. Determine las reacciones sobre la viga. 2-23. La viga compuesta se sostiene mediante una articu- 


lación en C y está apoyada sobre un rodillo en A y B. Hay 
una bisagra (articulación) en D. Determine las reacciones 
en los soportes. No tome en cuenta el espesor de la viga. 


- 24 pies > 


Prob. 2-20 


*2-24. Determine las reacciones sobre la viga. Puede su- 
ponerse que el soporte en B es un rodillo. 


EI 


12 pies 


Prob. 2-24 


2-25. Determine las reacciones en el soporte liso C y en el 
soporte articulado A. Suponga que la junta en B está conec- 


tada fijamente. 


80 Ib /pie 


BA 302 10 pies 
A EA 


Prob. 2-25 


2-26. Determine las reacciones en los soportes A y B de la 


armadura. La carga distribuida es causada por el viento. 


48 pies 


L 48 pies .- 
Prob. 2-26 
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2-27. La viga compuesta está fija en A y se sostiene me- 
diante un oscilador en B y C. Hay bisagras (articulaciones) 
en D y E. Determine las reacciones en los soportes. 


15kN 


¡Masa A 


Prob. 2-27 


*2-28. Determine las reacciones en los soportes A y B. 
Las cubiertas CD, DE, EF y FG del piso transmiten sus car- 
gas a la trabe sobre soportes lisos. Suponga que A es un ro- 
dillo y que B es una articulación. 


; 10 k 
3 k/pie : 
pps 1 pie 
c D E F G 
- | | 
! | | J 
4 4 4 1. 4] 
pies pies pies pies 
Prob. 2-28 


2-29. Determine las reacciones en los soportes A y B de la 
viga compuesta. Hay una articulación en C. 


4kN/m 


45m 


Prob. 2-29 
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2-30. Determine las reacciones en los soportes A y B de la 
viga compuesta. Hay una articulación en C 


2kN/m 


Prob. 2-30 


2-31. La viga está sometida a las dos cargas concentradas 
como se muestran en la figura. Si se supone que el cimiento 
ejerce una distribución de carga que varía linealmente en el 
fondo, determine las intensidades de carga w, y w, necesa- 
rias para el equilibrio (a) en términos de los parámetros 
mostrados, y (b) considerando P = 500 lb, L = 12 pies. 


Prob. 2-31 


*2-32. La zapata superficial se usa para sostener una 
pared cerca de su borde A, de manera que causa una pre- 
sión uniforme del suelo debajo de la zapata. Determine las 
cargas uniformemente distribuidas w, y wWg medidas en 
Ib/pie sobre las almohadillas A y B, necesarias para soportar 
las fuerzas de la pared de 8000 y 20 000 libras. 


20 000 lb 


|— 0.25 pies SÓ 


Wa 
=> z. 8 pies 


Prob. 2-32 


ANÁLISIS DE ESTRUCTURAS ESTÁTICAMENTE DETERMINADAS 


2-33. Determine las componentes horizontal y vertical de 
la reacción que actúa en los soportes A y C. 


dl El 3 + 
di sm 15m 


Prob. 2-33 


2-34. Determine las reacciones en el soporte liso A y en el 
soporte articulado B. La junta en C está conectada fija- 
mente. 


oir 
l 


Prob. 2-34 
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2-35. Determine las reacciones en los soportes A y B. 2-37. Determine las componentes de fuerza horizontal y 


vertical en las articulaciones A y C del marco de dos ele- 


700 lb/pie 


mentos. 


A 
ue 


500 lb/pie 


. 48 pies e 48 pies 


Prob. 2-35 


*2-36. Determine las componentes horizontal y vertical 
de la reacción en los soportes A y B. Suponga que las juntas 
en Cy D son conexiones fijas. 


40 kN 
30 kN 


20 kN | 
| | 12 kN/m 
Tm 


E 6m 8m > 


Prob. 2-36 


und), 
A 


Prob. 2-37 


2-38. La grúa de pared soporta una carga de 700 lb. De- 
termine las componentes horizontal y vertical de la reac- 
ción en las articulaciones A y D. Además, ¿cuál es la fuerza 
del cable en W sujeto al malacate? 


700 lb 


Prob. 2-38 
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2-39. Determine las fuerzas resultantes en las articulacio- 2-41. Determine las reacciones verticales y horizontales 
nes B y C sobre el elemento ABC del marco de cuatro ele- en las conexiones A y C del marco a dos aguas. Suponga que 
mentos. A, B y C son conexiones articuladas. Las cargas concentra- 


das, como D y E se aplican en forma perpendicular a la 
línea central de cada trabe. 


S pies 2 pies — 


150 lb /pie 


ALELLA ER 


; a del 4 800 lb 
B C DD 
EARL 
4 pies 
10 pies 
120 Ib/pie 
E D Z OS 
=> 
p F 2 pies >| 5 pies ” | 6 pies | 6pies | 6pies | 6 pies 
Prob. 2-39 Prob. 2-41 
*2-40. Determine las reacciones en los soportes A y D. 2-42. Determine las componentes horizontal y vertical de 
Suponga que A está fijo y que B, C y D están articuladas. la reacción en A, C y D. Suponga que el marco está articu- 
lado en A, C y D, y que hay una junta conectada fijamente 
en B. 


ÉS 
[o] 


E 
E 


| 


Prob. 2-40 Prob. 2-42 


PROBLEMA DE PROYECTO 17 


2-43. Determine las componentes horizontal y vertical en *2-44, Determine las reacciones en los soportes A y B. 
A, B y C. Suponga que el marco está articulado en estos Las juntas en C y D están conectadas fijamente. 
puntos. Las juntas en D y E están conectadas fijamente. 


10kN/m 


RERRREN 


- 18 pies > 18 pies » 


| 3m -— 1.5 m— 


Prob. 2-43 Prob. 2-44 


MM PROBLEMA DE PROYECTO 


2-1P. El puente ferroviario de caballetes que se muestra 
en la fotografía se sostiene mediante pilas de concreto re- 
forzado. Suponga que las dos trabes laterales simplemente 
apoyadas, la base de la vía y los dos carriles, tienen un peso 
de 0.5 k/pie y que la carga impuesta por un tren es de 7.2 
k/pie (vea la figura 1-11). Cada viga tiene 20 pies de largo. 
Aplique la carga sobre todo el puente y determine la fuerza 
de compresión en las columnas de cada pila. Para el análisis, 
suponga que todas las juntas están articuladas y no tome en 
cuenta el peso de la pila. ¿Estos supuestos son reales? 


Prob. proyecto 2-1P 


Las fuerzas en los elementos de este puente pueden analizarse aplicando el 
método de los nodos o el método de las secciones. 


Análisis de armaduras 
estáticamente 
determinadas 


En este capítulo se desarrollarán los procedimientos para analizar ar- 
maduras estáticamente determinadas siguiendo el método de los 
nodos y el de las secciones. Sin embargo, primero se analizarán la de- 
terminación y la estabilidad de una armadura. Después se considerará 
el análisis de tres tipos de armaduras planas: simples, compuestas y 
complejas. Por último, al final del capítulo se realizará el análisis de 
una armadura espacial. 


3.1 Tipos comunes de armaduras 


Una armadura es una estructura compuesta de elementos delgados uni- 
dos en sus extremos. Los elementos que se usan comúnmente en la cons- 
trucción consisten en puntales de madera, barras de metal, ángulos o 
canales. Las conexiones en las juntas suelen formarse al empernar o sol- 
dar los extremos de los elementos a una placa común, llamada placa de 
empalme, como se muestra en la figura 3-1, o simplemente pasando un 
perno o un pasador de gran tamaño a través de cada uno de los elemen- 
tos. Las armaduras planas se ubican en un solo plano y a menudo se em- 
plean como soporte (apoyo) de techos y puentes. 


placa de empalme 


Figura 3-1 


PEA 


La placa de empalme se usa para conectar 
ocho elementos de la armadura que soporta 
la estructura de un tanque de agua. 
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Aunque son más decorativas que estructura- 
les, estas armaduras Pratt simples se usan 
para la entrada de un edificio. 


cuerda superior 


claro 


le 


Figura 3-2 


Armaduras de techo. Las armaduras de techo se suelen utilizar 
como parte de un marco de construcción industrial, como el que se 
muestra en la figura 3-2. En este caso, la carga del techo se transmite a la 
armadura en las juntas a través de una serie de largueros. La armadura 
de techo, junto con sus columnas de soporte se denomina caballete. Por 
lo general, las armaduras de techo se sostienen tanto por columnas de 
madera, acero o concreto reforzado, o por medio de muros de mampos- 
tería. Para mantener el caballete rígido y, por lo tanto, capaz de resistir 
las fuerzas horizontales del viento, en ocasiones se usan esquineros en las 
columnas de soporte. El espacio entre los caballetes adyacentes se co- 
noce como bahía. Las bahías están económicamente espaciadas a unos 
15 pies (4.6 m) para claros alrededor de 60 pies (18 m), y cerca de 20 pies 
(6.1 m) para claros de 100 pies (30 m). Con frecuencia, las bahías están 
unidas entre sí mediante refuerzos diagonales a fin de mantener la rigi- 
dez de la estructura del edificio. 

Las armaduras empleadas para soportar techos se seleccionan con 
base en el claro, la pendiente y el material del techo. Algunos de los tipos 
de armaduras utilizados con mayor frecuencia se muestran en la figura 3-3. 
En particular, la armadura de tijeras, figura 3-3a, puede usarse para cla- 
ros cortos que requieren un espacio superior. Las armaduras Howe y 
Pratt, figuras 3b y 3-3c, se usan para techos de claro moderado, aproxi- 
madamente entre 60 pies (18 m) y 100 pies (30 m). Si se requieren claros 
más grandes para sostener el techo pueden emplearse las armaduras de 
abanico o Fink, figuras 3-3d y 3-3e. Estas armaduras pueden construirse 
con una cuerda inferior convexa, como la que se muestra en la figura 3-3f. 
Si se selecciona un techo plano o casi plano, a menudo se usa la arma- 
dura Warren, figura 3-3g. Además, las armaduras Howe y Pratt también 
pueden modificarse para techos planos. Las armaduras de sierra, figura 
3-3h, suelen emplearse donde el espacio entre columnas no es objetable y 
la iluminación uniforme es importante. Una fábrica textil sería un ejem- 
plo. Las armaduras de cuerdas, figura 3-31, se seleccionan en ocasiones 
para talleres y hangares de aviones pequeños; y la armadura de arco, fi- 
gura 3-3), aunque es relativamente costosa, puede usarse para construc- 
ciones con grandes alturas y claros amplios como en casas de campo, 
gimnasios, etcétera. 


2 


conve 


Figura 3-3 
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Para soportar este puente se usan 
armaduras Parker. 


cuerda superior 
refuerzo 


refuerzo  contraladeo 
lateral 


superior 


refuerzo 


poste final 
de portal 


viga de piso 


Figura 3-4 


Armaduras de puente. Enla figura 3-4 se muestran los principa- 
les elementos estructurales de una armadura de puente típica. Aquí 
puede observarse que una carga sobre la cubierta se transmite en primer 
lugar a los largueros, después a las vigas de piso y, finalmente, a las juntas 
de las dos armaduras laterales de soporte. Las cuerdas superior e inferior de 
las vigas laterales se conectan mediante los refuerzos laterales superior e 
inferior, que sirven para resistir las fuerzas laterales causadas por el 
viento y el desplazamiento lateral causado por los vehículos en movi- 
miento sobre el puente. Los soportes de portal y contraladeo proporcio- 
nan estabilidad adicional. Al igual que en el caso de muchas armaduras 
de claro amplio, en un extremo de la armadura de puente se encuentra 
un rodillo para permitir la expansión térmica. 

En la figura 3-5 se muestran algunas de las formas típicas de armadu- 
ras de puente que se usan actualmente para claros individuales. En par- 
ticular, las armaduras Pratt, Howe y Warren se usan normalmente para 
claros de hasta 200 pies (61 m) de longitud. La forma más común es la ar- 
madura Warren con verticales, figura 3-5c. Para claros mayores se usa 
una armadura con una cuerda superior poligonal, como la armadura Par- 
ker, figura 3-5d, a fin de lograr ahorros en material. La armadura Warren 
con verticales también puede fabricarse de esta manera para claros de 
hasta 300 pies (91 m). La mayor economía en material se obtiene si las 
diagonales tienen una inclinación entre 45? y 60* respecto a la horizontal. 
Si esta regla se mantiene, entonces para claros de más de 300 pies (91 m), 
la profundidad de la armadura debe aumentar y, en consecuencia, el panel 
se alargará. Esto se traduce en un sistema de cubierta pesada y, para 
mantener el peso de la cubierta dentro de los límites tolerables, se han 
desarrollado armaduras subdivididas. Entre los ejemplos más comunes 
están las armaduras Baltimore y Warren subdivididas, figuras 3-5e y 3-5f. 
Por último, la armadura K que se muestra en la figura 3-5g también 
puede utilizarse en lugar de una armadura subdividida, dado que cumple 
el mismo propósito. 


3.1 TIPOS COMUNES DE ARMADURAS 
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Figura 3-5 
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ANÁLISIS DE ARMADURAS ESTÁTICAMENTE DETERMINADAS 


Supuestos para el diseño. Para diseñar tanto los elementos 
como las conexiones de una armadura, antes hay que determinar la 
fuerza desarrollada en cada elemento cuando la viga está sometida a una 
carga dada. A este respecto se harán dos supuestos importantes con el fin 
de idealizar la armadura. 


1. Los elementos están unidos mediante pasadores lisos. En los casos 
en que se usan conexiones atornilladas o soldadas, este supuesto 
suele ser satisfactorio siempre que las líneas centrales de los ele- 
mentos unidos sean concurrentes en un punto, como en la figura 3-1. 
Sin embargo, debe tenerse en cuenta que las conexiones reales le 
dan un poco de rigidez a la articulación y esto a su vez introduce la 
flexión de los elementos conectados cuando la viga está sometida a 
una carga. El esfuerzo flexionante (o de flexión) desarrollado en los 
elementos se denomina esfuerzo secundario, mientras que el es- 
fuerzo en los elementos de la armadura idealizada, que tienen jun- 
tas articuladas, se llama esfuerzo primario. Un análisis del esfuerzo 
secundario de una armadura se puede efectuar utilizando una compu- 
tadora, como se explica en el capítulo 16. Para algunos tipos de geo- 
metrías de armadura estos esfuerzos pueden ser grandes. 


2. Todas las cargas se aplican en las juntas. En la mayoría de situacio- 
nes, como en el caso de armaduras para puentes y techos, este su- 
puesto es verdadero. Con frecuencia en el análisis de fuerzas, el 
peso de los elementos se desprecia, dado que la fuerza soportada 
por los elementos es grande en comparación con su peso. Si el peso 
se va a incluir en el análisis, por lo general resulta satisfactorio apli- 
carlo como una fuerza vertical, donde la mitad de su magnitud se 
aplica en cada extremo del elemento. 


Debido a estos dos supuestos, cada elemento de una armadura actúa 
como un miembro de fuerza axial y, por lo tanto, las fuerzas que actúan 
en los extremos del elemento deben estar dirigidas a lo largo de su eje. Si 
la fuerza tiende a alargar el elemento, se trata de una fuerza de tensión 
(7), figura 3-6a; mientras que si la fuerza tiende a acortar el elemento, es 
una fuerza de compresión (C), figura 3-6b. En el diseño real de una ar- 
madura es importante establecer si la fuerza es de tensión o de compre- 
sión. Muy a menudo, los elementos sujetos a compresión deben estar 
fabricados más gruesos que los sometidos a tensión, debido al pandeo o 
la inestabilidad súbita que puede ocurrir en los elementos sujetos a com- 
presión. 


T AAA <YS T 


(a) 


C ———S> A E 


(b) 
Figura 3-6 
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3.2 Clasificación de armaduras coplanares 


Antes de comenzar el análisis de fuerzas de una armadura, es importante 
clasificar la armadura como simple, compuesta o compleja, para enton- 
ces tener la capacidad de especificar su determinación y su estabilidad. 


Armadura simple. Para evitar el colapso, el marco de una arma- 
dura debe ser rígido. Obviamente, el marco de cuatro barras ABCD de la 
figura 3-7 se colapsará a menos que se añada una diagonal de soporte, 
como AC. El marco más simple que es rígido o estable tiene la forma de 
un triángulo. En consecuencia, una armadura simple se construye a par- 
tir de un elemento básico triangular, como el ABC de la figura 3-8, co- 
nectando dos elementos (4D y BD) para formar un elemento adicional. 
De esta manera, se observa que al colocar cada elemento adicional de 
dos elementos en la armadura, el número de articulaciones se incre- Figura 3-7 
menta en uno. 


Figura 3-8 


En la figura 3-9 se muestra un ejemplo de una armadura simple, donde 
el elemento triangular “estable” básico es ABC, a partir del cual se esta- 
blece el resto de las articulaciones D, E y F en orden alfabético. Sin em- 
bargo, para este método de construcción es importante tomar en cuenta 
que las armaduras simples no tienen que consistir enteramente en trián- 
gulos. En la figura 3-10 se muestra un ejemplo de esto, donde a partir de 
un triángulo ABC se agregan las barras CD y AD para formar la junta D. B 
Por último, se agregan las barras BÉ y DE para formar la junta E. 


D 


armadura simple armadura simple 


Figura 3-9 Figura 3-10 
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ARMADURAS ESTÁTICAMENTE DETERMINADAS 


Armadura compuesta. Una armadura compuesta se forma al co- 
nectar dos o más armaduras simples entre sí. Con mucha frecuencia este 
tipo de armadura se usa para soportar las cargas que actúan sobre un claro 
amplio, puesto que es más barato construir una armadura compuesta un 
poco más ligera que utilizar sólo una armadura simple más pesada. 

Hay tres formas en que las armaduras simples se unen para formar una 
armadura compuesta. Las armaduras pueden estar conectadas mediante 
una junta común y una barra. En la figura 3-11a se proporciona un ejem- 
plo, donde la armadura sombreada ABC está conectada a la armadura 
sombreada CDE de esta manera. Las armaduras pueden unirse me- 
diante tres barras, como en el caso de la armadura sombreada ABC co- 
nectada a la armadura DEF más grande, figura 3.115. Y, por último, las 
armaduras pueden unirse en los puntos donde las barras de una arma- 
dura simple de gran tamaño, llamada armadura principal, se han susti- 
tuido por armaduras simples, llamadas armaduras secundarias. En la 
figura 3-11c se muestra un ejemplo, donde los elementos sombreados de 
la armadura principal ABCDE han sido sustituidos por las armaduras se- 
cundarias sombreadas. Si esta armadura soporta cargas de techo, el uso 
de armaduras secundarias podría resultar más económico, ya que los ele- 
mentos trazados con líneas discontinuas pueden estar sometidos a fle- 
xión excesiva, mientras que las armaduras secundarias pueden transferir 
mejor la carga. 


Armadura compleja. Una armadura compleja es aquella que no 
puede clasificarse como simple o compuesta. La armadura de la figura 3-12 
es un ejemplo. 


(b) 
armadura compleja 
Figura 3-12 
armadura armadura 
simple eS pc simple 
secundaria STO O y) secundaria 


y secundaria / 


armadura simple 
principal 
(c) 


Diferentes tipos de armaduras compuestas 


Figura 3-11 
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Determinación. Para cualquier problema en el análisis de armaduras 
debe tenerse en cuenta que el número total de incógnitas incluye las 
fuerzas en el número b de barras de la armadura y el número total r de 
reacciones externas en los soportes. Como los elementos de la armadura 
son todos miembros rectos de fuerza axial que se ubican en el mismo 
plano, el sistema de fuerzas que actúa en cada junta es coplanar y concu- 
rrente. En consecuencia, el equilibrio rotacional o de momento se satis- 
face de manera automática en la junta (o articulación), y sólo es necesario 
satisfacer 2F, = 0 y 2F, = 0 para asegurar el equilibrio de traslación o 
de fuerzas. Por lo tanto, sólo pueden escribirse dos ecuaciones de equili- 
brio para cada junta, y si hay un número ¡ de juntas, el total de ecuaciones 
disponibles para la solución es 2j. Si simplemente se compara el total de 
incógnitas (b + r) con el de ecuaciones de equilibrio disponibles, es posi- 
ble especificar la determinación de una armadura simple, compuesta o 
compleja. Se tiene 


b+r=2j estáticamente determinada 61) 


1) 7 7 2) estáticamente indeterminada 


En particular, el grado de indeterminación se especifica por la diferencia 
en los números (b + r) — 2j. 


Estabilidad. Sib +r< 2j, una armadura será inestable, es decir, se 
colapsará porque habrá una cantidad insuficiente de barras o reacciones 
para restringir todas las juntas. Además, una estructura puede ser inesta- 
ble si es estáticamente determinada o estáticamente indeterminada. En 
este caso, la estabilidad tendrá que determinarse por inspección o me- 
diante un análisis de fuerzas. 


Estabilidad externa. Como se estableció en la sección 2-4, una es- 
tructura (o armadura) es externamente inestable si todas sus reacciones 
son concurrentes o paralelas. Por ejemplo, las dos armaduras de la figura 
3-13 son externamente inestables porque las reacciones en los soportes 
tienen líneas de acción que son o concurrentes o paralelas. 


reacciones concurrentes inestables reacciones paralelas inestables 


Figura 3-13 
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Estabilidad interna. Con frecuencia la estabilidad interna de una ar- 
madura puede comprobarse mediante una inspección cuidadosa de la 
disposición de sus elementos. Si es posible determinar que cada junta se 
mantiene fija de modo que no puede moverse en el sentido de un 
“cuerpo rígido” con respecto a las otras juntas, entonces la armadura 
será estable. Observe que una armadura simple siempre será interna- 
mente estable, dado que por la naturaleza de su construcción requiere 
pe partir de un elemento triangular básico para después agregar sucesivos 
3 “elementos rígidos”, cada uno con dos elementos adicionales y una 
| Y junta. La armadura de la figura 3-14 es un ejemplo de esta construcción, 
F 


donde, a partir del elemento triangular sombreado ABC, se agregan su- 
cesivamente las juntas D, E, F, G y H. 

Si una armadura se construye de manera que sus juntas no se mantie- 
nen en una posición fija, será inestable o tendrá una “forma crítica”. Un 
Figura 3-14 ejemplo claro de esto se muestra en la figura 3-15, donde puede obser- 
varse que no hay restricción o fijeza entre las juntas de Cy Fo B y E, por 
lo que la armadura colapsará bajo carga. 


Figura 3-15 


Para determinar la estabilidad interna de una armadura compuesta, es 
necesario identificar la forma en que las armaduras simples están conec- 
tadas entre sí. Por ejemplo, la armadura compuesta de la figura 3-16 es 
inestable puesto que la armadura simple interior ABC está conectada a 
la armadura simple exterior DEF mediante tres barras, AD, BE y CF, 
que son concurrentes en el punto O. Por lo tanto, puede aplicarse una 
carga externa a la junta A, B o C y ocasionar que la armadura ABC gire 
ligeramente. 


Figura 3-16 
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Si una armadura se identifica como compleja, es posible que no se 
pueda establecer por inspección si es estable. Por ejemplo, puede demos- 
trarse, mediante el análisis presentado en la sección 3.7, que la armadura 
compleja de la figura 3-17 es inestable o tiene una “forma crítica” sólo si 
la dimensión d = d'.Si d% d' la armadura es estable. 

La inestabilidad de cualquier forma de armadura, ya sea simple, com- 
puesta o compleja, también puede determinarse utilizando una compu- 
tadora que resuelva las 2j ecuaciones simultáneas escritas para todas las 
juntas de la armadura. Si se obtienen resultados inconsistentes, la arma- 
dura será inestable o tendrá una forma crítica. 

Si no se realiza un análisis con computadora, pueden utilizarse los mé- 
todos descritos anteriormente para comprobar la estabilidad de la arma- 
dura. A modo de resumen, si la armadura tiene b barras, r reacciones 
externas y j juntas, entonces si 


b+r=2j es inestable 

DA=I0 es inestable si las reacciones en los 
soportes de la armadura son 
concurrentes o paralelas o si (62) 
algunos de los componentes de la 
armadura forman un mecanismo 
colapsable. 


Sin embargo, debe tenerse en cuenta que si una armadura es inestable, no 
importa si es estáticamente determinada o indeterminada. Obviamente, el 
uso de una armadura inestable debe evitarse en la práctica. 


Figura 3-17 
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EJEMPLO |3.1 


Clasifique cada una de las armaduras de la figura 3.18 como estable, 
inestable, estáticamente determinada o estáticamente indeterminada. 
Las armaduras están sometidas a cargas externas arbitrarias, las cua- 
les se suponen conocidas y pueden actuar en cualquier punto de las 
vigas. 


SOLUCIÓN 


Figura 3-18a. Estable externamente, puesto que las reacciones no 
son concurrentes ni paralelas. Como b = 19, r = 3,j = 11, entonces b 
+ r =2j022 = 22. Por lo tanto, la armadura es estáticamente determi- 
nada. Por inspección, la armadura es estable internamente. 


Figura 3-18 


Figura 3-18b. Estable externamente. Como b =15,r=4,j¡=09, 
entonces b + r > 2j0 19 > 18. La armadura es estáticamente indeter- 
minada de primer grado. Por inspección, la armadura es estable interna- 
mente. 
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Figura 3-18c. Estable externamente. Como b =9,r=3, ¡= 6,enton- 
ces b + r=2j¡0 12 = 12. La armadura es estáticamente determinada. 
Por inspección, la armadura es estable internamente. 


Figura 3-18d. Estable externamente. Como b = 12,r = 3,j = 8, en- 
tonces b + r< 2j0 15 < 16. La armadura es inestable internamente. 
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M PROBLEMAS 


3-1. Clasifique cada una de las armaduras siguientes como 3-2. Clasifique cada una de las armaduras siguientes como 
estáticamente determinada, estáticamente indeterminada estable, inestable, estáticamente determinada o estáticamente 
O inestable. Si es indeterminada, establezca su grado. indeterminada. Si es indeterminada, establezca su grado. 


Prob. 3-2 


SANS 
LALA 


(d) 
Prob. 3-1 
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33. Clasifique cada una de las siguientes armaduras como 
estáticamente determinada, indeterminada o inestable. Si es 
indeterminada, establezca su grado. 


*3-4, Clasifique cada una de las siguientes armaduras como 
estáticamente determinada, estáticamente indeterminada 
O inestable. Si es indeterminada, establezca su grado. 


(c) 
Prob. 3-3 


(d) 
Prob. 3-4 
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3.3 El método de los nodos 


Si una armadura está en equilibrio, entonces cada una de sus juntas O 
nodos también debe estar en equilibrio. Por consiguiente, el método de 
los nodos consiste en satisfacer las condiciones de equilibrio 2F, = 0 y 
2F, = 0 para las fuerzas ejercidas sobre el pasador en cada junta de la ar- 
madura. 

Cuando se utiliza el método de los nodos, es necesario dibujar el dia- 
grama de cuerpo libre de cada junta antes de aplicar las ecuaciones de 
equilibrio. Recuerde que la línea de acción de cada fuerza de un ele- 
mento que actúa sobre la junta se especifica a partir de la geometría de la 
armadura, puesto que la fuerza en un elemento pasa a lo largo de su eje. 
Como ejemplo, considere la junta B de la armadura que se muestra en la 
figura 3-19a. Con base en el diagrama de cuerpo libre, figura 3-19b, las 
únicas incógnitas son las magnitudes de las fuerzas en los elementos BA 
y BC. Como se muestra en la figura, Fy, está “jalando” el pasador, lo que 
indica que el elemento BA está en tensión, mientras que Fz¿ está “empu- 
jando” el pasador y, por consiguiente, el elemento BC está en compre- 
sión. Estos efectos se demuestran claramente al usar el método de las 
secciones y al aislar la junta con pequeños segmentos de los elementos 
conectados al pasador, figura 3-19c. Observe que el hecho de empujar o 
jalar estos pequeños segmentos indica el efecto de los elementos ya sea 
en compresión o en tensión. 

En todos los casos, el análisis de las juntas debe comenzar en una junta 
contando con al menos una fuerza conocida y un máximo de dos fuerzas 
desconocidas, como en la figura 3-19b. De esta manera, la aplicación de 
2F, = 0 y 23F, = 0 genera dos ecuaciones algebraicas que pueden resol- 
verse para determinar las dos incógnitas. Al aplicar estas ecuaciones, el 
sentido correcto de una fuerza desconocida de un elemento puede deter- 
minarse mediante alguno de los dos métodos posibles. 


B 
——> 500 N 


ES Fc (compresión) 


Fz, (tensión) 


(b) 


DA 


| 2m Fz, (tensión) 


Fc (compresión) 


(a) (c) 
Figura 3-19 


3.3 EL MÉTODO DE LOS NODOS 95 


1. Siempre suponga que las fuerzas desconocidas de los elementos que 
actúan en el diagrama de cuerpo libre de la junta están en tensión, es 
decir, “jalando” el pasador. Si se hace esto, entonces la solución 
numérica de las ecuaciones de equilibrio producirá escalares posi- 
tivos para los elementos en tensión y escalares negativos para los 
elementos en compresión. Una vez que se encuentre la fuerza des- 
conocida de un elemento, debe utilizarse su magnitud y sentido 
correctos (T o C) en los diagramas de cuerpo libre de las juntas sub- 
secuentes. 


2. En muchos casos, el sentido correcto de la dirección de una fuerza 
desconocida de un elemento puede determinarse “mediante inspec- 
ción”. Por ejemplo, Fzc en la figura 3-19b debe empujar el pasador 
(compresión) ya que su componente horizontal, Fzc sen 45%, debe 
equilibrar la fuerza de 500 N (2F, = 0). Del mismo modo, Fz, es 
una fuerza de tensión, dado que equilibra la componente vertical, 
Fac cos 45” (2F, = 0). En casos más complicados, el sentido de una 
fuerza de elemento desconocida puede suponerse; entonces, después 
de aplicar las ecuaciones de equilibrio, el sentido supuesto puede 
verificarse a partir de los resultados numéricos. Una respuesta posi- 
tiva indica que el sentido es correcto, mientras que una respuesta ne- 
gativa indica que el sentido mostrado en el diagrama de cuerpo 
libre debe invertirse. Éste es el método que se utilizará en los pro- 
blemas de ejemplo que se presentan a continuación. 


Procedimiento de análisis 


El siguiente procedimiento proporciona un medio para analizar una armadura usando el 
método de los nudos. 


e Dibuje el diagrama de cuerpo libre de una junta con al menos una fuerza conocida y 
un máximo de dos fuerzas desconocidas. (Si esta junta se encuentra en uno de los so- 
portes, puede ser necesario calcular las reacciones externas en los soportes dibujando 
un diagrama de cuerpo libre de toda la armadura). 


Utilice uno de los dos métodos descritos antes para establecer el sentido de una fuerza 
desconocida. 


Los ejes x y y deben orientarse de modo que las fuerzas en el diagrama de cuerpo libre 
puedan descomponerse fácilmente en sus componentes x y y. Aplique las dos ecuacio- 
nes de equilibrio de fuerzas, 2F, = 0 y 2F, = 0, obtenga las dos fuerzas de elemento 
desconocidas y verifique su sentido de dirección correcto. 


Continuar con el análisis de cada una de las otras juntas, donde de nuevo es necesario 
elegir una junta que tenga como máximo dos incógnitas y por lo menos una fuerza co- 
nocida. 


Una vez que se encuentra la fuerza en un elemento a partir del análisis de una junta en 
uno de sus extremos, el resultado puede usarse para analizar las fuerzas que actúan 
sobre la junta ubicada en su otro extremo. Recuerde que un elemento en compresión 
“empuja” a la junta y un elemento en tensión “jala” a la articulación. 


96 CAPÍTULO 3 ANÁLISIS DE ARMADURAS ESTÁTICAMENTE DETERMINADAS 


EJEMPLO [3.2 


Determine la fuerza en cada elemento de la armadura que se muestra en 
la fotografía. Las dimensiones y las cargas se muestran en la figura 3-20a. 
Indique si los elementos están en tensión o en compresión. 


SOLUCIÓN 

Sólo es necesario determinar las fuerzas en la mitad de los elementos, 
puesto que la armadura es simétrica tanto con respecto a la carga 
como a la geometría. 


Junta A, figura 3-20b. El análisis puede iniciarse en la junta A. 
¿Por qué? El diagrama de cuerpo libre se muestra en la figura 3-20b. 


+1NF,=0; 4- Fagsen30 =0  F¿1G=8kN(C) Resp. 
F3SF,=0; Fag=8cos300 =0  Fag=6.928kN (T) Resp. 


Junta G, figura 3-20c. En este caso, observe cómo la orientación 
de los ejes x y y evita la solución simultánea de ecuaciones. 


HNZF, = 0; Fggsen60* — 3 cos 30" = 
Fc = 3.00 kN (C) 

+/2F,=0; 8-— 3sen30” — 3.00 cos 60 — Fog? =0 
Far = 5.00 kN (C) 


Fzr 


3.00 kN Junta B, figura 3-20d. 
AA +ÍSF,=0; Fpsen60* — 3.00 sen 30” =0 

Fs = 1.73kN (T) Resp. 
+ 2F,=0; Fc + 1.713 cos 60” + 3.00 cos 30” — 6.928 = 0 

Fac = 3.46 kN (T) Resp. 


6.928kN B Fc 
(d) 
Figura 3-20 
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EJEMPLO |3.3 


Determine la fuerza en cada elemento de la armadura de tijeras que 
se muestra en la figura 3-21a. Indique si los elementos están en ten- 
sión o en compresión. Las reacciones en los soportes se proporcionan 
en la figura. 


Ay =141.41b 
SOLUCIÓN 4 
La armadura se analizará en la siguiente secuencia: 


Junta E, figura 3-21b. Observe que la solución simultánea de ecua- 
ciones no puede realizarse debido a la orientación de los ejes x y y. 


+72F, =0; 191.0 cos 30” — Fzpsen 15" = 

Fgp = 639.1 lb (C) Resp. 
HA2F,=0;  639.1cos15” — Fgp — 191.0 sen 30” = 

Fgp = 521.8 1b (T) Resp. 


Junta D, figura 3-21c. 


+(2F, =0; —Fppsen 75” =0 Fop=0 


HNNEF,=0;  —Fpc+639.1=0  Fpc= 639.11b (C) 
639.1 Ib 
Junta C, figura 3-21d. 


BXYF,=0; Fegsen45” — 639.1 sen 45” =0 
Fcg = 639.1 lb (C) 
+1EF,=0;  —Fcp — 175 + 2(639.1) cos 45” = 
Fa = 288 11) 
Junta B, figura 3-21e. 
HNEF,=0; Fppsen75* —- 200=0 Fpp = 207.11b (C) 
+43F,=0; 639.1 + 207.1c0575 — Fp4=0 
Fa = 0271610) 
Junta A, figura 3-21f. 


BbYF,=0;  Fapcos 30” — 692.7 c0s 45% — 1414=0 


Far = 728.9 lb (T) Resp. 14 


692.7 1b 


+ I2F, =0; 125.4 — 692.7 sen 45” + 728.9 sen 30” = , 
comprobación 


A A 125.4 lb 
Observe que como ya se han calculado las reacciones, puede reali- 


zarse una comprobación adicional de los cálculos analizando la última (1 
junta F. Inténtelo y compruebe los resultados. Figura 3-21 
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E EF,=0;Fcg=0 
HEF,=0; Fep=0 
(b) 


Faz 


HF, =0; Fygsen0 =0 
Fag=0 (pues sen 6 % 0) 


5 SF,=0; -Fag+0=0 
FiE=0 


(c) 
Figura 3-22 


3.4 Elementos de fuerza cero 


El análisis de armaduras mediante el método de los nodos se simplifica 
en gran medida si primero se determinan los elementos que no soportan 
carga. Estos elementos de fuerza cero pueden ser necesarios para la esta- 
bilidad de la armadura durante su construcción y para prestar apoyo si la 
carga aplicada cambia. Por lo general, los elementos de fuerza cero de 
una armadura pueden determinarse mediante la inspección de las articu- 
laciones y se presentan en dos casos. 


Caso 1. Considere la armadura de la figura 3-22a. Los dos elementos 
en la junta C se conectan entre sí en ángulo recto y no hay carga externa 
sobre la junta. El diagrama de cuerpo libre de la junta C, figura 3-22b, in- 
dica que la fuerza en cada elemento debe ser cero a fin de mantener el 
equilibrio. Además, como en el caso de la junta A, figura 3-22c, esto debe 
ser cierto sin importar el ángulo, digamos 6, entre los elementos. 


Caso 2. Los elementos de fuerza cero también se presentan en las jun- 
tas con una geometría como la de la junta D en la figura 3-23a. Aquí nin- 
guna carga externa actúa sobre la junta, de modo que una sumatoria de 
fuerzas en la dirección y, figura 3-23b, que es perpendicular a los dos ele- 
mentos colineales, requiere que Fps = 0. Si se usa este resultado, FC 
también es un elemento de fuerza cero, como lo indica el análisis de fuer- 
zas de la junta F, figura 3-23c. 


En resumen, si sólo dos elementos no colineales forman una junta de 
una armadura y no se aplica ninguna carga externa o reacción en los so- 
portes sobre la junta, los elementos deben ser elementos de fuerza cero, 
Caso 1. Además, si tres elementos forman una junta de una armadura 
para la cual dos de los elementos son colineales, el tercer elemento es un 
elemento de fuerza cero, siempre y cuando no se aplique ninguna fuerza 
externa o reacción en los soportes sobre la junta, Caso 2. Se debe prestar 
atención especial a estas condiciones geométricas de la junta y la carga, 
puesto que el análisis de una armadura puede simplificarse considerable- 
mente si primero se detectan los elementos de fuerza cero. 


/ > Fr FE 


A (c) 


b 
(0) ASF, =0; Fepseno+0=0 
+eEF, =0; Fpp=0 Fer = 0 (pues sen 69 4 0) 


Figura 3-23 
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EJEMPLO [3.4 


Utilizando el método de los nodos, indique todos los elementos de la 
armadura que se muestra en la figura 3-24a y cuya fuerza es cero. 


(a) 
Figura 3-24 


SOLUCIÓN 
Buscando juntas semejantes a las analizadas en las figuras 3.22 y 3.23, 
se tiene 


Junta D, figura 3-24b. 
+12F, =0; Fpcsen0 =0 Fo=0 Resp. 
BEF,=0% Fig+0=0  Fp=0 Resp. 
Junta E, figura 3-24c. 
EF. =Wb Foa=0 Resp. 


(Observe que Fyc = P y un análisis de la junta C resultaría en una 
fuerza en el elemento CF.) 


Junta H, figura 3-24d. 
+7 DE == O; Fu =0 Resp. 


Junta G, figura 3-24e. El soporte de oscilador en G sólo puede 
ejercer un componente x de la fuerza sobre la junta; es decir, G,. Por 
lo tanto, 


+ EF, =0; Fca=0 Resp. 
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M PROBLEMAS FUNDAMENTALES 


F3-1. Determine la fuerza en cada elemento de la arma- F3-4. Determine la fuerza en cada elemento de la arma- 
dura e indique si está en tensión o en compresión. dura e indique si está en tensión o en compresión. 


C 40 kN 


2k 


8 pies 


F3-1 


F3-2. Determine la fuerza en cada elemento de la arma- 
dura e indique si está en tensión o en compresión. 


Á 6 pies , F3-4 


F3-5. Determine la fuerza en cada elemento de la arma- 
dura e indique si está en tensión o en compresión. 


6kN  F3-2 


F3-3. Determine la fuerza en cada elemento de la arma- 
dura e indique si está en tensión o en compresión. 


F3-5 


F3-6. Determine la fuerza en cada elemento de la arma- 
dura e indique si está en tensión o en compresión. 


NU 7 


B C D 
2m 2m 2m 2 m-— + 


F3-3 800 N F3-6 


MM PROBLEMAS 
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3-5. Un señalamiento está sometido a una carga del 
viento que ejerce fuerzas horizontales de 300 lb en las jun- 
tas B y C de una de las armaduras laterales de soporte. De- 
termine la fuerza en cada elemento de la armadura e 
indique si los elementos están en tensión o en compresión. 


Prob. 3-5 


3-6. Determine la fuerza en cada elemento de la arma- 
dura. Indique si los elementos están en tensión o en com- 
presión. Suponga que todos los elementos están conectados 
mediante articulaciones. 


Prob. 3-6 


3-7. Determine la fuerza en cada elemento de la arma- 
dura. Indique si los elementos están en tensión o en com- 
presión. Considere P = 8 kN. 


*3-8. Si la fuerza máxima que cualquier elemento puede 
soportar es de 8 kN en tensión y 6 kN en compresión, deter- 
mine la fuerza P máxima que puede soportar la junta D. 


Probs. 3-7/3-8 


3-9, Determine la fuerza en cada elemento de la arma- 
dura. Indique si los elementos están en tensión o en com- 
presión. 


4k 4k 


«12 pies L 


Prob. 3-9 


C 
12 pies l 12 pies 
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3-10. Determine la fuerza en cada elemento de la arma- *3-12. Determine la fuerza en cada elemento de la arma- 
dura. Indique si los elementos están en tensión o en com- dura. Indique si los elementos están en tensión o en com- 
presión. presión. Suponga que todos los elementos están conectados 


mediante articulaciones. AG = GF = FE = ED. 


8 kN 


B E D E 
' 10 pies 10 pies [ 10 pies 10 pies— 


Prob. 3-10 Prob. 3-12 
3-11. Determine la fuerza en cada elemento de la arma- 3-13. Determine la fuerza en cada elemento de la arma- 
dura. Indique si los elementos están en tensión o en com- dura. Indique si los elementos están en tensión o en com- 
presión. Suponga que todos los elementos están conectados presión. 


mediante articulaciones. 


SkN SkN SkN 


Prob. 3-11 Prob. 3-13 
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3-14. Determine la fuerza en cada elemento de la arma- *3-16. Determine la fuerza en cada elemento de la arma- 
dura de techo. Indique si los elementos están en tensión o dura. Indique si los elementos están en tensión o en com- 
en compresión. presión. 


- 6x4m=24m »| 
Prob. 3-14 
Prob. 3-16 
3-15. Determine la fuerza en cada elemento de la arma- 3-17. Determine la fuerza en cada elemento de la arma- 
dura de techo. Indique si los elementos están en tensión o dura de techo. Indique si los elementos están en tensión o 
en compresión. Suponga que todos los elementos están co- en compresión. Suponga que B es un pasador y que C es un 
nectados mediante articulaciones. soporte de rodillos. 


2kN 2 kN 


Prob. 3-15 Prob. 3-17 
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ANÁLISIS DE ARMADURAS ESTÁTICAMENTE DETERMINADAS 


3.5 El método de las secciones 


Si se deben determinar las fuerzas sólo en unos cuantos elementos de 
una armadura, por lo general el método de las secciones proporciona el 
medio más directo para obtener estas fuerzas. El método de las secciones 
consiste en hacer pasar una sección imaginaria a través de la armadura, 
de modo que la corta en dos partes. Siempre que toda la armadura esté 
en equilibrio, cada una de las dos partes también debe estar en equilibrio 
y, en consecuencia, las tres ecuaciones de equilibrio pueden aplicarse a 
cualquiera de estas dos partes para determinar las fuerzas en los elemen- 
tos de la “sección cortada”. 

Cuando se emplea el método de las secciones para determinar la fuerza 
en un elemento en particular, debe tomarse una decisión sobre la forma 
de “cortar” o seccionar la armadura. Como sólo pueden aplicarse tres 
ecuaciones independientes de equilibrio (2F, = 0, 2F, =0,2Mo =0) a la 
parte aislada de la armadura, trate de seleccionar una sección que, en ge- 
neral, no pase a través de más de tres elementos en los que las fuerzas 
sean desconocidas. Por ejemplo, considere la armadura de la figura 3-25a. 
Si se va a determinar la fuerza en el elemento GC, la sección aa sería 
adecuada. En las figuras 3-25b y 3-25c se muestran los diagramas de 
cuerpo libre de las dos partes. En particular, tenga en cuenta que la línea 
de acción de cada fuerza en un elemento seccionado se especifica a par- 
tir de la geometría de la armadura, puesto que la fuerza en un elemento pasa 
a lo largo del eje del elemento. Además, las fuerzas de un elemento que 
actúan sobre una parte de la armadura son iguales pero opuestas a las 
que actúan sobre la otra parte, lo que se debe a la tercera ley de Newton. 
Como puede observarse, los elementos que supuestamente están en ten- 
sión (BC y CG) están sometidos a un “jalón”, mientras que el elemento 
en compresión (GF) está sometido a un “empujón”. 


(c) 


Figura 3-25 


3.5 


Las tres fuerzas de elemento desconocidas Fyc, Fac y Fo» pueden ob- 
tenerse mediante la aplicación de las tres ecuaciones de equilibrio al dia- 
grama de cuerpo libre de la figura 3-25b. Sin embargo, si se considera el 
diagrama de cuerpo libre de la figura 3-25c, deberán determinarse en 
primer lugar las tres reacciones de soporte D,, D,, y E,. ¿Por qué? (Por 
supuesto, esto se hace de la manera usual, considerando un diagrama de 
cuerpo libre de toda la armadura). Al aplicar las ecuaciones de equili- 
brio, considere la manera de escribir las ecuaciones con el fin de obtener 
una solución directa para cada una de las incógnitas, en vez de tener que 
resolver ecuaciones simultáneas. Por ejemplo, si se suman momentos res- 
pecto a C en la figura 3-25b generaría una solución directa para Fgf 
puesto que Fyc y Fic crean momentos cero alrededor de C. Del mismo 
modo, Fz¿ puede obtenerse directamente a partir de una sumatoria de mo- 
mentos alrededor de G. Por último, Fc puede determinarse directa- 
mente a partir de una sumatoria de fuerzas en la dirección vertical, dado 
que F;¿; y Fzc no tienen componentes verticales. 

Como en el método de los nudos, hay dos formas de determinar el sen- 
tido correcto de una fuerza de elemento desconocida. 


1. Siempre suponga que las fuerzas de elemento desconocidas en la sec- 
ción cortada están en tensión, es decir, “jalando” el elemento. De esta 
manera, la solución numérica de las ecuaciones de equilibrio gene- 
rará escalares positivos para los elementos en tensión y escalares 
negativos para los elementos en compresión. 


2. En muchos casos, el sentido correcto de una fuerza de elemento des- 
conocida puede determinarse “por inspección”. Por ejemplo, Fz¿ es 
una fuerza de tensión como se representa en la figura 3-25b, puesto 
que el equilibrio de momentos respecto a G requiere que Fy¿ cree 
un momento opuesto al de la fuerza de 1000 N. Además, F¿¿ es de 
tensión porque su componente vertical debe equilibrar la fuerza 
de 1000 N. En casos más complicados, el sentido de una fuerza de 
elemento desconocida puede suponerse. Si la solución resulta ser un 
escalar negativo, esto indicará que el sentido de la fuerza es opuesto 
al mostrado en el diagrama de cuerpo libre. Éste es el método que 
se utilizará en los siguientes problemas de ejemplo. 


En el norte de California se cons- 
truye una armadura de puente sobre 
el lago Shasta. 


EL MÉTODO DE LAS SECCIONES 
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Procedimiento de análisis 


El siguiente procedimiento proporciona un medio para aplicar el método de las seccio- 
nes a fin de determinar las fuerzas en los elementos de una armadura. 


Diagrama de cuerpo libre 


e Tome una decisión sobre la forma de “cortar” o seccionar la armadura a través de los 
elementos en los que deben determinarse las fuerzas. 


Antes de aislar la sección adecuada, quizá se requiera determinar las reacciones exter- 
nas de la armadura, de modo que las tres ecuaciones de equilibrio sólo se usen para 
encontrar las fuerzas de elemento en la sección cortada. 


Dibuje el diagrama de cuerpo libre de la parte de la armadura seccionada que tenga el 
menor número de fuerzas en ella. 


Utilice uno de los dos métodos descritos anteriormente para establecer el sentido de 
una fuerza desconocida. 


Ecuaciones de equilibrio 


e Los momentos deben sumarse alrededor de un punto que se encuentre en la intersec- 
ción de las líneas de acción de dos fuerzas desconocidas; de esta manera, la tercera 
fuerza desconocida se determina directamente a partir de la ecuación. 


e Si dos de las fuerzas desconocidas son paralelas, las fuerzas pueden sumarse en forma 
perpendicular a la dirección de estas incógnitas a fin de determinar directamente la ter- 
cera fuerza desconocida. 


Ejemplo de una armadura Warren (con verticales) 
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EJEMPLO |3.5 


Determine la fuerza en los elementos GJ y CO de la armadura de 
techo que se muestra en la fotografía. Las dimensiones y las cargas se 
muestran en la figura 3-26a. Indique si los elementos están en tensión 
o en compresión. Las reacciones en los soportes ya se han calculado. 


Gs 
1159.3 e a pies 3 pies 3pies 3 pies 3 SS E Ae lb 


(a) 
Figura 3-26 


SOLUCIÓN 
Elemento CF. 


Diagrama de cuerpo libre. La fuerza en el elemento GJ puede ob- 300 lb 
tenerse al considerar la sección aa de la figura 3-26a. En la figura 

3.26b se muestra el diagrama de cuerpo libre de la parte derecha de 

esta sección. 


Ecuaciones de equilibrio. Aplicando 2M, = 0 se puede obtener 
una solución directa para Fg,. ¿Por qué? Para simplificar, deslice Fg, 
hacia el punto G (principio de transmisibilidad), figura 3-26b. Por lo 
tanto, 


(+35M,=0;  —Fgysen30%(6) + 300(3.464) = 0 
Fay = 346 lb (C) 


Elemento GC. 


Diagrama de cuerpo libre. La fuerza en CO puede obtenerse 
usando la sección bb de la figura 3-26. En la figura 3-26c se muestra 
el diagrama de cuerpo libre de la parte izquierda de la sección. 


Ecuaciones de equilibrio. Los momentos se sumarán respecto al 
punto A con el fin de eliminar las incógnitas Fo» y Fcp. 


(+EM,=0;  —300(3.464) + Fco(6) = 0 
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EJEMPLO [3.6 


Determine la fuerza en los elementos GF y GD de la armadura que se 
muestra en la figura 3-27a. Indique si los elementos están en tensión o 
en compresión. Las reacciones en los soportes ya se han calculado. 


Figura 3-27 


SOLUCIÓN 


Diagrama de cuerpo libre. Se considerará la sección aa de la fi- 
gura 3-27a. ¿Por qué? En la figura 3-27b se muestra el diagrama de 
cuerpo libre a la derecha de esta sección. La distancia EO puede de- 
terminarse mediante triángulos semejantes o al observar que el ele- 
mento GF cae verticalmente 4.5 — 3 = 1.5 m en 3 m, figura 3-27a. Por 
consiguiente, para caer 4.5 m desde G, la distancia de Ca O debe ser 
de 9 m. Además, los ángulos que forman F¿p y Fgs con la horizontal 
son tan *(4.5/3) = 56.3" y tan *(4.5/9) = 26.6”, respectivamente. 


Ecuaciones de equilibrio. La fuerza en GF puede determinarse di- 
rectamente aplicando 2Mp = 0. ¿Por qué? Para el cálculo aplique el 
principio de transmisibilidad y deslice Fg» hasta el punto O. Por lo 
tanto, 


(+EMp = 0; —Fgp sen 26.66) + 7(3) =0 
Far = 7.83 kN (C) Resp. 
La fuerza en GD se determina directamente al aplicar My = 0. Para 


simplificar aplique el principio de transmisibilidad y deslice F¿p hacia D. 
Así, 


(+EMo = 0; -7(3) + 2(6) + Fapsen56.3(6) = 0 
Fap = 1.80 kN (C) 
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EJEMPLO |3.7 


Determine la fuerza en los elementos BC y MC de la armadura K que 
se muestra en la figura 3-28a. Indique si los elementos están en tensión 
o en compresión. Las reacciones en los soportes ya se han calculado. 


I H 


LA 
Al = y A 


MEA 
Bla 
Es 
(a E E pa el pies EE 


A, =2900 lb 12001b 15001b 1800 1b G, = 1600 16 
(a) 


EN Oe P 


SOLUCIÓN 


Diagrama de cuerpo libre. Aunque la sección aa que se muestra 
en la figura 3-28a realiza un corte a través de cuatro elementos, es po- 
sible descomponer la fuerza en el elemento BC usando esta sección. 
En la figura 3-28b se muestra el diagrama de cuerpo libre de la parte 
izquierda de la armadura. 


Ecuaciones de equilibrio. La suma de los momentos respecto al 
punto L£ elimina tres de las incógnitas, por lo que 
(+2EM, =0; —2900(15) + Fgc(20) =0 

F5c = 2175 1b (T) Resp. 
Diagramas de cuerpo libre. La fuerza en MC puede obtenerse de 
manera indirecta al obtener primero la fuerza en MB a partir del 
equilibrio de fuerzas verticales en la junta B, figura 3-28c, es decir, 
Fug = 1200 lb (T). Entonces, con base en el diagrama de cuerpo libre 
de la figura 3-28b, 
+P2F, =0; 2900 — 1200 + 1200 — Fy, =0 

Fy = 2900 lb (T) 

En la figura 3-28d se muestra el diagrama de cuerpo libre de la junta 
M, en el cual se usan estos resultados. 


2900 lb 1200 lb 


Ecuaciones de equilibrio. 


3 3 
+ = en 
sm (rue (2) =0 
VERS Aaa 
2 2 
FEF, En 0; 2900 — 1200 — (7 )rne > (Jem =0 


Fux =15321b(C)  Fmc=15321b(T) Resp. 


En ocasiones, como en este ejemplo, la aplicación tanto del método de 
las secciones como del método de los nudos conduce a una solución 
más directa del problema. 

También es posible obtener la fuerza en MC usando el resultado de 
Fz¿. En este caso, se pasa una sección vertical a través de LK, MK, MC (d) 
y BC, figura 3-28a. Se aísla la sección izquierda y se aplica 2Mx = 0. Figura 3-28 
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EJEMPLO [3.8 


ANÁLISIS DE ARMADURAS ESTÁTICAMENTE DETERMINADAS 


3.6 Armaduras compuestas 


En la sección 3-2 se estableció que las armaduras compuestas se forman 
al conectar entre sí dos o más armaduras simples, ya sea mediante las ba- 
rras O las juntas. De manera ocasional, este tipo de armadura se analiza 
de una mejor manera si se aplican tanto el método de los nudos como 
el de las secciones. Con frecuencia es conveniente reconocer antes el tipo 
de construcción, según la lista presentada en la sección 3-2, para después 
realizar el análisis aplicando el siguiente procedimiento. 


Indique cómo analizar la armadura compuesta que se muestra en la 
figura 3-29a. Las reacciones en los apoyos ya se han calculado. 


SOLUCIÓN 
La armadura es compuesta puesto que las armaduras simples ACH y 
CEG están conectadas mediante el pasador en C y la barra HG. 

La sección aa de la figura 3-29a corta la barra HG y otros dos ele- 
mentos que tienen fuerzas desconocidas. En la figura 3-29b se muestra 
un diagrama de cuerpo libre de la parte izquierda. La fuerza en HG se 
determina de la manera siguiente: 


(+Mc¿=0; —5S(4) + 4(2) + Fiyc(4sen 60%) =0 
Fuga = 3.46 kN (C) 


Ahora se procede a determinar la fuerza en cada elemento de las 
armaduras simples siguiendo el método de los nudos. Por ejemplo, el 
diagrama de cuerpo libre de ACH se muestra en la figura 3-29c. Las 
juntas de esta armadura pueden analizarse en la siguiente secuencia: 


Figura 3-29 


Junta A: Determine la fuerza en AB y Al. 
Junta H: Determine la fuerza en HI y HJ. 
Junta I. Determine la fuerza en [Je IB. 
Junta B: Determine la fuerza en BC y BJ. 
Junta J: Determine la fuerza en JC. 


3.6 ARMADURAS COMPUESTAS 


EJEMPLO [3.9 


Las armaduras de techo compuestas se usan en un vivero, como se 
muestra en la fotografía. Tienen las dimensiones y la carga que se mues- 
tran en la figura 3-304. Indique la forma de analizar esta armadura. 


Nest 
PA YMBVA >. 


SNE EAS. 
) 


m m m 1m 11m 
( 


a 


+= 
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mim im im im im 


( 
Figura 3-30 


SOLUCIÓN 

La fuerza en EF puede obtenerse usando la sección aa de la figura 
3-30a. En la figura 3-30b se muestra el diagrama de cuerpo libre del 
segmento de la derecha. 


(+EMo =0; —1(1) — 1(2) — 1(3) — 1(4) — 1(5) — 0.5(6) + 6(6) — Fgr(6 tan 309) = 0 
Fer = 520kN (T) Resp. 


Por inspección, observe que BT, EO y HJ son elementos de fuerza 
cero puesto que +7 3 F y = O en las juntas B, E y H, respectivamente. 
También, por aplicación +M2F, = 0 (perpendicular a AO) en las 
juntas de P, O, S y T, puede determinarse directamente la fuerza en 
los elementos PU, QU, SC y TC, respectivamente. 
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EJEMPLO [3.70 


Indique cómo analizar la armadura compuesta que se muestra en la 
figura 3-31a. Las reacciones en los soportes ya se han calculado. 


45, a 
E 
+—6 pies—+—6 pies—|L—6 pies 


3 k F,=3k 
(a) 


Figura 3-31 


SOLUCIÓN 
La armadura puede clasificarse como compuesta del tipo 2, puesto 
que las armaduras simples ABCD y FEHG están conectadas por tres 
barras que no son paralelas ni concurrentes, a saber, CE, BH y DG. 
Si se usa la sección aa de la figura 3-31a, es posible determinar la 
fuerza en cada barra de conexión. En la figura 3-31b se muestra el dia- 
grama de cuerpo libre de la parte izquierda de esta sección. Por lo 
tanto, 


(+2Mz=0; -3(6) — Fpc(6 sen 45%) + F¿gcos 45*(12) 
+ Fegsen45 (6) = 0 a) 


+P2F,=0; 3-3-— Fpysen45” + Fggsen 45” = (2) 
BsF, =0, —Fggcos45” + Fpa6 — Fog cos 45” = (3) 


A partir de la ecuación (2), Fgy = Fes; entonces, al resolver simultá- 
neamente las ecuaciones (1) y (3) se obtiene 


Ahora puede realizarse el análisis de cada armadura simple conec- 
tada siguiendo el método de los nudos. Por ejemplo, con base en la fi- 
gura 3-31c, esto puede hacerse en la siguiente secuencia. 


Junta A: Determine la fuerza en AB y AD. 
Junta D: Determine la fuerza en DC y DB. 
Junta C: Determine la fuerza en CB. 
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M PROBLEMAS FUNDAMENTALES 


F3-7. Determine la fuerza en los elementos HG, BG y BC F3-10. Determine la fuerza en los elementos GF, CF y 
e indique si están en tensión o en compresión. CD e indique si están en tensión o en compresión. 


F3-8. Determine la fuerza en los elementos AG, HC y BC F3-11. Determine la fuerza en los elementos FE, FC y BC 
e indique si están en tensión o en compresión. e indique si están en tensión o en compresión. 


4 ie p4 ie —p4 ie ——4 ie — 


F3-11 


F3-9. Determine la fuerza en los elementos ED, BD y BC 


e indique si están en tensión o en compresión. F3-12. Determine la fuerza en los elementos GF, CF y 


CD e indique si está en tensión o en compresión. 
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M PROBLEMAS 


3-18. Determine la fuerza en los elementos GF, FC y CD 
de la armadura de puente. Indique si los elementos están en 
tensión o en compresión. Suponga que todos los elementos 
están conectados mediante pasadores. 


G 
E ' 
H F 15 pies 
30 pies 
A á E E y E | 
oyo] ELELE) CEE] ¡SSA Ea 


B 


D 
p 40 pies 40 pies 40 pies aL 40 pies - 


15k 10k 


Prob. 3-18 


3-19. Determine la fuerza en los elementos JK, JN y CD. 
Indique si los elementos están en tensión o en compresión. 
Identifique todos los elementos de fuerza cero. 


Prob. 3-19 


*3-20. Determine la fuerza en los elementos GF, FC y CD 
de la armadura en voladizo. Indique si los elementos están 
en tensión o en compresión. Suponga que todos los elemen- 
tos están conectados mediante pasadores. 


12kN 


12 kN ] 3m 


Prob. 3-20 


3-21. La armadura Howe está sujeta a la carga que se 
muestra. Determine las fuerzas en los elementos GF, CD y 
GC. Indique si los elementos están en tensión o en compre- 
sión. Suponga que todos los elementos están conectados 
mediante pasadores. 


Prob. 3-21 


3-22. Determine la fuerza en los elementos BG, HG y BC 
de la armadura e indique si los elementos están en tensión o 
en compresión. 


Prob. 3-22 


3-23. Determine la fuerza en los elementos GF, CF y CD 
de la armadura de techo e indique si los elementos están en 
tensión o en compresión. 


Prob. 3-23 


*3-24. Determine la fuerza en los elementos GF, FB y BC 
de la armadura Fink e indique si los elementos están en ten- 
sión o en compresión. 


B , Cc 
-—10 pies —> 


Prob. 3-24 
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3-25. Determine la fuerza en los elementos /H, ID y CD 
de la armadura. Indique si los elementos están en tensión o 
en compresión. Suponga que todos los elementos están co- 
nectados mediante pasadores. 


3-26. Determine la fuerza en los elementos JI, IC y CD de 
la armadura. Indique si los elementos están en tensión o en 
compresión. Suponga que todos los elementos están conec- 
tados mediante pasadores. 


Probs. 3-25/3-26 


3-27. Determine las fuerzas en los elementos KJ, CD y CI 
de la armadura. Indique si los elementos están en tensión o 
en compresión. 


adi al 


Prob. 3-27 


116 


CAPÍTULO 3 ANÁLISIS DE ARMADURAS ESTÁTICAMENTE DETERMINADAS 


3.7 Armaduras complejas 


Las fuerzas en los elementos de una armadura compleja pueden deter- 
minarse siguiendo el método de los nudos; sin embargo, la solución re- 
querirá escribir las dos ecuaciones de equilibrio para cada una de las j 
juntas de la armadura y después resolver el conjunto completo de 2j 
ecuaciones en forma simultánea.* Este enfoque puede ser poco práctico 
si los cálculos se realizan manualmente, en especial cuando las armadu- 
ras son muy grandes. Por ello, a continuación se presenta un método más 
directo para analizar una armadura compleja, conocido como el método 
de los elementos substitutos. 


Procedimiento de análisis 


Con referencia a la armadura de la figura 3-32a, se requieren los siguientes pasos para 
determinar las fuerzas en los elementos mediante el método de los elementos sustitutos. 


Fuerzas S; Fuerzas s; 


(b) (c) 
Figura 3-32 


*Esto puede realizarse fácilmente empleando una computadora, como se muestra en el 
capítulo 14 
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Reducción a una armadura simple estable 


Determine las reacciones en los soportes y comience por imaginar cómo analizaría la 
armadura aplicando el método de los nudos, es decir, pasando de una junta a otra y 
resolviendo para encontrar cada fuerza de elemento. Si se llega a una junta donde hay 
tres incógnitas, elimine uno de los elementos en la articulación y reemplácelo por un 
elemento imaginario en cualquier otra parte de la armadura. De esta manera, se 
reconstruye la armadura como una armadura simple estable. 

Por ejemplo, en la figura 3-32a se observa que cada junta tendrá tres fuerzas de ele- 
mento desconocidas actuando sobre ella. Por lo tanto, se eliminará el elemento AD y se 
reemplazará con el elemento imaginario CE, figura 3-32b. Esta armadura puede anali- 
zarse ahora mediante el método de los nudos para los dos tipos de carga que siguen. 


Carga externa sobre una armadura simple 


Cargue la armadura simple con la carga real P y después determine la fuerza S,' en cada 
elemento ¿. Cuando las reacciones ya han sido determinadas, en la figura 3-32b se puede 
comenzar en la junta A para determinar las fuerzas en AB y AF, después en la junta F 
para determinar las fuerzas en FE y FC; luego en la junta D para determinar las fuerzas 
en DE y DC (las cuales son iguales a cero); posteriormente, en la junta E para 
encontrar EB y EC, y finalmente la junta B para determinar la fuerza en BC. 


Retiro de la carga externa de la armadura simple 


Considere la armadura simple sin la carga externa P. Coloque cargas unitarias iguales 
pero opuestas alineadas sobre la armadura en las dos juntas de las cuales se retiró el 
elemento. Si estas fuerzas desarrollan una fuerza s, en el ¡-ésimo elemento de una 
armadura, entonces por proporción una fuerza x desconocida en el elemento retirado 
ejercería una fuerza de xs; en el ¡-ésimo elemento. 

Con base en la figura 3-32c, las cargas unitarias iguales pero opuestas no crearán reac- 
ciones en A y C cuando se aplican las ecuaciones de equilibrio a toda la armadura. Las 
fuerzas s; pueden determinarse mediante un análisis de las juntas en la misma secuencia 
anterior, es decir, primero la junta A, luego las juntas F, D, E y por último la junta B. 


Superposición 
Si los efectos de las dos cargas anteriores se combinan, la fuerza en el ¡-ésimo elemento 
de la armadura será 


S¡= S¡ + Xsj a) 


En particular, para el elemento sustituido EC en la figura 3-32b la fuerza Sic = S' gc + 
xSgc. Como el elemento EC en realidad no existe en la armadura original, se elegirá x 
con una magnitud tal que produzca una fuerza cero en EC. Por consiguiente, 


SEc th IEC 0 (Q) 


ox = —S'Ec/Sgc. Una vez que se ha determinado el valor de x, las fuerzas en los otros 
elementos ¡ de la armadura compleja pueden determinarse a partir de la ecuación (1). 
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EJEMPLO [3.11 


Determine la fuerza en cada elemento de la armadura compleja que 
se muestra en la figura 3-33a. Suponga que las juntas B, F y D se en- 
cuentran en la misma línea horizontal. Indique si los elementos están 
en tensión o en compresión. 


Figura 3-33 


SOLUCIÓN 


Reducción a una armadura simple estable. Por inspección, cada 
junta tiene tres fuerzas de elemento desconocidas. El análisis de las jun- 
tas puede realizarse en forma manual si, por ejemplo, se elimina el ele- 
mento CF y se sustituye por el elemento DB, figura 3-33b. La armadura 
resultante es estable y no colapsará. 


Carga externa sobre la armadura simple. Como se muestra en la 
figura 3-33b, se han determinado las reacciones en los soportes de la ar- 
madura. Aplicando el método de los nudos, primero puede analizarse 
la junta C para encontrar las fuerzas en los elementos CB y CD; luego la 
junta F, donde se observa que FA y FE son elementos de fuerza cero; 
después la junta E para determinar las fuerzas en los elementos EB 
y ED; posteriormente, la junta D para determinar las fuerzas en DA y 
DB, y por último la junta B para determinar la fuerza en BA. Estas fuer- 
zas S; se registran en la columna 2 de la tabla 1, donde se considera a la 
tensión como positiva y a la compresión como negativa. 


Retiro de la carga externa de la armadura simple. En la figura 
3-33c se muestra la carga unitaria que actúa sobre la armadura. Estas 
fuerzas iguales pero opuestas no crean reacciones externas sobre la 
armadura. El análisis de juntas sigue la misma secuencia indicada an- 
teriormente; es decir, se analizan las juntas C, F, E, D y B. Los resulta- 
dos del análisis de fuerzas s, se registran en la columna 3 de la tabla 1. 


Superposición. Se requiere 
SpB = SbB + XSpB =— 0 


Al sustituir los datos en S' pg y spg, donde S' pg es negativa puesto que 
la fuerza es de compresión, se tiene 


2.50 + x(1167) =0  x=2.143 


Los valores de xs;se registran en la columna 4 de la tabla 1, y las fuer- 
zas de elemento reales S¡= S; + xs; se enlistan en la columna 5. 


TABLA 1 


Elemento ; Si XSi S; 


CB 0.707 =1157 2.02 (T) 
CD 0.707 52 5.05 (C) 
FA 0.833 1.79 1.79 (T) 
FE 0.833 1.79 1.79 (T) 
EB 0 1a los 1.53 (C) 
ED 0.250 0.536 4.91 (C) 
DA 012 21163 3.81 (T) 
DB 1.167 2.50 0 

BA 0.250 0.536 1.96 (T) 
CB 2.14 (T) 


3.7 
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Figura 3-34 


E 


El techo de este pabellón se sostiene me- 
diante un sistema de armaduras espaciales. 


3.8 Armaduras espaciales 


Una armadura espacial consiste en elementos que están unidos entre sí por 
sus extremos para formar una estructura tridimensional estable. En la sec- 
ción 3-2 se demostró que la forma más simple de una armadura bidimen- 
sional estable se compone de elementos dispuestos en forma de un 
triángulo. Después se construyó una armadura plana simple con base en 
este elemento triangular, añadiendo dos elementos a la vez para formar 
nuevos miembros. De manera similar, el miembro más simple de una arma- 
dura espacial estable es un tetraedro, formado por la conexión de seis ele- 
mentos mediante cuatro juntas como se muestra en la figura 3-34.Todos los 
elementos adicionales añadidos a este elemento básico serían redundantes 
para soportar la fuerza P. Una armadura espacial simple puede construirse 
a partir de este miembro tetraédrico básico, agregando tres nuevos elemen- 
tos y otra junta para así formar tetraedros multiconectados. 


Determinación y estabilidad. Al observar que en tres dimen- 
siones hay tres ecuaciones de equilibrio para cada junta (2F, = 0, 3F, = 
0, EF, = 0), entonces para una armadura espacial con un número ¡ de 
juntas, hay 3j ecuaciones disponibles. Si la armadura tiene un número b 
de barras y un número r de reacciones, como es el caso de una armadura 
plana (ecuaciones 3-1 y 3-2), es posible escribir 


b+r<3j armadura inestable 

b+r=3j estáticamente determinada — comprobar 
estabilidad 63) 

b+r>3j estáticamente indeterminada — comprobar 
estabilidad 


La estabilidad externa de la armadura espacial requiere que las reacciones 
en los soportes mantengan la armadura en equilibrio de fuerzas y mo- 
mentos respecto de cualesquier ejes. En ocasiones esto puede compro- 
barse por inspección, pero si la armadura es inestable una solución de las 
ecuaciones de equilibrio dará resultados inconsistentes. La estabilidad in- 
terna puede comprobarse a veces mediante una inspección cuidadosa de 
la disposición de los elementos. Siempre que cada junta se mantenga fija 
por sus soportes o elementos conectados, de modo que no pueda moverse 
con respecto a las demás juntas, la estructura puede clasificarse como es- 
table internamente. Además, si se hace un análisis de fuerzas de la arma- 
dura y se obtienen resultados inconsistentes, entonces la configuración de 
la armadura será inestable o tendrá una “forma crítica”. 


Supuestos para el diseño. Los elementos de una armadura espa- 
cial pueden tratarse como elementos de fuerza axial, siempre que la carga 
externa se aplique en las juntas y éstas se formen mediante conexiones de 
rótula. Este supuesto se justifica suponiendo que los elementos unidos por 
una conexión se crucen en un punto común y el peso de los elementos 
pueda ignorarse. En los casos en que el peso de un elemento se incluya en 
el análisis, por lo general resulta satisfactorio aplicarlo como una fuerza 
vertical, con la mitad de su magnitud aplicada a cada extremo del elemento. 

Para el análisis de fuerzas, los soportes de una armadura espacial sue- 
len modelarse como un eslabón corto, una junta de rodillos plana, una 
junta de rodillos ranurada o una junta de rótula. En la tabla 3-1 se mues- 
tra cada uno de estos soportes y sus componentes de fuerza reactiva. 


3.8 ARMADURAS ESPACIALES 


TABLA 3-1 Soportes y sus componentes de fuerza reactiva 


() 
x 
eslabón corto 
(2) 
Z 
rodillo 
(3) 
z 
rodillo ranurado restringido 
en un cilindro 
(4) 


rótula 


x 


IEA 
Z 
y 
F, 
eS 
x F, 
Z 
y 
F, E, 
O 
x F 
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SN] 


Figura 3-35 


Debido a su eficiencia de costos, las torres 
de este tipo se usan para sostener varias lí- 
neas de transmisión eléctrica. 


Componentes de fuerza X, Y, Z. Como el análisis de una arma- 
dura espacial es tridimensional, a menudo será necesario descomponer la 
fuerza F de un elemento en los componentes que actúan a lo largo de los 
ejes x, y, z. Por ejemplo, en la figura 3-35 el elemento AB tiene una longi- 
tud / y proyecciones conocidas x, y, z a lo largo de los ejes coordenados. 
Estas proyecciones pueden relacionarse con la longitud del elemento 
mediante la ecuación 


l= Vx + y +2 (34) 


Como la fuerza F actúa a lo largo del eje del elemento, las componen- 
tes de F pueden determinarse por proporción de la siguiente manera: 


F, = e) F, = n(2) E = m3) (3-5) 


Tenga en cuenta que esto requiere 
2 2 2 
Pi E (3-6) 
El uso de estas ecuaciones se ilustrará en el ejemplo 3-12. 


Elementos de fuerza cero. En algunos casos, el análisis de las 
juntas de una armadura puede simplificarse si es posible detectar los ele- 
mentos de fuerza cero al reconocer dos casos comunes en la geometría 
de las juntas. 


Caso 1. Si todos los elementos conectados a una armadura menos uno 
están en el mismo plano y siempre que ninguna carga externa actúe 
sobre la junta, el elemento que no se encuentra en el plano de los demás 
elementos debe estar sometido a una fuerza cero. La prueba de esta afir- 
mación se muestra en la figura 3-36, donde los elementos A, B y C están 
en el plano x-y. Como la componente z de F, debe ser cero para satisfa- 
cer 2F, = 0, el elemento D debe ser un elemento de fuerza cero. Por el 
mismo razonamiento, el elemento D soportará una carga que puede de- 
terminarse a partir de 2F, = 0 si una fuerza externa actúa sobre la junta 
y tiene una componente que actúa a lo largo del eje z. 


Figura 3-36 


3.8 ARMADURAS ESPACIALES 


Caso 2. Sise ha determinado que todos menos dos de varios elementos 
conectados a una junta soportan fuerza cero, los dos elementos restantes 
también deben soportar fuerza cero, siempre que no se encuentran a lo 
largo de la misma línea. Esta situación se ilustra en la figura 3-37, donde 
se sabe que A y C son elementos de fuerza cero. Como F es colineal con 
el eje y, entonces la aplicación de 2F, = 0 0 2F, = 0 requiere que las 
componentes x o z de Fz sean cero. En consecuencia, Fg = 0. Si éste es el 
caso, Fp = 0 puesto que 2F, = 0. 


F 


Figura 3-37 


Debe prestarse atención especial a los dos casos anteriores de carga y 
geometría de las juntas, puesto que el análisis de una armadura espacial 
puede simplificarse considerablemente si se detectan primero los ele- 
mentos de fuerza cero. 


Procedimiento de análisis 


Para determinar las fuerzas desarrolladas en los elementos de una armadura espacial 
puede usarse el método de las secciones o el método de los nudos. 


Método de las secciones 


Si sólo deben determinarse algunas fuerzas de elemento, puede usarse el método de las 
secciones. Cuando se pasa una sección imaginaria a través de una armadura y ésta se 
divide en dos partes, el sistema de fuerza que actúa en cada una de las partes debe 
satisfacer las seis ecuaciones escalares de equilibrio: 2F, = 0, 2F, = 0, 2F, =0, 
2M, = 0, 2M, = 0, 2M, = 0. Mediante la elección adecuada de la sección y los ejes 
para sumar fuerzas y momentos, es posible calcular directamente muchas de las fuerzas 


de elemento desconocidas en una armadura espacial, empleando una sola ecuación de 
equilibrio. A este respecto, recuerde que el momento de una fuerza respecto a un eje es 
cero siempre que la fuerza sea paralela al eje o su línea de acción pase a través de un 
punto en el eje. 


Método de los nudos 


En general, si deben determinarse las fuerzas en todos los elementos de la armadura, 
el método de los nudos es el más adecuado para realizar el análisis. Cuando se utiliza el 
método de los nudos, es necesario resolver las tres ecuaciones de equilibrio escalares 
2F, = 0, 2F, = 0, 2F, = 0 en cada junta. Como es relativamente fácil dibujar los 
diagramas de cuerpo libre y aplicar las ecuaciones de equilibrio, el método de los nudos 
es muy consistente en su aplicación. 
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EJEMPLO [3.12 


Determine la fuerza en cada elemento de la armadura espacial que se 
muestra en la figura 3-38a. La armadura está soportada por una junta 
de rótula en A, una junta de rodillo ranurado en B y un cable en C. 


1 E=6001b 


Figura 3-38 


SOLUCIÓN 
La armadura es estáticamente determinada puesto que b + r = 3jo0 


bien 9 + 6 = 3(5), figura 3-38b. 


Reacciones en los soportes. Es posible obtener las reacciones en 
los soportes a partir del diagrama de cuerpo libre de toda la arma- 
dura, figura 3-38b, de la siguiente manera: 


=0  —600(4) + B,(8) =0 
=0; E =0 
EM, =0; B,(8) — 600(8) = 0 
SF, =0; 300 - A,=0 


EF, =0; A, - 600=0 


>, 


SF.=0; A, - 600=0 


>, 


EM, 


Junta B. El método de los nudos puede empezar en B, puesto que 
hay tres fuerzas de elemento desconocidas en esta junta, figura 3-38c. 
Las componentes de Fg¿, pueden determinarse por proporción a la 
longitud del elemento BE, como se indica en las ecuaciones 3-5. Se 
tiene que 


-600 + Far(5) =0  Fgg= 9001b (T) Resp. 


300 — Fac — 900(5) =0  Fgc=0 Resp. 


Fa 90($)=0  Fga= 6001b(C) Resp. 


Junta A. Usando el resultado para Fa = 600 lb (C), el diagrama de 
cuerpo libre de la junta A se muestra en la figura 3-38d. Se tiene 


600 — 600 + Fac sen 45" = 
Fic =0 Resp. 
—Farl 2) + 600 =0 
AE VS al 
Faz = 670.8 lb (C) Resp. 
-300 + Fap + 6708() =0 


Fip=0 Resp. 


Junta D. Por inspección, los elementos en la junta D, figura 3-38a, 
soportan fuerza cero, ya que la disposición de los elementos es similar 
a cualquiera de los dos casos analizados en referencia a las figuras 3-36 
y 3-37. Además, a partir de la figura 3-38€e, 


Fo =0 Resp. 
Foc =0 Resp. 


Junta C. Por observación del diagrama de cuerpo libre, figura 3-38f, 


Fog =0 Resp. 
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EJEMPLO [3.13 


Determine los elementos de fuerza cero de la armadura que se mues- 
tra en la figura 3-39a. Los soportes ejercen las componentes de reac- 
ción en la armadura como se indica en la figura. 


Figura 3-39 


SOLUCIÓN 

El diagrama de cuerpo libre, figura 3-39a, indica que hay ocho reac- 
ciones desconocidas para cuya solución sólo hay disponibles seis 
ecuaciones de equilibrio. Aunque éste sea el caso, las reacciones pue- 
den determinarse, puesto que b + r=3j016 + 8 = 3(8). 

Para detectar los elementos de fuerza cero, es necesario comparar 
las condiciones de la geometría de las juntas y la carga con las inclui- 
das en las figuras 3-36 y 3-37. Considere la junta F,, figura 3-39b. Como 
los elementos FC, FD y FE se encuentran en el plano x' y' y FG no 
está en este plano, FG es un elemento de fuerza cero. (Debe satisfa- 
cerse 2F,, = 0.) De la misma manera, a partir de la junta £, figura 
3-309c, EF es un elemento de fuerza cero, puesto que no se encuentra en 
el plano y”-z”. (Debe satisfacerse 2F» = 0.) Volviendo a la junta F, fi- 
gura 3-39b, puede observarse que Fry = Fc = 0 puesto que Frg = 
Fr = 0, y no hay fuerzas externas que actúen sobre la junta. Use este 
procedimiento para demostrar que AB es un elemento de fuerza cero. 

El análisis numérico de fuerzas en las juntas puede proceder ahora a 
analizar la junta G (Fgp = 0) para determinar las fuerzas en GH, GB, 
GC. Después se analiza la junta H para determinar las fuerzas en HE, 
HB y HA; la junta £ para determinar las fuerzas en EA, ED; la junta A 
para determinar las fuerzas en AB, AD y A,;la junta B para determi- 
nar la fuerza en BC y B,, B.; la junta D para determinar la fuerza en 
DC y D,, D, y, por último, la junta C para determinar C,, C,, C,. 
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MM PROBLEMAS 


*3-28. Determine las fuerzas en todos los elementos de la 3-30. Determine la fuerza en cada elemento e indique si 
armadura compleja. Indique si los elementos están en ten- los elementos están en tensión o en compresión. 

sión o en compresión. Sugerencia: Sustituya AD por un ele- 

mento ubicado entre £ y C. 


4kN 4kN 


12 pies 


¡B 
6 pies ds 6 pies Prob. 3-30 
Prob. 3-28 
3-29. Determine las fuerzas en todos los elementos de la 3-31. Determine la fuerza en todos los elementos de la ar- 
armadura (compleja) en forma de red. Indique si los ele- madura compleja. Indique si los elementos están en tensión 
mentos están en tensión o en compresión. Sugerencia: Susti- o en compresión. 


tuya JE por un elemento ubicado entre K y F. 


€ 
12 pies =F—6 pies 


Prob. 3-31 


Prob. 3-29 
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*3-32. Determine la fuerza desarrollada en cada ele- 
mento de la armadura espacial e indique si los elementos 
están en tensión o en compresión. La caja tiene un peso de 
150 lb. 


Prob. 3-32 


3-33. Determine la fuerza en cada elemento de la arma- 
dura espacial e indique si los elementos están en tensión o 
en compresión. Sugerencia: La reacción del soporte en E 
actúa a lo largo del elemento EB. ¿Por qué? 


Prob. 3-33 


ANÁLISIS DE ARMADURAS ESTÁTICAMENTE DETERMINADAS 


3-34, Determine la fuerza en cada elemento de la arma- 
dura espacial e indique si los elementos están en tensión o 
en compresión. La armadura se sostiene mediante articula- 
ciones de rótula en C, D, E y G. Nota: A pesar de que esta 
armadura es indeterminada de primer grado, es posible una 
solución debido a la simetría de la carga y la geometría. 


Prob. 3-34 


3-35. Determine la fuerza en los elementos FE y ED de la 
armadura espacial e indique si los elementos están en ten- 
sión o en compresión. La armadura se sostiene mediante 
una articulación de rótula en C y eslabones cortos en A y B. 


*3-36. Determine la fuerza en los elementos GD, GE y 
FD de la armadura espacial e indique si los elementos están 
en tensión o en compresión. 


Probs. 3-35/3-36 


3-37. Determine la fuerza en cada elemento de la arma- 
dura espacial. Indique si los elementos están en tensión o en 
compresión. 


Prob. 3-37 
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3-38. Determine la fuerza en los elementos BE, BF y BC 
de la armadura espacial e indique si los elementos están en 
tensión o en compresión. 


3-39. Determine la fuerza en los elementos CD, ED y CF 
de la armadura espacial e indique si los elementos están en 
tensión o en compresión. 


2 kN 


Probs. 3-38/3-39 


NM PROBLEMAS DE PROYECTO 


3-1P. Las armaduras Pratt de techo están espaciadas 
uniformemente a cada 15 pies. La cubierta, el material del 
techo y los largueros tienen un peso promedio de 5.6 
Ib/pie?. El edificio está situado en Nueva York, donde la 
carga de nieve prevista es de 20 Ib/pie? y la carga de hielo 
pronosticada es de 8 lb/pie?. Estas cargas se producen en el 
área horizontal proyectada del techo. Determine la fuerza 
en cada elemento debida a la carga muerta y a las cargas de 
la nieve y el hielo. Desprecie el peso de los elementos de la 
armadura y suponga que A es una articulación y que Fes un 
rodillo. 


D 
dal | [daa] 
L 8 pies—--—8 pies—-—8 pies 8 pies— 


Problema de proyecto 3-1P 
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REPASO DEL CAPÍTULO 


Las armaduras se componen de elementos delgados unidos en sus extremos para formar una serie de triángulos. 


Para el análisis se supone que los elementos están conec- T «<< >—> T 


tados mediante pasadores y que las cargas se aplican en 
las juntas. Por lo tanto, los elementos estarán en tensión o _EERqáA2A AA ASA E 


en compresión. 


Las armaduras pueden clasificarse en tres formas: 


Las armaduras simples se forman comenzando con un elemento triangular inicial, después se conecta a dos elementos más 
y una junta para así formar un segundo triángulo, etcétera. 


Las armaduras compuestas se forman al conectar entre sí dos o más armaduras simples usando una junta común y/o un ele- 
mento adicional. 


Las armaduras complejas son aquellas que no pueden clasificarse como simples o compuestas. 


armaduras 
simples 


armadura simple armadura compuesta 


armaduras 
simples 


armadura compuesta armadura compleja 


Si el número de barras o elementos de una armadura es 
b,se tienen r reacciones y hay ¡ juntas, entonces si 


b + r=2j,la armadura es estáticamente determinada 


b + r>2jla armadura es estáticamente indeterminada 
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La armadura será inestable externamente si las reacciones son concurrentes o paralelas. 
La estabilidad interna puede verificarse al contar el número de barras b, las reacciones r y las juntas j. 


Sib + r< 2j,la armadura es inestable. 


Sib + r=2jla armadura aún puede ser inestable, por lo que es necesario inspeccionarla y buscar arreglos de barras que 
formen un mecanismo paralelo, sin formar un elemento triangular. 


inestable—reacciones paralelas 


inestable internamente 


Las armaduras planas pueden analizarse por el método 
de los nudos. Esto se hace seleccionando cada junta en se- 
cuencia, de modo que tenga como máximo una fuerza co- 
nocida y al menos dos incógnitas. Se construye el 
diagrama de cuerpo libre de cada junta y se escriben y re- 
suelven dos ecuaciones de equilibrio de fuerzas, *F, = 0 
y 23F, = 0, a fin de determinar las fuerzas de elemento 
desconocidas. 

En el método de las secciones es necesario pasar una 
sección a través de la armadura y después dibujar un dia- 
grama de cuerpo libre de una de sus partes seccionadas. 
Después se determinan las fuerzas de elemento cortadas 
por la sección a partir de las tres ecuaciones de equilibrio. 
Normalmente puede encontrarse una sola incógnita si se 
suman los momentos respecto a un punto que elimine las 
otras dos fuerzas. 

Las armaduras compuestas y complejas también pue- 
den analizarse por el método de los nodos y el método de 
las secciones. Para obtener una solución directa de la 
fuerza en un elemento particular de una armadura com- 
pleja puede emplearse el “método de los elementos susti- 
tutos”. 


Las vigas y trabes simplemente apoyadas que forman la estructura de este 
edificio fueron diseñadas para resistir la fuerza cortante y el momento internos 
que actúan en toda su longitud. 


Cargas internas 
desarrolladas en 
elementos estructurales 


Antes de determinar las proporciones de un elemento estructural, es 
necesario conocer la fuerza y el momento que actúan en su interior. En 
este capítulo se desarrollarán los métodos para hallar estas cargas en 
puntos específicos a lo largo del eje de un elemento, y para mostrar 
gráficamente la variación utilizando los diagramas de fuerza cortante y 
de momento. Se presentarán aplicaciones tanto para vigas como para 
marcos. 


4.1 Cargas internas en un punto 
específico 


Como se estudió en la sección 2-3, la carga interna en un punto especí- 
fico de un elemento puede determinarse aplicando el método de las sec- 
ciones. En general, esta carga para una estructura coplanar consistirá en 
una fuerza normal N, una fuerza cortante V y un momento flexionante 
M.* Sin embargo, debe tenerse en cuenta que estas cargas representan 
en realidad las resultantes de la distribución de esfuerzos que actúa sobre 
el área transversal del elemento en la sección cortada. Una vez que se co- 
nocen las cargas internas resultantes, la magnitud del esfuerzo puede de- 
terminarse siempre que se suponga una distribución de esfuerzos sobre 
el área de la sección transversal específica. 


*Los marcos tridimensionales también puede estar sometidos a un momento de torsión, 
que tiende a doblar el elemento respecto de su eje. 133 
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CAPÍTULO 4 


CARGAS INTERNAS DESARROLLADAS EN ELEMENTOS ESTRUCTURALES 


Convención de signos. Antes de presentar un método para en- 
contrar la fuerza interna normal, la fuerza cortante y el momento flexio- 
nante, es necesario establecer una convención de signos para definir sus 
valores “positivo” y “negativo”.* Si bien la elección es arbitraria, la con- 
vención de signos que se adoptará aquí ha sido ampliamente aceptada 
en la práctica de la ingeniería estructural y se ilustra en la figura 4-1a. En 
la cara izquierda del elemento cortado, la fuerza normal N actúa hacia la 
derecha, la fuerza cortante interna V actúa hacia abajo y el momento M 
actúa en sentido inverso al de las manecillas del reloj (antihorario). De 
acuerdo con la tercera ley de Newton, una fuerza normal, una fuerza cor- 
tante y un momento flexionante iguales pero opuestos, deben actuar en 
la cara derecha del elemento en la sección. Quizás una manera fácil de 
recordar esta convención de signos sea aislar un pequeño segmento del 
elemento y recordar que una fuerza normal positiva tiende a alargar el 
segmento, figura 4-1b; que una fuerza cortante positiva tiende a hacer 
girar el segmento en el sentido de las manecillas del reloj (horario), figura 
4-1c, y que un momento flexionante positivo tiende a doblar el segmento 
en forma cóncava hacia arriba, a manera de un “recipiente para agua,” fi- 
gura 4-1d. 


M M 
> <É 
N N 
v 
(a) 
N *— > N 
(b) 
y M M 
v 
(c) (d) 
Figura 4-1 


*Esto será de utilidad posteriormente en las secciones 4-2 y 4-3, donde V y M se expresarán 
en función de x y después se representarán gráficamente. El hecho de tener una conven- 
ción de signos es semejante a asignar direcciones coordenadas positivas hacia la derecha 
para x, y positivas hacia arriba para y al momento de trazar una función y = f(x). 


4.1 CARGAS INTERNAS EN UN PUNTO ESPECÍFICO 


Procedimiento de análisis 


El siguiente procedimiento ofrece un medio de aplicar el método de las secciones para 
determinar la fuerza normal interna, la fuerza cortante y el momento flexionante en una 
ubicación específica de un elemento estructural. 


Reacciones en los soportes 


e Antes de “cortar” o seccionar el elemento, puede ser necesario determinar las reaccio- 
nes en sus soportes de modo que las ecuaciones de equilibrio sólo se utilicen para re- 
solver las cargas internas cuando se seccione el elemento. 


Si el elemento es parte de una estructura articulada, las reacciones en las articulacio- 
nes pueden determinarse mediante los métodos de la sección 2.5. 


Diagrama de cuerpo libre 


e Mantenga todas las cargas distribuidas, los momentos de par, y las fuerzas que actúan 
sobre el elemento en su ubicación exacta; después pase una sección imaginaria a 
través del elemento, que sea perpendicular a su eje en el punto donde se desea deter- 
minar la carga interna. 


Después de hacer la sección, dibuje un diagrama de cuerpo libre del segmento sobre el 
que actúe el menor número de cargas. En la sección, indique las incógnitas resultantes 
N, V y M de modo que actúen en su sentido positivo (figura 4-1a). 


Ecuaciones de equilibrio 


e Los momentos deben sumarse en la sección respecto a los ejes que pasan a través del 
centroide de la sección transversal del elemento, con el fin de eliminar las incógnitas N 
y V, para así obtener una solución directa de M. 


e Si la solución de las ecuaciones de equilibrio es una cantidad con magnitud negativa, 
el sentido direccional supuesto de la cantidad es opuesto al que se muestra en el dia- 
grama de cuerpo libre. 
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EJEMPLO [4.1 


3.6kN 7.2kN 7.2 kN 


ppp” 


Figura 4-2 


NTERNAS DESARROLLADAS EN ELEMENTOS ESTRUCTURALES 


El techo del edificio que se muestra en la fotografía tiene un peso de 
1.8 kN/m? y se sostiene sobre vigas simplemente apoyadas de 8 m 
de largo, entre las cuales hay una separación de 1 m. Cada viga, que se 
muestra en la figura 4-2b, transmite su carga a dos trabes, ubicadas en 
la parte delantera y trasera del edificio. Determine la fuerza cortante 
y el momento internos de la viga frontal en el punto C, figura 4-2a. No 
tome en cuenta el peso de los elementos. 


3.6kN 72kN ,72kN="==—= ci 2LKN AS  3.6kN 
lmfimlimfimflimlimfimflim|imimilimiim 
MEET 
el =Jy 
borde 


trabe 7] l 


de trabe 


43.2 kN 
(a) 


SOLUCIÓN 


Reacciones en los soportes. La carga del techo se transmite a 
cada viga como una losa de un solo sentido (L,/L, =8m/1m =8 >2). 
Por lo tanto, la carga tributaria en cada viga interior es (1.8 kN/m?) 
(1 m) = 1.8 kKN/m. (Las dos vigas del borde soportan 0.9 kKN/m.) De 
la figura 4-2b, la reacción de cada viga interior sobre la trabe es (1.8 
kN/m)J(8 m)/2 = 7.2 kN. 


1.8 kN/m 


(b) 
Diagrama de cuerpo libre. En la figura 4-2a se muestra el dia- 
grama de cuerpo libre de la viga. Tenga en cuenta que la reacción de 
cada columna es 


[(2(3.6 kN) + 11(7.2kN)]/2 = 43.2 kN 


El diagrama de cuerpo libre del segmento izquierdo de la trabe se 
muestra en la figura 4-2c. Aquí se supone que las cargas internas 
actúan en su sentido positivo. 


Ecuaciones de equilibrio 


+HIEF,=0,  432-36-2(72)-V¿=0  V¿=252kN Resp. 


(+EM¿=0;  M¿+ 72(0.4) + 7.2(1.4) + 3.6(2.4) — 432(12) =0  M¿=302kN-m Resp. 


4.1 CARGAS INTERNAS EN UN PUNTO ESPECÍFICO 


EJEMPLO [4.2 


Determine la fuerza cortante y el momento internos que actúan en 
una sección que pasa por el punto C de la viga que se muestra en la fi- 
gura 4-34. 


C 


ES 6 pies E 
18 pies 


(a) 


Figura 4-3 


SOLUCIÓN 


Reacciones en los soportes. Al sustituir la carga distribuida por 
su fuerza resultante y calcular las reacciones, se obtienen los resulta- 
dos que se muestran en la figura 4-3b. 


Diagrama de cuerpo libre. Se considerará el segmento AC puesto 
que produce la solución más sencilla, figura 4-3c. La intensidad de la 
carga distribuida en C se calcula por proporción, es decir, 


wc = (6 pies/18 pies)(3 k/pie) = 1 k/pie 


Ecuaciones de equilibrio. 


+HIEF,=0;  9-3-V¿=0 Vo¿=6k Resp. 
(+EM¿=0; -9(6) + 3(2) + M¿=0 M¿= 48k-pie Resp. 


Este problema ilustra la importancia de mantener la carga distri- 
buida sobre la viga hasta después de seccionarla. Si la viga de la figura 
4-3b se seccionara en C, el efecto de la carga distribuida sobre el seg- 
mento AC no se reconocería, y el resultado V¿ = 9k y M¿= 54 k + pie 
sería erróneo. 


(c) 
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EJEMPLO [4.3 


CARGAS INTERNAS DESARROLLADAS EN ELEMENTOS ESTRUCTURALES 


El panel de piso DE soporta la fuerza de 9 k que se muestra en la fi- 
gura 4-4a, el cual a su vez está simplemente apoyado en sus extremos 
por vigas de piso. Estas vigas transmiten sus cargas a la trabe simple- 
mente apoyada AB. Determine la fuerza cortante y el momento inter- 
nos que actúan en el punto C de la trabe. 


Figura 4-4 


SOLUCIÓN 


Reacciones en los soportes. En la figura 4-4b se muestran el equi- 
librio del panel de piso, las vigas de piso y la trabe. Se recomienda ve- 
rificar estos resultados. 


Diagrama de cuerpo libre. Se utiliza el diagrama de cuerpo libre del 
segmento AC porque conduce a la solución más sencilla, figura 4-4c. 
Tenga en cuenta que AC no soporta cargas sobre las vigas de piso. 


Ecuaciones de equilibrio. 


+HISF, =0; 375-6-V¿=0 V¿=-2.25k Resp. 
(+EMc=0; -3.75(15) + 6(3) + M¿=0 M¿= 3825k-pie Resp. 
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4.2 Funciones de fuerza cortante 
y de momento 


El diseño de una viga requiere un conocimiento detallado de las varia- 
ciones de la fuerza cortante V y el momento M internos que actúan en 
cada punto a lo largo del eje de la viga. Por lo general, la fuerza normal 
interna no se considera por dos razones: (1) en la mayoría de los casos las 
cargas aplicadas a una viga actúan en forma perpendicular a su eje y, por 
lo tanto, sólo producen una fuerza interna cortante y un momento flexio- 
nante:(2) y para fines de diseño, la resistencia a la fuerza cortante de la 
viga y, en particular, a la flexión, es más importante que su capacidad 
para resistir la fuerza normal. Sin embargo, hay una excepción impor- 
tante a esto cuando las vigas están sometidas a fuerzas axiales de com- 
presión, puesto que deben investigarse el pandeo o la inestabilidad que 
pudieran ocurrir. 

Las variaciones de V y M en función de la posición x de un punto arbi- 
trario a lo largo del eje de la viga pueden obtenerse mediante el método 
de las secciones analizado en la sección 4-1. Sin embargo, aquí es necesa- 
rio localizar la sección imaginaria o cortar a una distancia arbitraria x 
desde un extremo de la viga en vez de en un punto específico. 

En general, las funciones de la fuerza cortante y del momento internos 
serán discontinuas, o su pendiente será discontinua, en los puntos donde 
el tipo o la magnitud de la carga distribuida cambia, o bien donde se apli- 
quen las fuerzas concentradas o los momentos de par. Debido a esto, las 
funciones de la fuerza cortante y del momento deben determinarse para 
cada región de la viga localizada entre cualquiera de las dos discontinui- 
dades de carga. Por ejemplo, las coordenadas x;, x, y xz deberán usarse 
para describir la variación de V y M en toda la longitud de la viga en la fi- 
gura 4-5a. Estas coordenadas serán válidas sólo dentro de las regiones 
desde A hasta B para x,, de B a C para x,, y de Ca D para x3. Aunque 
cada una de estas coordenadas tiene el mismo origen, como se ha seña- 
lado aquí, éste no tiene por qué ser el caso. De hecho, puede ser más fácil 
desarrollar las funciones de fuerza cortante y de momento, empleando 
las coordenadas xy, x>, xz que tienen orígenes en A, B y D como se mues- 
tra en la figura 4-5b. Aquí x, y x, son positivas hacia la derecha y x3 es po- 
sitiva hacia la izquierda. 


El refuerzo adicional que proporcionan las 
placas verticales llamadas costillas se utiliza 
en los soportes articulados y de oscilador en 
estas trabes de puente. Aquí, las reacciones 
causarán grandes fuerzas cortantes en las 
trabes y los refuerzos evitarán pandeos loca- 
lizados en las alas o el alma de la trabe. 
Además, tenga en cuenta la inclinación del 
soporte de oscilador causada por la expan- 
sión térmica de la cubierta del puente. 


Figura 4-5 
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CAPÍTULO 4 


CARGAS INTERNAS DESARROLLADAS EN ELEMENTOS ESTRUCTURALES 


Procedimiento de análisis 


El siguiente procedimiento ofrece un método para determinar la variación de la fuerza 
cortante y el momento en una viga en función de la posición x. 


Reacciones en los soportes 


Determine las reacciones en los soportes de la viga y descomponga todas las fuerzas 
externas en sus componentes que actúan en forma perpendicular y paralela al eje de 
la viga. 


Funciones de fuerza cortante y de momento 


Especifique por separado las coordenadas x y sus orígenes asociados, extendiéndose a 
las regiones de la viga entre las fuerzas concentradas y/o momentos de par, o donde 
haya una discontinuidad de la carga distribuida. 


Seccione la viga en forma perpendicular a su eje a cada distancia x, y con base en el 
diagrama de cuerpo libre de uno de los segmentos determine las incógnitas V y M en 
la sección cortada en función de x. En el diagrama de cuerpo libre, V y M deben mos- 
trarse actuando en sus direcciones positivas, de acuerdo con la convención de signos 
dada en la figura 4-1. 


V se obtiene de 2F, = 0 y M se obtiene al sumar momentos con respecto al punto S 


ubicado en la sección cortada, 2Ms = 0. 


Los resultados pueden comprobarse observando que dM/dx = V y que dV/dx = w, 
donde w es positiva cuando actúa hacia arriba, alejándose de la viga. Estas relaciones 
se desarrollan en la sección 4-3. 


Las viguetas, vigas y trabes que se usan para sostener este piso 
pueden diseñarse una vez que se conocen la fuerza cortante y el 
momento en toda su longitud. 
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EJEMPLO | 4,4 


Para la viga que se muestra en la figura 4-6a, determine la fuerza cor- 
tante y el momento como una función de x. 
2 k/pie 


30 pies 
(a) 
Figura 4-6 


SOLUCIÓN 


Reacciones en los soportes. Con el fin de calcular las reacciones 
en los soportes, la carga distribuida se sustituye por su fuerza resul- 
tante de 30 k, figura 4-6b. Sin embargo, es importante recordar que 
esta resultante no es la carga real en la viga. 


Funciones de fuerza cortante y de momento. En la figura 4-6c 
se muestra un diagrama de cuerpo libre del segmento de viga con lon- 
gitud x. Tenga en cuenta que la intensidad de la carga triangular en la 
sección se encuentra por proporción; es decir, w/x = 2/30 o w = x/15. 
Con la intensidad de carga conocida, la resultante de la carga distri- 
buida se encuentra de la manera usual como se muestra en la figura. 
Por lo tanto, 
Xx 


1 
+IEF,=0  30- (E): -V=0 


V = 30 — 0.0333x? 


1 
(+EMs=0;  600-— 30x + (E) +M=0 


15 3 
M = -600 + 30x — 0.0111x7 


Observe que dM/dx = V y que dV/dx = — x/15 = w, lo cual sirve 
como una verificación de los resultados. 
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EJEMPLO [4.5 


Para la viga que se muestra en la figura 4-7a, determine la fuerza cor- 
tante y el momento en función de x. 


60 k 
4 k/pie j 


AREERZREZEZ: 


LX X3 - L-x4 7 
0 F y 100 k: pie 
D E 20 pies 


, 6 pies—= 
1588 k - pie . 6 pies eL 14 pies z 100 k-pie 1588k-pie [ x 


(b) 
Figura 4-7 


SOLUCIÓN 


Reacciones en los soportes. Las reacciones en el soporte fijo son 
V = 108 K y M = 1588 k + pie, figura 4-7b. 


Funciones de fuerza cortante y de momento. Dado que hay una 
discontinuidad de la carga distribuida en x = 12 pies, deben conside- 
rarse dos regiones de x con el fin de describir las funciones de cortante 
y de momento para toda la viga. Aquí x, es apropiado para los 12 pies 
de la izquierda y xz puede usarse para el segmento restante. 


0 <= x <= 12 pies. Observe que V y M se muestran en la dirección posi- 
tiva, figura 4-7c. 


+P1SF,=03  108—4x,—V=0, V = 108 — 4x, Resp. 


(+FEMs=0; 1588 — 108x, + a (3) EM=0 


M = -1588 + 108x, — 2x1 Resp. 
12 pies < x, <= 20 pies, figura 4-7d. 


+1NF,=0;  108-48-V=0, V=60 Resp. 
(+2Ms =0; 1588 — 108x, + 48(x2 —- 6) + M=0 

M = 60x, — 1300 Resp. 

Estos resultados pueden verificarse en forma parcial si se tiene en 


cuenta que cuando x, = 20 pies, entonces V = 60 k y M = —100 k e pie. 
Además, observe que dM/dx = V y dV/dx = w. 


4.2 FUNCIONES DE FUERZA CORTANTE Y DE MOMENTO 


EJEMPLO (4.6 


Para la viga que se muestra en la figura 4-8a, determine la fuerza cor- 
tante y el momento en función de x. 


30kN/m 


10kN/m 


90 kN 90 kN 


SOLUCIÓN 


Reacciones en los soportes. Para determinar las reacciones en los 
soportes, la carga distribuida se divide en una carga triangular y una 
rectangular, a las cuales luego reemplazan sus fuerzas resultantes. 
Estas reacciones ya se han calculado y se muestran en el diagrama de 
cuerpo libre de la viga, figura 4-8b. 


Funciones de fuerza cortante y de momento. En la figura 4-8c 
se muestra un diagrama de cuerpo libre de la sección cortada. Como 
en el caso anterior, la carga trapezoidal se sustituye por una distribu- 
ción rectangular y una triangular. Observe que la intensidad de la carga 
triangular en el corte se encuentra por proporción; además, la fuerza 
resultante de cada carga distribuida y su ubicación están indicadas. Al 
aplicar las ecuaciones de equilibrio, se tiene 


+HÍEF,=0, 75 10x — 003) -V 


2 9 
V =75 -— 10x — 1.11x? 


Xx 


9 


(HEMs=0  -75x+ con (2) d 0 


M =75x — 5x? — 0.3701? 


10x 7 COC) x 
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M PROBLEMAS FUNDAMENTALES 


F4-1. Determine la fuerza normal, la fuerza cortante y el 
momento flexionante internos que actúan en el punto C de 
la viga. 


10kN 


20kN:m 


42 =_ B 
-l-1 mo? 1m= 2m 


F4-1 


F42. Determine la fuerza normal, la fuerza cortante y el 
momento flexionante internos que actúan en el punto C de 
la viga. 


IÓN 
de 15m L E pe 


F4-3. Determine la fuerza normal, la fuerza cortante y el 
momento flexionante internos que actúan en el punto C de 
la viga. 


F4-4. Determine la fuerza normal, la fuerza cortante y el 
momento flexionante internos que actúan en el punto C de 
la viga. 


300 Ib /pie 


A 
a € 95 
E: pies ¡1.5 pies — 3 pies 
F4-4 


F4-5. Determine la fuerza normal, la fuerza cortante y el 
momento flexionante internos que actúan en el punto C de 
la viga. 


F4-5 


F4-6. Determine la fuerza normal, la fuerza cortante y el 
momento flexionante internos que actúan en el punto C de 
la viga. 


F4-6 


4.2 


F4-7. Para la viga mostrada, determine la fuerza cortante 
y el momento internos en función de x. 


18 kN /m 
6 kN 
ds B 
El 
a 3 m »| 


F4-7 


F4-8. Para la viga mostrada, determine la fuerza cortante 
y el momento internos en función de x. 


12 kN/m 
“ | pa 
Xx 
- 6m ] 


F4-8 


F4-9. Determine la fuerza cortante y el momento inter- 
nos en función de x a lo largo de la viga. 


e CAT 
EE 


FUNCIONES DE FUERZA CORTANTE Y DE MOMENTO 145 


F4-10. Determine la fuerza cortante y el momento inter- 
nos en función de x a lo largo de la viga. 


5kN/m 


» 
w 


F4-11. Determine la fuerza cortante y el momento inter- 
nos en función de x a lo largo de la viga. 


15kN 


5 kN/m 


F4-122. Determine la fuerza cortante y el momento inter- 
nos en función de x a lo largo de la viga. 
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CARGAS INTERNAS DESARROLLADAS EN ELEMENTOS ESTRUCTURALES 


M PROBLEMAS 


4-1. Determine la fuerza normal, la fuerza cortante y el 
momento flexionante internos en los puntos C y D de la 
viga. Suponga que el soporte en A es una articulación y en 
B es un rodillo. 


6kN 
Y | 20kN-m 
0 e. 1) 
A C D B 
—1 m-=-1 m=- 2m 2m | 
Prob. 4-1 


4-2. Determine la fuerza normal, la fuerza cortante y el 
momento flexionante internos en los puntos C y D de la 
viga. Suponga que el soporte en B es un rodillo. El punto D 
está ubicado justo a la derecha de la carga de 10 k. 


-—10 pies | 10 pies —— 


-—10 pies 


Prob. 4-2 


4-3. El aguilón DF y la columna DE de la grúa tienen un 
peso uniforme de 50 Ib/pie. Si el gancho y la carga pesan 
300 libras, determine la fuerza normal, la fuerza cortante y 
el momento flexionante internos en los puntos A, B y C de 
la grúa. 


Prob. 4-3 


*4-4, Determine la fuerza normal, la fuerza cortante y el 
momento flexionante internos en el punto D. Considere 
que w = 150 N/m. 


45. La viga AB fallará si el momento interno máximo en 
D alcanza 800 N « m o si la fuerza normal en el elemento BC 
llega a 1500 N. Determine la carga w más grande que puede 
soportar. 


4m 


Probs. 4-4/4-5 


4.2 


4-6. Determine la fuerza normal, la fuerza cortante y el 
momento flexionante internos en los puntos C y D de la 
viga. Suponga que el soporte en A es un rodillo y que B es 
una articulación. 


4-7. Determine la fuerza normal, la fuerza cortante y el 
momento flexionante internos en el punto C. Suponga que 
las reacciones en los soportes A y B son verticales. 


15kN/m 


0.5 kN /m 


*4-8. Determine la fuerza normal, la fuerza cortante y el 
momento flexionante internos en el punto C. Suponga que 
las reacciones en los soportes A y B son verticales. 


1.5 kN/m 


0.5 kN /m 
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4-9. Determine la fuerza normal, la fuerza cortante y el 
momento flexionante internos en el punto C de la viga. El 
soporte en A es un rodillo y B es una articulación. 


SkN 


2m » 


4-10. Determine la fuerza normal, la fuerza cortante y el 
momento flexionante internos en el punto C. Suponga que 
las reacciones en los soportes A y B son verticales. 


400 lb /pie 


LD ho, 


300 lb /pie 


dlllosiddys 


o 
AY HE 
- 12 pies | 8 pies 0. 9 pies ——> 
Prob. 4-10 


4-11. Determine la fuerza normal, la fuerza cortante y el 
momento flexionante internos en los puntos C y D. Suponga 
que las reacciones en los soportes A y B son verticales. 


400 1b /pie 
300 lb /pie le 


PEF  l 


ER 
A B 
le E |» 

- - 14 pies dos LS 


ies”P pies 
Prob. 4-11 


6 pies 


4 
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*4-12. Determine la fuerza cortante y el momento a lo 
largo de la viga en función de x. 


r a | b » 


- 


2 | 


Prob. 4-12 


4-13. Determine la fuerza cortante y el momento en la 
viga de piso en función de x. Suponga que el soporte en A es 
una articulación y que B es un rodillo. 


6kN 


Prob. 4-13 


4-14. Determine la fuerza cortante y el momento a lo 
largo de la viga en función de x. 


Prob. 4-14 
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4-15. Determine la fuerza cortante y el momento a lo 
largo de la viga en función de x. 


Jl 12kN-m 


- 2m >. 2m 4m > 


Prob. 4-15 


*4-16. Determine la fuerza cortante y el momento a lo 
largo de la viga en función de x. 


AR 
E) 


4-17. Determine la fuerza cortante y el momento a lo 
largo de la viga en función de x. 


il! 


Prob. 4-17 


4.2 


4-18. Determine la fuerza cortante y el momento a lo 
largo de la viga en función de x. 


E —— | 


= 6 pies -—* 4 pies > 


Prob. 4-18 


4-19. Determine la fuerza cortante y el momento a lo 
largo de la viga en función de x. 


250 lb 250 lb 
150 lb/pie 
Xx => 
-— 4 pies ——- 6 pies ==— 4 pies ——> 
Prob. 4-19 


*4-20. Determine la fuerza cortante y el momento en la 
viga en función de x 


Prob. 4-20 
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4-21. Determine la fuerza cortante y el momento en la 
viga en función de x. 


200 Ib/pie 


1200 Ib: pie 


10 pies 


Prob. 4-21 


4-22. Determine la fuerza cortante y el momento a lo 
largo de la viga ahusada en función de x. 


9m 


Prob. 4-22 
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mid e 


Las varias cargas concentradas que actúan 
sobre esta viga de concreto reforzado crean 
una variación de la carga interna en la viga. 
Por esta razón, es necesario elaborar diagra- 
mas de fuerza cortante y de momento fle- 
xionante con el fin de diseñar correctamente 
la viga. 


4.3 Diagramas de fuerza cortante 
y de momento para una viga 


Al representar gráficamente las variaciones de V y M en función de x 
que se obtuvieron en la sección 4.2, las gráficas resultantes se denominan 
diagrama de fuerza cortante y diagrama de momento, respectivamente. 
En los casos donde una viga está sometida a varias fuerzas concentradas, 
pares y cargas distribuidas, la graficación de V y M en comparación con x 
puede ser bastante tediosa puesto que deben representarse varias funcio- 
nes. En esta sección se analiza un método más simple para la construcción 
de estos diagramas; un método basado en las relaciones diferenciales 
que existen entre la carga, la fuerza cortante y el momento. 

Para obtener estas relaciones, considere la viga AD de la figura 4-9a, la 
cual está sometida a una carga arbitraria distribuida w = w(x) y a una 
serie de fuerzas concentradas y pares. En el siguiente análisis, la carga 
distribuida se considerará positiva cuando actúe hacia arriba como se 
muestra en la figura. Se considerará el diagrama de cuerpo libre para un 
pequeño segmento de la viga con longitud Ax, figura 4-9b. Como este 
segmento se eligió en un punto x a lo largo de la viga que no está some- 
tido a una fuerza concentrada o a un par, los resultados obtenidos no son 
aplicables en los puntos con carga concentrada. Se supone que la fuerza 
cortante y el momento flexionante internos que se muestran en el dia- 
grama de cuerpo libre actúan en la dirección positiva de acuerdo con la 
convención de signos establecida, figura 4-1. Tenga en cuenta que tanto 
la fuerza cortante como el momento que actúan sobre la cara derecha 
deben aumentar en una cantidad pequeña y finita con el fin de mantener 
al segmento en equilibrio. La carga distribuida se reemplazó por una 
fuerza concentrada w(x)Ax que actúa a una distancia fraccional e(Ax) 
desde el extremo derecho, donde 0 < e < 1. (Por ejemplo, si w(x) es uni- 
forme o constante, entonces w(x)Ax actuará en lAx, así que e = 3.) Al 
aplicar las ecuaciones de equilibrio, se tiene 


+13F, =0; V +w(x) Ax — (V+AV)=0 
AV = w(x) Ax 
(+Mo =0; =VAx — M — w(x) Axe(Ax) + (M + AM) =0 
AM =VAx + w(x) e(Axy? 


w(x) rf! 


A a e li 


(a) al 


Figura 4-9 (b) 
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Si se divide entre Ax y se toma el límite cuando Ax => 0, estas ecuaciones 
se convierten en 


d 
: : N (4-1) 
Pendiente del a el e de la 
de fuerza cortante carga distribuida 
dM 
dx € 
(4-2) 


Pendiente del diagrama 
= (Fuerza cortante 
de momento 


Como se ha señalado, la ecuación 4-1 establece que la pendiente del dia- 
grama de fuerza cortante en un punto (dV/dx) es igual a la intensidad de 
la carga distribuida w(x) en ese punto. Del mismo modo, la ecuación. 2.4 
establece que la pendiente del diagrama de momento (dM/dx) es igual a 
la intensidad de la fuerza cortante en ese punto. 

Las ecuaciones 4-1 y 4-2 pueden “integrarse” desde un punto hasta el 
otro entre fuerzas concentradas o pares (por ejemplo, de B a C en la fi- 
gura 4-94), en cuyo caso 


AV = 5 w(x) dx 
Á ¡ 4-3 
Cambio en a Pdo Boi (5) 
= 4 diagrama de 
fuerza cortante E 
carga distribuida 


AM = Jvo dx 
(44) 


Cambio a o ¡sta bajo el diagrama 
el momento 


de fuerza cortante 


Como se ha señalado, la ecuación 4-3 establece que el cambio en la 
fuerza cortante entre dos puntos cualesquiera de una viga es igual al área 
bajo el diagrama de carga distribuida entre esos puntos. Del mismo modo, 
la ecuación 4-4 establece que el cambio en el momento entre dos puntos 
de una viga es igual al área bajo el diagrama de fuerza cortante entre esos 
puntos. Si las áreas bajo los diagramas de carga y de fuerza cortante son 
fáciles de calcular, las ecuaciones 4-3 y 4-4 proporcionan un método para 
determinar numéricamente los valores de la fuerza cortante y el mo- 
mento en varios puntos a lo largo de una viga. 
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CARGAS INTERNAS DESARROLLADAS EN ELEMENTOS ESTRUCTURALES 


F 
M 3 M + AM Im 
M | M + AM 
V+AV pe | 
MIO Via e] V+AV 


(a) (b) 
Figura 4-10 


Con base en la derivación anterior debe observarse que las ecuaciones 
4-1 y 4-3 no pueden usarse en los puntos donde actúa una fuerza concen- 
trada, puesto que estas ecuaciones no toman en cuenta el cambio repen- 
tino de la fuerza cortante en estos puntos. Del mismo modo, debido a 
una discontinuidad del momento, las ecuaciones 4-2 y 4-4 no pueden em- 
plearse en los puntos donde se aplica un momento de par. A fin de consi- 
derar estos dos casos, es necesario tomar los diagramas de cuerpo libre 
de los elementos diferenciales de la viga que se muestran en la figura 
4-9a, los cuales están en puntos con fuerza concentrada y momentos de 
par. En las figuras 4-10a y 4-10b, respectivamente, se muestran ejemplos 
de estos elementos. A partir de la figura 4-10a, se observa que el equili- 
brio de fuerzas requiere que el cambio en la fuerza cortante sea 


+13F, = 0; AV =-—F (45) 


Así, cuando F actúa hacia abajo sobre la viga, AV es negativa por lo que 
el diagrama de corte muestra un “salto” hacia abajo. Del mismo modo, si 
F actúa hacia arriba, el salto (AV) es hacia arriba. Con base en la figura 
4-10b, cuando Ax => 0, el equilibrio de momentos requiere que el cambio 
en el momento sea 


(+EMo =0; AM=M' (4-6) 


En este caso, si se aplica un momento de par externo M' en sentido hora- 
rio, AM es positivo, por lo que el diagrama de momento salta hacia 
arriba, y cuando M actúa en sentido contrario al de las manecillas del 
reloj, el salto (AM) debe ser hacia abajo. 


4.3 DIAGRAMAS DE FUERZA CORTANTE Y DE MOMENTO PARA UNA VIGA 


Procedimiento de análisis 


El siguiente procedimiento aporta un método para construir los diagramas de fuerza cor- 
tante y de momento para una viga empleando las ecuaciones 4-1 a 4-6. 


Reacciones en los soportes 


e Determine las reacciones en los soportes y descomponga las fuerzas que actúan sobre 
la viga en sus componentes perpendiculares y paralelas al eje de la viga. 


Diagrama de fuerza cortante 


e Establezca los ejes V y x y grafique los valores de la fuerza cortante en los dos extre- 
mos de la viga. 


Dado que dV/dx = w, la pendiente del diagrama de fuerza cortante en cualquier punto 
es igual a la intensidad de la carga distribuida en ese punto. (Tenga en cuenta que w es 
positiva cuando actúa hacia arriba). 


Si debe determinarse un valor numérico de la fuerza cortante en el punto, este valor se 
puede encontrar empleando el método de las secciones como se vio en la sección 4-1, 
o bien puede usarse la ecuación 4-3, la cual establece que el cambio en la fuerza cor- 
tante es igual al área bajo el diagrama de carga distribuida. 


Como w(x) se integra para obtener V, cuando w(x) sea una curva de grado n, V(x) será 
una curva de grado n + 1. Por ejemplo, si w(x) es uniforme, V(x) será lineal. 


Diagrama de momento 


e Establezca los ejes M y x y grafique los valores del momento en los extremos de la 
viga. 
Dado que dM/dx = V, la pendiente del diagrama de momento en cualquier punto es 
igual a la intensidad de la fuerza cortante en ese punto. 


En el punto donde la fuerza cortante es cero, dM/dx = 0, por lo que éste puede ser un 
punto donde el momento puede ser máximo o mínimo. 


Si debe determinarse el valor numérico del momento en un punto, este valor se puede 
encontrar empleando el método de las secciones como se vio en la sección 4-1 o me- 
diante la ecuación 4-4, la cual establece que el cambio en el momento es igual al área 
bajo el diagrama de fuerza cortante. 


Como V(x) se integra para obtener M, cuando V(x) sea una curva de grado n, M(x) 
será una curva de grado n + 1. Por ejemplo, si V(x) es lineal, M(x) será parabólica. 
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EJEMPLO 


cd Los dos elementos horizontales de la estructura que sostiene líneas de 
alta tensión están sometidos a las cargas de cable que se muestran en 
la figura 4-11a. Dibuje los diagramas de fuerza cortante y de momento 
para cada elemento 


SOLUCIÓN 


Reacciones en los soportes. Cada poste ejerce una fuerza de 6 kN 
sobre cada elemento, como se muestra en el diagrama de cuerpo libre. 


m 
A A | 


Diagrama de fuerza cortante. Primero se grafican los puntos ex- 
tremos x = 0, V = —4kN y x = 6 m, V = 4 kN, figura 4-11b. Como se 
ha indicado, la fuerza cortante entre cada fuerza concentrada es cons- 
tante puesto que w = dV/dx = 0. La fuerza cortante justo a la derecha 
del punto B (o C y D) puede determinarse por el método de las sec- 
ciones, figura 4-11d. El diagrama de fuerza cortante también puede 
establecerse “siguiendo la carga” en el diagrama de cuerpo libre. Co- 
menzando en A, la carga de 4 kN actúa hacia abajo de modo que V, = 
—4 kN. Ninguna carga actúa entre A y B, por lo que la fuerza cortante 
es constante. En B, la fuerza de 6 kN actúa hacia arriba, por lo que la 
fuerza cortante salta hacia arriba 6 kN, desde —4 kN hasta + 2 kN, 
etcétera. 


1 
| 
A 


Diagrama de momento. En primer lugar se grafica el momento en 
los puntos extremos x =0,M =0yx =6 m, M =0, figura 4-11c. La 


“ E pendiente del diagrama de momento dentro de cada región de 1.5 m 
| 15m A 15 al 15m Ñ om m de longitud es constante puesto que V también es constante. Los valo- 
po res específicos del momento, como en C, pueden determinarse por el 

A método de las secciones, figura 4-11d o buscando el cambio en el mo- 


mento mediante el área bajo el diagrama de fuerza cortante. Por 
ejemplo, como My = 0 en A, entonces en C, M¿= Ma + AMac=0+ 
¿eitiente Ds 0 ll _ 
V (KN) , Pendiente a 0 ( 4)(1.5) =P (24.5) = -—3kN-m. 


yal | 
x (m) 


E 


qe (b) 


V constante negativa 
pendiente M constante negativa 


V constante positiva 


[ (kN -m) pendiente M constante positiva 
45 A 6 | Mc 
7 *(m 15m Á 15m 
Y Ve 
-3 
4kN 
56 la 6kN 


(c) (d) 
Figura 4-11 
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EJEMPLO |4.8 


Dibuje los diagramas de fuerza cortante y de momento para la viga 
que se muestra en la figura 4-12a. 


20kN/m 


Figura 4-12 


SOLUCIÓN 


Reacciones en los soportes. Las reacciones ya se han calculado y 
se muestran en el diagrama de cuerpo libre de la viga, figura 4-12b. 


Diagrama de fuerza cortante. Primero se grafican los puntos ex- 
tremos x = 0, V = + 30 kN y x = 9 m, V = —60 kN. Observe que el 


que w = 0 en x = 0, y termina con una pendiente de w = —20 kN/m. 


20kN/m 


A 


(b) 


60 kN 


w negativa creciente 
pendiente V negativa creciente 


V (KN) 
HL 
Ú | x (m) 


| 5.20 a AS 


(c) ve 
V positiva decreciente 
pendiente M positiva 
decreciente 
V negativa creciente 
pendiente M negativa creciente 


diagrama de fuerza cortante empieza con una pendiente cero puesto M(kN-m) 104 4 


El punto de fuerza cortante cero puede encontrarse mediante el 
método de las secciones aplicado a un segmento de viga de longitud x, 
figura 4-12e. Se requiere que V = 0, por lo que 


+ÍEF,=03  30- 3|20(5) 


Diagrama de momento. Para 0 < x < 5.20 m el valor de la fuerza 
cortante es positiva pero decreciente y, por lo tanto, la pendiente del 
diagrama de momento también es positiva y decreciente (1M/dx = V). 
En x = 5.20 m, dM/dx = 0. Lo mismo sucede para 520m<x<9m, 
la fuerza cortante y por ende la pendiente del diagrama de momento 
son negativas y crecientes, tal como se indica en la figura. 

El valor máximo del momento está en x = 5.20 m puesto que en 
este punto dM/dx = V = 0, figura 4-12d. A partir del diagrama de 
cuerpo libre de la figura 4-12e se tiene 


(+EMs=0;  -—30(5.20) + EEES +M=0 


M = 104kN-«m 
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EJEMPLO [4.9 


600 lb 
| 4000 lb : pie 


- E 5 Ñ 
pies o 


(a) 


600 lb 
| 4000 Ib- pie 


¡IP pls Al 


pies 
100 lb ¡2% 


w=0 
V (Ib) pendiente V =0 


T pr (pies) 
U% 


V constante negativa 
pendiente M constante negativa 


M (lb: pie) 
2500 
1000 
> 


| 1500 


x (pies) 


(a) 


Dibuje los diagramas de fuerza cortante y de momento para la viga 
que se muestra en la figura 4-13a. 


SOLUCIÓN 


Reacciones en los soportes. Las reacciones ya se calcularon y se 
indican en el diagrama de cuerpo libre. 


Diagrama de fuerza cortante. Se grafican los valores de la fuerza 
cortante en los puntos extremos A (V, = + 100 1b) y B (V¿ = —500 
lb). En C la fuerza cortante es discontinua puesto que ahí hay una 
fuerza concentrada de 600 Ib. El valor de la fuerza cortante justo a la 
derecha de C puede encontrarse al seccionar la viga en este punto. 
Esto produce el diagrama de cuerpo libre que se muestra en equili- 
brio en la figura 4-13e. Este punto (V = —500 Ib) se grafica sobre el 
diagrama de fuerza cortante. Observe que en D no se presenta ningún 
salto o discontinuidad de la fuerza cortante, en este punto es donde se 
aplica un momento de par de 4000 lb + pie, figura 4-13b. 


Diagrama de momento. El momento en cada extremo de la viga 
es cero, figura 4-13d. El valor del momento en C puede determinarse 
mediante el método de las secciones, figura 4-13e, o bien encontrando 
el área bajo el diagrama de fuerza cortante entre A y C. Como Ma =0, 


Mc => Ma =E AMac =0 + (100 I1b0)G10 pies) 
Mc = 1000 lb - pie 
Además, dado que M¿ = 1000 lb + pie, el momento en D es 
Mp = Mc + AMcp = 1000 lb - pie + (—500 Ib)(5 pies) 
Mp = —1500 lb * pie 


En el punto D se produce un salto debido al momento de par de 
4000 lb + pie. El método de las secciones, figura 4-13f, da un valor de + 
2500 Ib + pie justo a la derecha de D. 


600 lb 


600 1b 4000 2500 1b-pie 
| 1000 Ib-pie di | y 
| D 
; < 500 lb AR pj RL 
10 pies 100 lb 


100 Ib 
(e) (0 


Figura 4-13 
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EJEMPLO [4.10 


Dibuje los diagramas de fuerza cortante y de momento para cada una 
de las vigas que se muestran en la figura 4-14. 
9 ef 3m 


w negativa creciente 
V (kN) pendiente V negativa creciente 


9 


1.5 m 


V (KN) 


w negativa creciente 
pendiente V negativa creciente 9 


V negativa creciente 
1,5 4.5 pendienteM negativa creciente 
| j 
7 a M(kN-m) 
-6 


-30 
M (kN-m) 


15 V negativa creciente 


12 pendiente M negativa creciente 


2.64 


Ll 
<) 


20 k-pie 


(b) L 4 po, que 


Figura 4-14 


w negativa constante 
V (k) pendiente V negativa constante 


2 
<A. 
m7 a x (pies) 
=15 


SOLUCIÓN V positiva decreciente 

En todos los casos se han calculado las reacciones en los soportes y se M (k-pie) pendiente M positiva decreciente 
indican en la parte superior de las figuras. Siguiendo las técnicas des- 
critas en los ejemplos anteriores, los diagramas de fuerza cortante y de —x (pies) 
momento se muestran debajo de cada viga. Observe con cuidado la y 

forma en que se establecieron, con base en la pendiente y el mo- 
mento, donde dV/dx = w y dM/dx = V. Los valores calculados se ha- 
llan empleando el método de las secciones o bien encontrando las 
áreas debajo de los diagramas de carga o de fuerza cortante. 


4 8 
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EJEMPLO [4.11 


(a) 


10 kN/m 


PIAR 


A 


B 
0.75 m lm 


15.31 kN 
(b) 


-— 0,781 m—> 


1 


2.19 kN 


o. E (m) 


2.19 


La viga que se muestra en la fotografía se usa para sostener una parte 
de la saliente de la puerta de entrada a un edificio. En la figura 4-15a 
se muestra el modelo idealizado de la viga y de la carga que actúa 
sobre ella. Suponga que B es un rodillo y que C es una articulación. 
Dibuje los diagramas de fuerza cortante y de momento para la viga. 


SOLUCIÓN 


Reacciones en los soportes. Las reacciones se calculan de la 
forma habitual. Los resultados se muestran en la figura 4-15b. 


Diagrama de fuerza cortante. Primero se grafica la fuerza cor- 
tante en los extremos de la viga; es decir, Va = 0 y Ve = -2.19 kN, fi- 
gura 4-15c. Para encontrar la fuerza cortante a la izquierda de B use el 
método de las secciones para el segmento AB; o bien, calcule el área 
bajo el diagrama de carga distribuida, es decir, AV = V¿-0 = 
—10(0.75), Vg" = —7.50 kN. La reacción en el soporte hace que la 
fuerza cortante salte —7.50 + 15.31 = 7.81 kN. El punto de fuerza cor- 
tante cero puede determinarse a partir de la pendiente —10 kN/m, o 
por triángulos semejantes, 7.81/x = 2.19/(1—x), x = 0.781 m. Observe 
cómo el diagrama V sigue la pendiente negativa, que se define por la 
carga distribuida negativa y constante. 


Diagrama de momento. Primero se grafica el momento en los 
puntos extremos, M4 = Mc = 0, figura 4-15d. Los valores de —2.81 y 
0.239 en el diagrama de momento pueden calcularse por el método 
de las secciones o bien buscando las áreas bajo el diagrama de fuerza 
cortante. Por ejemplo, AM = Mz — 0 = 1(-7.50)(0.75) = —-2.81, Mg = 
—2.81 kN « m. Asimismo, demuestre que el momento positivo máximo 
es de 0.239 kN . m. Observe cómo se forma el diagrama de M, si- 
guiendo la pendiente definida por el diagrama de V. 


M(KN -m) 


Figura 4-15 


EJEMPLO [4.12 
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Dibuje los diagramas de fuerza cortante y de momento para la viga 
compuesta que se muestra en la figura 4-16a. Suponga que los sopor- 
tes en A y Cson rodillos y que B y E son conexiones articuladas. 


2 k/pie 


Sk 


3 k /pie 


ls 


A 


L-——10 pies 


AS 


=-—6 pies-)—6 pies 


6 pies pies 


(a) 


=21 


Figura 4-16 


SOLUCIÓN 


Reacciones en los soportes. 
desconectan del pasador en B, las reacciones en los soportes pueden 
calcularse como se muestra en la figura 4-16b. 


Diagrama de fuerza 


cortante. 


Una vez que los segmentos de viga se 


Como siempre, se comienza por 


graficar la fuerza cortante en los extremos A y E, figura 4-16c. El per- 
fil del diagrama de V se forma siguiendo su pendiente, definida por la 
carga. Trate de establecer los valores de la fuerza cortante usando las 
áreas apropiadas bajo el diagrama de carga (curva w) a fin de encontrar 
el cambio en la fuerza cortante. El valor cero para la fuerza cortante 
en x = 2 pies, puede encontrarse empleando triángulos semejantes o 
usando la estática, como se hizo en la figura 4-12e del Ejemplo 4-8. 


Diagrama de momento. 


Primero se grafican los momentos en los 


extremos My = 60 k - pie y Mz = 0, figura 4-16d. Estudie el diagrama 
y observe cómo se establecen las diferentes curvas mediante dM/dx 
= V. Verifique los valores numéricos de los picos usando la estática o 
calculando las áreas apropiadas bajo el diagrama de fuerza cortante a 
fin de encontrar el cambio en el momento. 
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M PROBLEMAS FUNDAMENTALES 


F4-13. Dibuje los diagramas de fuerza cortante y de mo- 
mento para la viga. Indique los valores en los soportes y en 
los puntos donde se produzca un cambio en la carga. 


8 kN 
| 3kN 
A B 
- 2m dl 2m | F4-13 


F4-14. Dibuje los diagramas de fuerza cortante y de mo- 
mento para la viga. Indique los valores en los soportes y en 
los puntos donde se produzca un cambio en la carga. 


8 kN 


6kN 


F4-14 


F4-15. Dibuje los diagramas de fuerza cortante y de mo- 
mento para la viga. Indique los valores en los soportes y en 
los puntos donde se produzca un cambio en la carga. 


2 k/pie 


o 10 pies. > F4-15 


F4-16. Dibuje los diagramas de fuerza cortante y de mo- 
mento para la viga. Indique los valores en los soportes y en 
los puntos donde se produzca un cambio en la carga. 


18k 


F4-17. Dibuje los diagramas de fuerza cortante y de mo- 
mento para la viga. Indique los valores en los soportes y en 
los puntos donde se produzca un cambio en la carga. 


2 kN/m 


2kN/m 


F4-18. Dibuje los diagramas de fuerza cortante y de mo- 
mento para la viga. Indique los valores en los soportes y en 
los puntos donde se produzca un cambio en la carga. 


4kN/m 
4 YD B 
15m 0 2m 0. 15m 
F4-18 


F4-19. Dibuje los diagramas de fuerza cortante y de mo- 
mento para la viga. Indique los valores en los soportes y en 
los puntos donde se produzca un cambio en la carga. 


6kN/m 6kN/m 


42% _—D B 
DUE... ME... TE 


F4-20. Dibuje los diagramas de fuerza cortante y de mo- 
mento para la viga. Indique los valores en los soportes y en 
los puntos donde se produzca un cambio en la carga. 


A B 
¿M8 2 
k 6 pies ll 6 pies » 
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M PROBLEMAS 


4-23. Dibuje los diagramas de fuerza cortante y de mo- 
mento para la viga. 


500 lb 


4 4 
pies 


: 4 
6 pies pies 


Prob. 4-23 


*4-24. Dibuje los diagramas de fuerza cortante y de mo- 
mento para la viga. 


2k 2k 2k 2k 


a es pies | 4 pies | 4 pies | dí 


Prob. 4-24 


4-25. Dibuje los diagramas de fuerza cortante y de mo- 
mento para la viga. 


0.6 m 
AF 


a” D B 
o] 2m | 2m 2 


Prob. 4-25 
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4-26. Dibuje los diagramas de fuerza cortante y de mo- 
mento para la viga. 


10k | | | 11] | 8k 
¡ C B 
6 pies ll 12 pies Ñ 12 pies 6 pies 
Prob. 4-26 


4-27. Dibuje los diagramas de fuerza cortante y de mo- 
mento para la viga. 


400 lb /pie 


jj UA AAN 


“E 
o 


pS 15 pies » 


Prob. 4-27 


*4-28. Dibuje los diagramas de fuerza cortante y de mo- 
mento para la viga (a) en términos de los parámetros mos- 
trados; (b) considere que My = 500N.m,L =8m. 


Mo Mo 
A 
L/3 | L/3 


Prob. 4-28 


4-29. Dibuje los diagramas de fuerza cortante y de mo- 
mento para la viga. 


1.5 kN/m 


: 2m + 
Le 3m > 


Prob. 4-29 


B 
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4-30. Dibuje los diagramas de fuerza cortante y de mo- 
mento flexionante para la viga. 


50 lb /pie 


MERO EeR 


20 pies - 


200 lb-pie 


Prob. 4-30 


4-31. Dibuje los diagramas de fuerza cortante y de mo- 
mento para la viga. 


A MAAANEA 
; f 20 


*4-32. Dibuje los diagramas de fuerza cortante y de mo- 
mento para la viga. 


250 lb /pie 


IPOAPAAAAONA 
=d 


150 Ib - pie | | 150 Ib - pie 


20 pies 


Prob. 4-32 


4-33. Dibuje los diagramas de fuerza cortante y de mo- 
mento para la viga. 


20 kN 
40 kN /m 


150 kN-m 


Prob. 4-33 
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4-34. Dibuje los diagramas de fuerza cortante y de mo- 
mento para la viga. 


DORE OO 


4 pies —>-—4 pies —>=—4 pies — 


Prob. 4-34 


4-35. Dibuje los diagramas de fuerza cortante y de mo- 
mento para la viga. 
200 Ib/pie 


1200 Ib : pie 


A 


30 pies - 
800 lb 
Prob. 4-35 
*4-36. Dibuje los diagramas de fuerza cortante y de mo- 


mento para la viga. Suponga que el soporte en B es una ar- 
ticulación y que A es un rodillo. 


100 lb /pie 


llo] 


800 lb : pie 


== 


B mi 


16 pies 


Prob. 4-36 


4-37. Dibuje los diagramas de fuerza cortante y de mo- 
mento para la viga. Suponga que el soporte en B es una articu- 
lación. 

8 kN/m 


Prob. 4-37 


4.4 DIAGRAMAS DE FUERZA CORTANTE Y DE MOMENTO PARA UN MARCO 163 


4.4 Diagramas de fuerza cortante 
y de momento para un marco 


Recuerde que un marco se compone de varios elementos que están co- 
nectados fijamente o articulados en sus extremos. Con frecuencia, el di- 
seño de estas estructuras requiere elaborar diagramas de fuerza cortante 
y de momento para cada uno de sus elementos. Para analizar cualquier 
problema, se puede utilizar el procedimiento de análisis descrito en la 
sección 4-3. Para ello es necesario primero determinar la reacción en los 
soportes del marco. Después, aplicando el método de las secciones, se en- 
cuentran la fuerza axial, la fuerza cortante y el momento que actúan en 
los extremos de cada elemento. Los diagramas de fuerza cortante y de 
momento para cada elemento pueden dibujarse de la manera descrita 
anteriormente, siempre y cuando todas las cargas se descompongan en 
componentes que actúan en forma paralela y perpendicular al eje del 
elemento. 

En la práctica, al dibujar el diagrama de momento se usa una de las dos 
convenciones de signos existentes. En particular, si el marco es de con- 
creto reforzado, los diseñadores suelen dibujar el diagrama de momento 
positivo en el lado donde el marco está sometido a tensión. En otras pa- 
labras, si el momento produce tensión en la superficie externa del marco, 
el diagrama de momento se dibuja positivo en este lado. Como el con- 
creto tiene una baja resistencia a la tensión, entonces se podrá decir de 
un vistazo en qué lado del marco debe colocarse el acero de refuerzo. Sin 
embargo, en este texto se usará la convención de signos contraria en la 
que siempre se dibuja el diagrama de momento positivo en el lado donde 
los elementos están sometidos a compresión. Ésta es la misma convención 
que se usó para las vigas y se analizó en la sección 4-1. 

Los siguientes ejemplos ilustran este procedimiento en forma numé- 
rica. 


Para el diseño de esta trabe simplemente apoyada, que forma parte 
de un marco de concreto para construcción, primero se trazaron sus 
diagramas de fuerza cortante y de momento. 
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EJEMPLO [4.13 


Dibuje el diagrama de momento para el marco ahusado de la figura 
4-17a. Suponga que el soporte en A es un rodillo y que B es una ar- 
ticulación. 


6k 


15 k- pie 


—— 3 k 


Ñ 
5 pies 


3 k —Ly| 


3k 
15 k: pie 


A 


| 
Y 
L 


Figura 4-17 


15 
l— x (pies) 


SOLUCIÓN 


lemento CB : : 
aa Reacciones en los soportes. Las reacciones en los soportes se 


muestran en el diagrama de cuerpo libre de todo el marco, figura 4-17b. 
Con estos resultados, el marco se secciona en dos elementos, y se de- 
11 terminan las reacciones internas en las juntas extremas de los elemen- 
tos, figura 4-17c. Observe que la carga externa de 5 k sólo se muestra 
en el diagrama de cuerpo libre de la junta en C. 


x (pies) 


M (k:pie) Diagrama de momento. De acuerdo con nuestra convención de 
signos positivos, y el uso de las técnicas descritas en la sección 4-3, los 
diagramas de momento para los elementos del marco son como se 

(d) muestra en la figura 4-17d. 


1 
-15 


elemento AC 
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EJEMPLO | 4.14 


Dibuje los diagramas de fuerza cortante y de momento para el marco 
que se muestra en la figura 4-18a. Suponga que A es una articulación, 


C es un rodillo y B es una junta fija. Ignore el espesor de los elementos. 
0.1414 k/pie 


SOLUCIÓN 

Tenga en cuenta que la carga distribuida actúa sobre una longitud de 
10 pies V2 = 14.14 pies. Las reacciones en todo el marco se calculan 
y se muestran en su diagrama de cuerpo libre, figura 4-18b. A partir de 
este diagrama se dibujan los diagramas de cuerpo libre de cada ele- 
mento, figura 4-18c. La carga distribuida en BC tiene componentes a 
lo largo de BC y perpendiculares a su eje de (0.1414 k/pie) cos 45? = 
(0.1414 k/pie) sen 45? = 0.1 k/pie, como se muestra. Con base en 
estos resultados, los diagramas de fuerza cortante y de momento tam- 
bién se presentan en la figura 4-18c. 


q. 10 pies 
(a) 
Figura 4-18 


0.1 k/pie 


(0.1414 k /pie)(14.14 pies) = 2 k 
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RO ES 


Dibuje los diagramas de fuerza cortante y de momento para el marco 
que se muestra en la figura 4-19a. Suponga que A es una articulación, 
C es un rodillo y B es una junta fija. 


40kN/m 


120kN 


A,=120kN 4, 


Figura 4-19 


SOLUCIÓN 


Reacciones en los soportes. El diagrama de cuerpo libre de todo 
el marco se muestra en la figura 4-19b. Aquí la carga distribuida, que 
representa la carga del viento, ha sido reemplazada por su resultante 
para después calcular las reacciones. Luego se secciona el marco en B 
y se determinan las cargas internas en ese punto, figura 4-19c. Como 
una comprobación, el equilibrio se satisface en la junta B, lo cual tam- 
bién se muestra en la figura. 


Diagramas de cortante y de momento. Las componentes de la 
carga distribuida (72 kKN)/(5 m) = 14.4 kN/m y (96 kN)/(5 m) = 19.2 
kN/m, se muestran en el elemento AB, figura 4-19d. Los diagramas 
asociados de fuerza cortante y de momento se dibujan para cada ele- 
mento, como se muestra en las figuras 4-19d y 4-19e. 
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170kN-m 1.5kN 170kN:m 


170kN-«m 2.5kN 


170kN:m 


A1SKN 
5X 
A 


170kN:«m | 


¿A 
ds 
Sm 2.5 kN 
SL 
19.2 kN/m 


97.5 kN V (KN) 
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CARGAS INTERNAS DESARROLLADAS EN ELEMENTOS ESTRUCTURALES 


4.5 Diagramas de momento construidos 
por el método de superposición 


Dado que las vigas se utilizan principalmente para resistir esfuerzos fle- 
xionantes, es importante que el diagrama de momento acompañe a la so- 
lución para su diseño. En la sección 4-3 el diagrama de momento se 
construyó dibujando primero el diagrama de fuerza cortante. Sin em- 
bargo, si se aplica el principio de superposición, cada una de las cargas en 
la viga puede tratarse por separado y entonces el diagrama de momento 
puede construirse en una serie de partes en vez de hacerlo en una sola 
forma que en ocasiones resulta complicada. Más adelante en el texto se 
verá que esto puede ser especialmente ventajoso cuando se aplican mé- 
todos de deflexión geométrica para determinar tanto la deflexión de una 
viga como las reacciones en vigas estáticamente indeterminadas. 

En el análisis estructural, la mayoría de las cargas aplicadas sobre vigas 
es una combinación de las cargas de la figura 4-20. La construcción de los 
diagramas de momento asociados se analizó en el Ejemplo 4.8. A fin de 


P 
Los % 
L > h L . 
M 
M Mo 
x | x 
=PL 
(a) (b) 
wo 
¡PERRERA 
E » 
M M 
x y 
Ueurva cúbica 
Ueurva parabólica 
—wp L? —wp 1? 
2 6 


(0) Figura 4-20 (d) 
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(A B 
10 pies .- 10 pies 
15 k 25k 
4 k/pie M (k- pie) 
$ 300 k : pie 250 
As B x(pies) 
| 50 
10 pies .- 10 pies ¡ 
15k 25 k diagrama de momento resultante 
Il Il 
4k/pi -pi 
40k 4 /pie M (k pie) 
pl pies) 
10 pies —. ui 
200 k : pie 
* : M (k :pie) Es 
» 300 k : pie ] s(plés) 
e “¿L—10 pies — 300 
300k-pie * 
500 k-pie + E ME + 
Ni x(pies) 
20 pi == 
2 W pies 
25k 
superposición de las vigas en voladizo superposición de los diagramas de momento asociados 
(a) (b) 
Figura 4-21 


entender cómo se usa el método de superposición para construir el dia- 
grama de momento, considere la viga simplemente apoyada que se 
muestra en la parte superior de la figura 4-21a. Aquí las reacciones ya se han 
calculado, por lo que el sistema de fuerzas sobre la viga produce una 
fuerza cero y un momento resultante. El diagrama de momento para este 
caso se muestra en la parte superior de la figura 4-21b. Observe que 
este mismo diagrama de momento se produce para la viga en voladizo 
cuando está sometida al mismo sistema de cargas estáticamente equiva- 
lentes que la viga simplemente apoyada. En vez de considerar todas las 
cargas sobre esta viga de manera simultánea al trazar el diagrama de mo- 
mento, se pueden superponer los resultados de las cargas que actúan por 
separado en las tres vigas en voladizo de la figura 4.21a. Por lo tanto, si se 
dibuja el diagrama de momento para cada viga en voladizo, figura 4-21b, 
al superponer estos diagramas se obtiene el diagrama de momento resul- 
tante de la viga simplemente apoyada. Por ejemplo, con base en cada uno 
de los diagramas de momento separados, el momento en el extremo A es 
Ma = — 200 — 300 + 500 = 0, como se comprueba en el diagrama de mo- 
mento superior de la figura 4-21b. En algunos casos es más fácil construir 
y utilizar otra serie de diagramas de momento estáticamente equivalen- 
tes para una viga, en lugar de construir el diagrama de momento “resul- 
tante” de la viga que suele ser más complicado. 
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De manera similar, también puede simplificarse la construcción del 
diagrama de momento “resultante” para una viga con una superposición 
de vigas “simplemente apoyadas”. Por ejemplo, la carga sobre la viga que 
se muestra en la parte superior de la figura 4-22a es equivalente a las car- 
gas de la viga que se muestra en la parte inferior. En consecuencia, se 
pueden usar los diagramas de momento separados para cada una de 
estas tres vigas en vez de dibujar el diagrama de momento resultante que 
se muestra en la figura 4-22b. 


M (kN -m) 
60.3 
20kN:m O 40KkN-m 
APPO «0 
ME -20 diagrama de momento resultante 
- 12m - Il 40 
M (kN -m) 
Il 90 
5SkN/m 
pla lddldlicdad] «0 
- 12m = 
+ 
di M (kN -m) 
20kN:m 
AE 20 dd 
- 12m > 
+ 
le 40kN-m dde 
E | x (m) 
- 12m > | 
40 
superposición de vigas simplemente apoyadas superposición de los diagramas de momento asociados 
(a) (b) 


Figura 4-22 


4.5 DIAGRAMAS DE MOMENTO CONSTRUIDOS POR EL MÉTODO DE SUPERPOSICIÓN 


EJEMPLO [4.16 


Dibuje los diagramas de momento para la viga que se muestra en la 
parte superior de la figura 4-23a usando el método de superposición. 
Considere que la viga está en voladizo desde el soporte en B. 


SOLUCIÓN 

Si la viga estuviera apoyada en voladizo desde B, estaría sometida a 
las cargas estáticamente equivalentes que se muestran en la figura 
4-23a. A continuación se muestran las tres vigas en voladizo super- 
puestas junto con sus diagramas de momento asociados, figura 4-23b. 
(Como una ayuda para su construcción, revise la figura 4-20.) Aunque 
no es necesario aquí, la suma de estos diagramas producirá el dia- 
grama de momento resultante para la viga. Como una práctica, in- 
tente dibujar este diagrama y compruebe los resultados. 


M (k pie) 
| ] x (pies) 
150 | 


5- 


M (k-pie) 337.5 


| x (pies) 


x (pies) 


=187,5 


superposición de los diagramas de momento asociados 


(b) 
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15 pies 


superposición de las vigas en voladizo 


(a) 
Figura 4-23 
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EJEMPLO [4.17 


Dibuje los diagramas de momento para la viga que se muestra en la 
parte superior de la figura 4-24a, usando el método de superposición. 
Considere que la viga está en voladizo desde el pasador en A. 


SOLUCIÓN 

Las vigas en voladizo superpuestas se muestran en la figura 4-24a, 
junto con sus diagramas de momento asociados, figura 4-24b. Tenga 
en cuenta que la reacción en el pasador (22.5 k) no se considera ya 
que no produce ningún diagrama de momento. Como un ejercicio, 
compruebe que el diagrama de momento resultante es el que se pre- 
senta en la parte superior de la figura 4-24b. 


x (pies) 


150 k pie 


16.6 pies 


x (pies) 


, 


Da pies—+ 150 k- pie 


+ 


x (pies) 


375 k - pie 


225 k : pie 


15 dy 15 pies 


superposición de las vigas en voladizo desde 4 


(a) 


] x (pies) 


15 k 
superposición de los diagramas de momento asociados 


(b) 


Figura 4-24 
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E PROBLEMAS 


4-38. Dibuje los diagramas de fuerza cortante y de mo- 
mento para cada uno de los tres elementos del marco. Su- 
ponga que el marco está articulado en A, C y D, y que hay 
una junta fija en B. 


Prob. 4-38 


4-39. Dibuje los diagramas de fuerza cortante y de mo- 
mento para cada uno de los elementos del marco. Suponga 
que el soporte en A es una articulación y en D es un rodillo. 


0.8 k/pie 


all lll dldso 


0.6 k/pie 
16 pies 


Mi PAR 


la pies >) 


Prob. 4-39 


*4-40. Dibuje los diagramas de fuerza cortante y de mo- 
mento para cada uno de los elementos del marco. Suponga 
que A es un oscilador y que D está articulado. 


4k 


2 k/pie 


E E 
Sean Eine Day Re AA 
ES E SS 


Prob. 4-40 


4-41. Dibuje los diagramas de fuerza cortante y de mo- 
mento para cada uno de los elementos del marco. Suponga 
que el marco está articulado en B, C y D, y que A está fijo. 


6k 6k 
S 


8 pies 8 pies 8 pies 


mn 
u 
mn 


0.8 k/pie 
——»»| 


| 


15 pies 


Prob. 4-41 


174 CAPÍTULO 4 CARGAS INTERNAS DESARROLLADAS EN ELEMENTOS ESTRUCTURALES 


4-42. Dibuje los diagramas de fuerza cortante y de mo- *4-44, Dibuje los diagramas de fuerza cortante y de mo- 
mento para cada uno de los elementos del marco. Suponga mento para cada elemento del marco. Suponga que el 
que A está fija, que la junta en B es una articulación, y que marco tiene un soporte de rodillo en A y un soporte articu- 
C es un soporte de rodillo. lado en C. 

20 k 1.5 k/pie 


WN E, 


0.5 k/pie B 
—— — 


> | 6 pies 


8 pies >» 


la 6 pies 


| 6 pies -- 6 pies - 


Prob. 4-42 
rob Prob. 4-44 


4-43. Dibuje los diagramas de fuerza cortante y de mo- 4-45. Dibuje los diagramas de fuerza cortante y de mo- 
mento para cada elemento del marco. Suponga que el mento para cada elemento del marco. Los elementos están 
marco está articulado en A y que C es un rodillo. articulados en A, B y C. 


4 k /pie 


a 


15k ——> 


4 pies 


10k >> 


4 pies 


E 
Ñ 


- 10 pies a 


Prob. 4-43 Prob. 4-45 
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4-46. Dibuje los diagramas de fuerza cortante y de mo- *4-48. Dibuje los diagramas de fuerza cortante y de mo- 
mento para cada elemento del marco. mento para cada elemento del marco. Las juntas en A, B y 
C están articuladas. 


250 Ib /pie 


B 


E - —E 120 Ib /pie 
L 6 pies L 6 pies , Y 


AN 


8 pies IN 
AN 
ME: ¡SM 
- 3 m —2 m—>-2 m3 m —, C 
Prob. 4-46 Prob. 4-48 
4-47. Dibuje los diagramas de fuerza cortante y de mo- 4-49. Dibuje los diagramas de fuerza cortante y de mo- 
mento para cada elemento del marco. Suponga que la junta mento para cada uno de los tres elementos del marco. Su- 
en A está articulada y que el soporte en C es un rodillo. La ponga que está articulado en B, C y D y que se encuentra 
articulación en B está fija. La carga del viento se transfiere a fijo en A. 
los elementos en las correas y largueros desde los segmen- 
tos simplemente apoyados de la pared y el techo. 
300 Ib /pie 
i 6k 3k 
3.5 pies -— 8 pies 8 pies 8 pies —— 
| 
3.5 pies 
ñ | 

500 Ib/pie —> 

>> 

— 7 pies 

La 5 : 

LL | 15 pies 

—> 4 + 

>| 

>| 

O 7 pies 


Prob. 4-47 Prob. 4-49 
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4-50. Dibuje los diagramas de momento para la viga 
usando el método de superposición. La viga está en vola- 
dizo desde A. 


¡ 
| 
l 


1200 Ib-pie 


= 3 pies UN 3 pies ” 


Prob. 4-50 


4-51. Dibuje los diagramas de momento para la viga 
usando el método de superposición. 


DRAOSIAOA DAS 


*4-52. Dibuje los diagramas de momento para la viga 
usando el método de superposición. Considere que la viga está 
en voladizo desde el extremo A. 


4-53. Dibuje los diagramas de momento para la viga 
usando el método de superposición. Considere que la viga está 
simplemente apoyada en A y en B,como se muestra en la fi- 
gura. 


e 


Probs. 4-52/4-53 
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4-54. Dibuje los diagramas de momento para la viga usando 
el método de superposición. Considere que la viga está en 
voladizo desde el soporte articulado en A. 


4-55. Dibuje los diagramas de momento para la viga 
usando el método de superposición. Considere que la viga está 
en voladizo desde el oscilador en B. 


30 kN 


Probs. 4-54/4-55 


*4-56. Dibuje los diagramas de momento para la viga 
usando el método de superposición. Considere que la viga está 
en voladizo desde el extremo C. 


| ml g8m Bra 


Prob. 4-56 


4-57. Dibuje los diagramas de momento para la viga 
usando el método de superposición. Considere que la viga está 
simplemente apoyada en A y B, como se muestra en la fi- 
gura. 


200 Ib /pie 


e e 


P 20 pies »| 


Prob. 4-57 


PROBLEMAS DE PROYECTO VEZ 


MM PROBLEMAS DE PROYECTO 


4-1P. En la fotografía se muestra un balcón ubicado en el 
tercer piso de un motel. Está construido con una losa de 
concreto de 4 pulgadas de espesor (piedra lisa) la cual se 
apoya sobre las cuatro vigas de piso simplemente apoyadas, 
dos trabes laterales en voladizo AB y HG , y las trabes fron- 
tal y posterior. En la figura adyacente se muestra el plano 
idealizado de la estructura con dimensiones promedio. De 
acuerdo con los códigos locales, la carga viva del balcón es 
de 45 psf. Dibuje los diagramas de fuerza cortante y de mo- 
mento para la trabe frontal BG y una trabe lateral AB. Su- 
ponga que la trabe frontal es un canal con un peso de 25 
Ib/pie y que las trabes laterales tienen secciones de ala 
ancha con un peso de 45 lb/pie. Ignore el peso de las vigas 
de piso y de la baranda frontal. Para esta solución considere 
cada una de las cinco losas como losas de dos vías. 


Prob. 4-1P 


4-2P. El pabellón que se muestra en la fotografía propor- 
ciona resguardo a la entrada de un edificio. Considere que 
todos los elementos están simplemente apoyados. Las barras 
de apoyo en C, D, E, F tienen un peso de 135 lb y una longi- 
tud de 20 pies cada una. El techo tiene 4 pulgadas de es- 
pesor y debe ser de concreto ligero con una densidad de 
102 Ib/pie”. Se supone que la carga viva causada por la acumu- 
lación de nieve es trapezoidal, con 60 psf a la derecha (con- 
tra la pared) y 20 psf a la izquierda (en la saliente). Suponga 
que la losa de concreto está simplemente apoyada entre las 
vigas. Dibuje los diagramas de fuerza cortante y de mo- 
mento para la viga lateral AB. No tome en cuenta su peso. 


elo A 
15 715 7157015715 


[pies pies pies pies pies 


| 


Prob. 4-2P 
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4-3P. En la figura se muestra el plano estructural ideali- —— Hola] 
zado de un sistema de piso localizado en el vestíbulo de un C y 
edificio de oficinas. El piso es de concreto reforzado con 8 pies 
piedra de 4 pulgadas de espesor. Si las paredes del hueco 
del elevador están hechas con mampostería de concreto li- p cd El 
. : í 
gero sólido de 4 pulgadas de espesor, y tienen una altura de 
10 pies, determine el momento máximo en la viga AB. Ig- del Hueco 
nore el peso de los elementos. qa 
elevador 
Y 
4 
A E G B 
8 pies 
D I 
á H——_—_— EH 
-—— 8 pies l 6 pies l 6 pies 
Prob. 4-3P 


REPASO DEL CAPÍTULO 


Los elementos estructurales sometidos a cargas planas 
soportan una fuerza normal interna N, una fuerza cor- 


: M M 
tante V y un momento flexionante M. Para encontrar 
estos valores en un punto específico de un elemento, > < 
debe usarse el método de las secciones. Para ello es ne- y N de 
v 


cesario dibujar un diagrama de cuerpo libre de un seg- 
mento del elemento, y después aplicar las tres ecuaciones convención de signos positivos 
de equilibrio. Siempre muestre las tres cargas internas 
sobre la sección en sus direcciones positivas. 


La fuerza cortante y de momento puede expresarse en 
función de x a lo largo del elemento al establecer el 
origen en un punto fijo (normalmente en el extremo 
izquierdo del elemento, para después usar el método 
de las secciones, donde se realiza la sección a una dis- 
tancia x desde el origen). Para los elementos someti- 
dos a cargas diversas deben extenderse diferentes 
coordenadas x entre las cargas. 
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Los diagramas de fuerza cortante y de momento para los elementos estructurales pueden dibujarse graficando las funcio- 
nes de fuerza cortante y de momento. También pueden dibujarse usando las dos relaciones gráficas. 


Pendiente del diagrama 
de fuerza cortante 


) 3 Ende de la 
carga distribuida 


dM 


a 
dx 
Pendiente del diagrama 
= [Fuerza cortante 
de momento 


Tenga en cuenta que un punto de fuerza cortante cero localiza al punto de momento máximo puesto que V = dM/dx =0. 


Cambio en E 
fuerza cortante 


AV = Ju dx 


Área bajo el 
diagrama de 
carga distribuida 


AM = Jvo dx 


Cambio o E laa bajo el diagrama 


el momento de fuerza cortante 


Una fuerza que actúa hacia abajo sobre la viga hará que el diagrama de fuerza cortante salte hacia abajo, y un momento de 
par en sentido contrario al de las manecillas del reloj hará que el diagrama de momento salte hacia abajo. 


Empleando el método de superposición, los diagramas de momento para un elemento pueden representarse mediante una 
serie de formas más simples. Las formas representan el diagrama de momento para cada una de las cargas por separado. 
Entonces, el diagrama de momento resultante es la suma algebraica de los diagramas separados. 


Este puente de arco parabólico sostiene la cubierta que comunica ambos extremos. 


Cables y arcos 


A menudo, los cables y arcos constituyen el elemento principal para 
soportar cargas en muchos tipos de estructuras, y en este capítulo se 
analizarán algunos de los aspectos más importantes relacionados con 
su análisis estructural. El capítulo comienza con un estudio general de 
los cables, seguido de un análisis de los cables sometidos a una carga 
concentrada y a una carga uniformemente distribuida. Como la ma- 
yoría de los arcos son estáticamente indeterminados, sólo se conside- 
rará el caso especial de un arco con tres articulaciones. El análisis de 
esta estructura ayuda a una mejor comprensión del comportamiento 
fundamental de todas las estructuras arqueadas. 


5.1 Cables 


En las obras de ingeniería con frecuencia se usan los cables para sopor- 
tar y transmitir cargas de un elemento a otro. Cuando se utilizan para 
sostener techos colgantes, puentes colgantes y las ruedas de un carretón, 
los cables representan el elemento principal para soportar las cargas 
sobre la estructura. En el análisis de fuerzas de estos sistemas, se puede 
pasar por alto el peso del cable en sí; sin embargo, cuando los cables se 
usan como tensores para antenas de radio, líneas de transmisión eléctrica 
o torres de perforación, el peso del cable puede llegar a ser importante y 
debe incluirse en el análisis estructural. En las siguientes secciones se 
tendrán en cuenta dos casos: un cable sometido a cargas concentradas y 
un cable sujeto a una carga distribuida. Siempre que estas cargas sean co- 
planares con el cable, los requisitos para el equilibrio se formulan de ma- 
nera idéntica. 
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Figura 5-1 


La cubierta de un puente atirantado se sos- 
tiene mediante una serie de cables conecta- 
dos en varios puntos a lo largo de la cubierta 
y los pilones. 


Cuando se obtengan las relaciones necesarias entre la fuerza en el 
cable y su pendiente, se supondrá que el cable es perfectamente flexible e 
inextensible. Debido a su flexibilidad, el cable no ofrece resistencia a la 
fuerza cortante o a la flexión y, por lo tanto, la fuerza que actúa en el 
cable siempre es tangente a éste en los puntos ubicados en toda su longi- 
tud. Si es inextensible, el cable tiene una longitud constante, tanto antes 
como después de aplicar la carga. En consecuencia, una vez que se aplica 
la carga, la geometría del cable permanece fija y el cable, o un segmento 
de éste, puede tratarse como un cuerpo rígido. 


5.2 Cable sometido a cargas 
concentradas 


Cuando un cable cuyo peso se puede pasar por alto soporta varias cargas 
concentradas, tiene la forma de varios segmentos de línea recta, cada uno 
de los cuales está sometido a una fuerza de tensión constante. Considere, 
por ejemplo, el cable que se muestra en la figura 5-1. Aquí 6 especifica el 
ángulo de la cuerda del cable AB y L es el claro del cable. Si las distan- 
cias Ly, L> y Ez y las cargas P, y P, son conocidas, entonces el problema 
consiste en determinar las nueve incógnitas de que consta la tensión en 
cada uno de los tres segmentos, las cuatro componentes de la reacción 
en A y B, y las flechas yc y yp en los dos puntos C y D. Para la solución se 
pueden escribir dos ecuaciones de equilibrio de fuerzas en cada uno de 
los puntos A, B, C y D. Esto se traduce en un total de ocho ecuaciones. 
Para completar la solución, será necesario conocer algo acerca de la geo- 
metría del cable a fin de obtener la novena ecuación necesaria. Por ejemplo, 
si se especifica la longitud total del cable £, entonces se usa el teorema 
de Pitágoras para relacionar £ con cada una de las tres longitudes de los 
segmentos, escrito en términos de 0, yc, yp, L¡, La y L3. Por desgracia, 
este tipo de problemas no puede resolverse con facilidad manualmente. Sin 
embargo, otra posibilidad consiste en especificar una de las flechas, yc O 
yp, en vez de la longitud del cable. De esta manera, las ecuaciones de 
equilibrio son suficientes para la obtención de las fuerzas desconocidas y 
la flecha restante. Una vez que se obtiene la flecha en cada punto, £ 
puede determinarse por trigonometría. 

Al realizar un análisis de equilibrio para un problema de este tipo, las 
fuerzas en el cable también pueden obtenerse escribiendo las ecuaciones 
de equilibrio para todo el cable o cualquier porción del mismo. El si- 
guiente ejemplo ilustra estos conceptos en forma numérica. 


5.2 CABLE SOMETIDO A CARGAS CONCENTRADAS 


EJEMPLO [5.1 


Determine la tensión en cada segmento del cable que se muestra en la 
figura 5-2a. Además, ¿cuál es el valor de la dimensión »? 


SOLUCIÓN 

Por inspección, hay cuatro reacciones externas desconocidas (Ay, Ay, 
D, y D,) y tres tensiones desconocidas, una en cada segmento del 
cable. Estas siete incógnitas, junto con la flecha h pueden determi- 
narse a partir de las ocho ecuaciones de equilibrio disponibles (2F, = 
0, 2F, = 0) aplicadas a los puntos desde A hasta D. 

Un método más directo para encontrar la solución es reconocer que 
la pendiente del cable CD está especificada; por ende, en la figura 
5-2b se muestra un diagrama de cuerpo libre de todo el cable. La ten- 
sión en el segmento CD puede obtenerse de la siguiente manera: 


(+2Ma > 0; 
Ten(3/5)(2 m) + Tep(4/51(5.5 m) — 3kN(2m) — 8kN(4m) =0 


Tep = 6.79 kN Resp. 


Ahora es posible analizar de manera secuencial el equilibrio de los 
puntos C y D. Punto C (figura 5-2c); 


0; 6.79 kN(3/5) — Tc cos 0zc =0 


+12F, =0; 6.79 kN(4/5) — 8kN + T gc sen Oc = 0 


Oc =32.32 Tac = 4.82kN 


Punto B (figura 5-2d): 


—TAcos Og4 + 4.82 kN cos 32.3 = 0 
+I2F, =0; TA sen 0z4 — 4.82 kN sen 32.3 — 3kN =0 
O BA = 53.8" Tra = 6.90 kN Resp. 


Por lo tanto, con base en la figura 5-2a, 


h = (2 m) tan 53.8” = 2.74 m 
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(4) 
Figura 5-2 
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(b) 
Figura 5-3 
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5.3 Cable sometido a una carga 
uniformemente distribuida 


Los cables proporcionan un medio muy eficaz para soportar el peso 
muerto de las trabes o losas de puentes con claros muy amplios. Un 
puente colgante es un ejemplo típico, en el que la cubierta está suspen- 
dida del cable por medio de una serie de sujetadores cerrados espaciados 
de manera uniforme. 

Para analizar este problema, primero se determinará la forma de un 
cable sometido a una carga vertical w, uniformemente distribuida de 
manera horizontal, figura 5-3a. Aquí, los ejes x y y tienen su origen en el 
punto más bajo del cable, de modo que en este punto la pendiente es 
cero. En la figura 5-3b se muestra el diagrama de cuerpo libre de un seg- 
mento pequeño del cable con una longitud As. Como la fuerza de tensión 
en el cable cambia continuamente, tanto en magnitud como en dirección 
a todo lo largo del cable, este cambio se indica en el diagrama de cuerpo 
libre con AT. La carga distribuida se representa por medio de su fuerza 
resultante w¿Ax, la cual actúa en Ax/2 desde el punto O. 

Al aplicar las ecuaciones de equilibrio se obtiene 


BbYNF,=0; -—Tcosg + (T + AT) cos(0 + A9) =0 
+HP2EF,=0;  —Tsend — w(Ax) + (T + AT) sen(0 + A0) = 0 
(+EM0o=0;  wo(Ax)(Ax/2) - T coso Ay + Tsen0Ax=0 


Si se divide cada una de estas ecuaciones entre Áx y se toma el límite 
cuando Ax => 0 y, por ende, cuando Ay => 0, AG => 0 y AT—= 0, resulta 


d(T cos0) — ú am 
. = (5-1) 
d(T sen 0) 
0 (52) 
d 
e = tan 0 (53) 


Al integrar la ecuación 5-1, donde T' = Fy en x = 0, se tiene: 
Tcos0 = Fy (54) 


lo que indica que la componente horizontal de la fuerza en cualquier 
punto alo largo del cable se mantiene constante. 

Si se integra la ecuación 5-2, teniendo en cuenta que T sen 9 =0 en 
x = 0, resulta 


T sen 0 = wyx (55) 


Al dividir la ecuación 5-5 entre la ecuación 5-4 se elimina T. Luego, 
usando la ecuación 5-3, es posible obtener la pendiente en cualquier 
punto, 

dy  wx 


tan0 = — 
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Si se integra por segunda vez con y = 0 en x = O se obtiene 
ys, dé (5-7) 


Ésta es la ecuación de una parábola. La constante F¡, puede obtenerse 
mediante el uso de la condición de frontera y = h en x = L. Por lo tanto, 


ña WE 58 
a (6) 


Finalmente, al sustituir en la ecuación 5-7 resulta 


h > 
y= 7 (5-9) 


De la ecuación 5-4, la tensión máxima en el cable ocurre cuando 4es má- 
xima; es decir, en x = £. Por lo tanto, a partir de las ecuaciones 5-4 y 5-5, 


Tnág = Y Fh uN (wLy? (5-10) 


O bien, con base en la ecuación 5.8 es posible expresar Tx en térmi- 
nos de w, es decir, 


Tmáx = WLV1 + (L/2h? (5-11) 


Observe que se ha ignorado el peso del cable, el cual es uniforme en 
toda la longitud del cable y no a lo largo de su proyección horizontal. En 
realidad, un cable sometido a su propio peso y libre de cualesquier otras 
cargas tomará la forma de una curva catenaria. Sin embargo, si la rela- 
ción de flecha sobre claro es pequeña, como en el caso de la mayoría de 
las aplicaciones estructurales, esta curva se aproxima a una forma pa- 
rabólica, como se determinó aquí. 

Con base en los resultados de este análisis, se deduce que un cable 
mantendrá una forma parabólica siempre que la carga muerta de la cu- 
bierta para un puente colgante o una trabe de suspensión se distribuya 
uniformemente en toda la longitud proyectada horizontal del cable. Por 
lo tanto, si la trabe de la figura 5-4a se sostiene mediante una serie de 
ganchos, que están cerrados y uniformemente espaciados, la carga en 
cada gancho debe ser la misma para que pueda asegurarse que el cable 
tiene una forma parabólica. 

Si se usa este supuesto, es posible realizar el análisis estructural de la 
trabe o de cualquier otra estructura que esté suspendida libremente del 
cable. En particular, si la trabe está simplemente apoyada, así como sos- 
tenida por el cable, el análisis será estáticamente indeterminado de pri- 
mer grado, figura 5-4b. Sin embargo, si la trabe tiene un pasador interno 
en algún punto intermedio de toda su longitud, figura 5-4c, ésta sería una 
condición de momento cero y, por lo tanto, sería posible realizar un aná- 
lisis estructural determinado de la trabe. 


El puente Verrazano-Narrows en la entrada 
al puerto de Nueva York cuenta con un 
claro principal de 4260 pies (1.30 km). 


(c) 
Figura 5-4 
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EJEMPLO [5.2 


CABLES Y ARCOS 


El cable de la figura 5-5a sostiene una trabe que pesa 850 lb/pie. De- 
termine la tensión en el cable en los puntos A, B y C. 


100 pies 


S 


A 
4 


=== 


== 


(b) 


Figura 5-5 


SOLUCIÓN 

El origen de los ejes coordenados se establece en el punto B, el punto 
más bajo del cable, donde la pendiente es cero, figura 5-5d. A partir de 
la ecuación 5-7, la ecuación parabólica del cable es: 


y =P 850 1b/pie , _ 425 7 
Fa Es Fa 


(1) 


Suponiendo que el punto C se encuentra a x' de B, se tiene 


42 
1-2 y 
Fy 
Fy = 21.254” 


Además, para el punto A, 


425 
40 = HF [-(100 — x')P 

Fh 

425 


— 21.25x” 
x? + 200x” —- 10000 =0 


40 [—(100 — x')]? 


x' = 41.42 pies 
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Por lo tanto, con base en las ecuaciones 2 y 1 (o la ecuación 5-6) se 
tiene 


Fy = 21.25(41.42)? = 36 459.2 lb 


dy 850 


A + 


En el punto A, 
x = —(100 — 41.42) = —58.58 pies 


d 
tano, = Y = 0.02331(-58.58) = -1.366 
dx | .=-58.58 


0,4 = 53.790 


Usando la ecuación 5-4, 


Fy 36 459.2 
Tr = = =61.7k Resp. 
A cos8,  cos(—-53.79”) dic 


En el punto B,x =0, 


d 
tan 95 = 7 =0, 0g = 00 
x=0 


Fy 36 459.2 
cos Oz cos 0? 


= 36.5 k 


En el punto C, 


x = 41.42 pies 


d 
tan 0. = Eee = 0.02331(41.42) = 0.9657 
AX | 41.42 


0 = 44.02 


Fy 36 459.2 
Te = = = 50.7 k Resp. 
cos Oc cos 44.0? dd] 
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EJEMPLO [5.3 


El puente colgante de la figura 5-6a se construyó usando dos armadu- 
ras de rigidez que están conectadas en sus extremos mediante un pa- 
sador en C, y se sostienen mediante un pasador en A y un oscilador en B. 
Determine la tensión máxima en el cable /H. El cable tiene una forma 
parabólica y el puente está sometido a una sola carga de 50 kN. 


403m=12m-=- 403m=12m 


(a) 


Figura 5-6 


SOLUCIÓN 

En la figura 5-6b se muestra el diagrama de cuerpo libre del sistema 
cable-armadura. De acuerdo con la ecuación 5-4 (T cos 64 = Fy), la 
componente horizontal de la tensión del cable en / y H debe ser cons- 
tante, Fy. Si se toman los momentos con respecto a B,se tiene 


(+EM¿=0;  —1,(24m) — A,(24m) + SOkN(9m) 


1, + A, = 18.75 
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Si se considera sólo la mitad de la estructura suspendida, figura 5-6c, 
entonces al sumar los momentos con respecto al pasador en C, se ob- 
tiene 


(+EM¿ =0; Fiy(14m) = Fa(6m) — £,(12m) = Ay(12m) = 0 
I, + A, = 0.667Fy 
A partir de estas dos ecuaciones, 


18.75 = 0.667F y, 


Fy = 28.125 kN 


Para obtener la tensión máxima en el cable se utilizará la ecuación 5-11, 
pero primero es necesario determinar, con base en la ecuación 5-8, el 
valor de una carga wy que se supone uniformemente distribuida: 


2Fyh — 2(28.125 kN)(8 m 
=== A l 3105 kN/m 
E (12 m) 


wo 


Por lo tanto, usando la ecuación 5-11, se tiene 


Tmáx = WLV1 + (L/2hy 


3.125(12 m) V1 + (12 m/2(8 m) ? 


= 46.9 kN Resp. 
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M PROBLEMAS 


5-1. Determine la tensión en cada segmento del cable y la 5-3. Determine la tensión en cada segmento de cable y la 
longitud total de éste. distancia yp. 


7 pies 


Prob. 5-1 Prob. 5-3 
5-2. El cable ABCD soporta la carga mostrada. Deter- *5-4, El cable soporta la carga mostrada. Determine la 
mine la tensión máxima en el cable y la flecha del punto B. distancia xg, medida desde A, a la cual actúa la fuerza en el 


punto B. Considere que P = 40 1b. 


5-5. El cable soporta la carga mostrada. Determine la 
magnitud de la fuerza horizontal P de manera que xp = 6 
pies. 


Prob. 5-2 Probs. 5-4/5-5 
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5-6. Determine las fuerzas P, y P, necesarias para mante- 
ner al cable en la posición indicada, es decir, de modo que el 
segmento CD se mantenga horizontal. También encuentre 


*5-8. El cable soporta la carga uniforme de w, = 600 Ib/pie. 
Determine la tensión en el cable en cada soporte (apoyo) 


la carga máxima en el cable. 2 
B 
E | 
| 15 pies 
10 pr | 
daddlss 
25 pies 
Prob. 5-6 Prob. 5-8 
5-7. El cable está sometido a la carga uniforme. Si la pen- 5-9, Determine la tensión máxima y mínima en el cable. 
diente del cable en el punto O es igual a cero, determine 
la ecuación de la curva y la fuerza en el cable en los puntos 
OyB. 
y 
y 
= 10m >= 10m > 


dí 
LL EAT 


L 15 pies -- 15 pies 16 kN /m 


AAA 
AAA AA 


Prob. 5-7 Prob. 5-9 
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5-10. Determine la carga uniforme w máxima, medida en 5-13. Las armaduras están articuladas y cuelgan del cable 
lb/pie, que puede soportar el cable si es capaz de sostener parabólico. Determine la fuerza máxima en el cable cuando 
una tensión máxima de 3000 lb antes de romperse. la estructura se somete a la carga que se muestra. 


Prob. 5-10 


4 x 12 pies = 48 pies 4 X 12 pies = 48 pies 


5-11. El cable está sometido a una carga uniforme w = Prob. 5-13 
250 lb/pie. Determine la tensión máxima y mínima en el 
cable. 


5-14. Determine la tensión máxima y mínima en el cable 
parabólico y la fuerza en cada uno de los ganchos. La trabe 
está sometida a una carga uniforme y se conecta mediante 
un pasador en B. 


5-15. Dibuje los diagramas de fuerza cortante y de mo- 
mento para las trabes articuladas AB y BC. El cable tiene 
una forma parabólica. 


w 


Prob. 5-11 


*5-12. El cable que se muestra en la figura está sometido 
a la carga uniforme wy. Determine la relación entre la ele- 
vación h y el claro £ que se traducirá en el uso de la canti- 
dad mínima de material para el cable. 


| | 10 pies . 30 pies ——————| 


Prob. 5-12 Probs. 5-14/5-15 
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*5-16. El cable se romperá cuando la tensión máxima al- 
cance Tmáx = 5000 kN. Determine la carga uniformemente 
distribuida w máxima necesaria para desarrollar esta ten- 
sión máxima. 


5-17. El cable está sometido a una carga uniforme de w = 
60 kN/m. Determine la tensión máxima y mínima en el 
cable. 


Ú dd 


Probs. 5-16/5-17 


5-18. El cable AB está sometido a una carga uniforme de 
200 N/m. Si se pasa por alto el peso del cable y los ángulos 
de la pendiente en los puntos A y B son 30 y 60", respectiva- 
mente, determine la curva que define la forma del cable y la 
tensión máxima desarrollada en el cable. 


- 15m - 


Prob. 5-18 


5-19. Las vigas AB y BC se sostienen mediante el cable 
que tiene una forma parabólica. Determine la tensión en el 
cable en los puntos D, F y E, así como la fuerza en cada uno 
de los sujetadores igualmente espaciados. 


= 
B 
|. 


2m2m 2m!2m am 


Prob. 5-19 


*5-20. Dibuje los diagramas de cortante y de momento 
para las vigas AB y BC. El cable tiene una forma parabólica. 


Am o 2m at =m 


Prob. 5-20 
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trasdós c6rona 
(o) 


nacimiento ds > 
intradós 


(o anca 
plafón) 
¿e pila 


Figura 5-7 


arco fijo 


(a) 


elevación 
de la línea 
central 


arco de dos articulaciones 


(b) 


5.4 Arcos 


Al igual que los cables, los arcos pueden usarse para reducir los momen- 
tos de flexión en las estructuras con claros amplios. En esencia, un arco 
funciona como un cable invertido, por lo que generalmente recibe carga 
en compresión; aunque, debido a su rigidez, también debe resistir algu- 
nas fuerzas de flexión y de cortante dependiendo de cómo esté cargado y 
cuál sea su forma. En particular, si el arco tiene una forma parabólica 
y se somete a una carga vertical uniformemente distribuida de manera 
horizontal, entonces a partir del análisis de los cables se deduce que el 
arco sólo resistirá fuerzas de compresión. En estas condiciones, la forma 
de arco se denomina arco funicular, porque dentro de él no se producen 
fuerzas de flexión ni fuerzas cortantes. 

En la figura 5-7 se muestra un arco típico, que especifica alguna de la 
nomenclatura que se usa para definir su geometría. Dependiendo de 
la aplicación, pueden seleccionarse varios tipos de arcos para soportar 
una carga. Un arco fijo, figura 5-8a, suele hacerse de concreto reforzado. 
Aunque su construcción puede requerir menos material que la de otros 
tipos de arcos, debe tener pilas de cimentación sólidas, puesto que es in- 
determinado de tercer grado y, en consecuencia, pueden introducirse 
tensiones adicionales al arco, debido al asentamiento relativo de sus so- 
portes. Un arco de dos articulaciones, figura 5-8b, se hace comúnmente 
de metal o de madera. Es indeterminado de primer grado y, aunque no es 
tan rígido como un arco fijo, es algo insensible al asentamiento. Esta es- 
tructura podría hacerse estáticamente determinada al sustituir una de las 
articulaciones por un rodillo. Sin embargo, al hacerlo de esta manera se 
elimina la capacidad de la estructura para resistir la flexión a lo largo de 
su claro y, por ende, serviría como una viga curva y no como un arco. Un 
arco de tres articulaciones, figura 5-8c, que también se hace de metal o de 
madera, es estáticamente determinado. A diferencia de los arcos estáti- 
camente indeterminados, no le afectan los cambios en el asentamiento o 
la temperatura. Por último, si se van a construir arcos de dos y tres articu- 
laciones sin requerir grandes pilas de cimentación y si el espaciamiento 
no es un problema, entonces los soportes pueden conectarse mediante 
un tirante, figura 5-8d. Un arco atirantado permite que la estructura se 
comporte como una unidad rígida, puesto que el tirante soporta la com- 
ponente horizontal del empuje en los soportes. Además, tampoco le 
afecta el asentamiento relativo de los soportes. 


arco de tres articulaciones arco atirantado 


(c) (d) 
Figura 5-8 


5.5 


5.5 Arco de tres articulaciones 


Con el fin de obtener una idea de la forma en que los arcos transmiten 
las cargas, a continuación se considerará el análisis de un arco de tres ar- 
ticulaciones, como el que se muestra en la figura 5-9a. En este caso, la terce- 
ra articulación se encuentra en la corona y los soportes (o apoyos) están 
a diferentes alturas. Si se desea determinar las reacciones en los soportes, 
el arco debe desmontarse para después hacer el diagrama de cuerpo 
libre de cada elemento, como se muestra en la figura 5-9b. Aquí hay seis 
incógnitas para las cuales hay disponibles seis ecuaciones de equilibrio. 
Un método para la solución de este problema consiste en aplicar las 
ecuaciones de equilibrio de momentos respecto a los puntos A y B. La 
solución simultánea producirá las reacciones C, y C,. Luego, las reaccio- 
nes en los soportes se determinan a partir de las ecuaciones de equilibrio 
de fuerzas. Una vez obtenidas estas reacciones, es posible determinar las 
fuerzas normal y cortante internas, así como las cargas de momento en 
cualquier punto del arco siguiendo el método de las secciones. Aquí, por 
supuesto, la sección se debe tomar perpendicular al eje del arco en el 
punto considerado. Por ejemplo, en la figura 5-9c se muestra el diagrama 
de cuerpo libre para el segmento AD. 

Los arcos de tres articulaciones también pueden tomar la forma de dos 
armaduras articuladas, cada una de las cuales reemplazaría a las costillas 
del arco AC y CB en la figura 5-9a. El análisis de esta forma sigue el 
mismo procedimiento descrito anteriormente. Los siguientes ejemplos 
ilustran estos conceptos en forma numérica. 


(b) 
Figura 5-9 
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(b) 


El arco de armaduras de tres articulaciones 
se utiliza para soportar una parte de la carga 
del techo de este edificio (a). El acerca- 
miento muestra que el arco está articulado 
en su parte superior (b). 


(c) 
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EJEMPLO [5.4 


El puente de arco con enjuta abierta y tres articulaciones, como el que 
se muestra en la fotografía tiene una forma parabólica. Si este arco 
debe soportar una carga uniforme y tiene las dimensiones indicadas 
en la figura 5-10a, demuestre que el arco está sometido sólo a compre- 

sión axial en un punto intermedio como el punto D. Suponga que la 
carga se transmite uniformemente a las costillas del arco. 


500 Ib /pie Al 


uN 
Da 


” ' y 
a E pies 25 pies 


(a) 
Figura 5-10 


SOLUCIÓN 

Aquí los apoyos (soportes) están a la misma altura. Los diagramas de 
cuerpo libre de todo el arco y de la parte BC se muestran en las figu- 
ras 5-10b y 5-10c. Al aplicar las ecuaciones de equilibrio, se tiene: 


Arco completo: 


(+2M,=0; C,(100 pies) — 50 k(50 pies) 


a, =25k 
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Segmento BC del arco: 


(+2Mz =0; 25 k(25 pies) + 25 k(50 pies) — C,(25 pies) = 0 


C, =25k 
25 pies 
B.= 15k > Es 


—25 pies —+— 25 pies 


c, 
B, - 25k + 25k =0 


B,=0 (el 


Una sección del arco tomada a través del punto D, x = 25 pies, y = 


-25(25)/(50)” = —6.25 pies, se muestra en la figura 5-10d. La pen- 
diente del segmento en D es 


Al aplicar las ecuaciones de equilibrio, figura 5-10d, se tiene 


25 k 
25k — Npcos 26.6” — Vp sen 26.6” = 0 6.25 pies| B, 


-12.5k + Npsen 26.6” — V¡ cos 26.6” =0 


Mp + 12.5 k(12.5 pies) — 25 k(6.25 pies) = 0 
125 12,5 


pies pies 


Resp. 
Resp. 


Resp. 


Nota: Si el arco tuviera una forma diferente o si la carga no fuera uniforme, entonces la 
fuerza cortante y el momento internos serían nulos. Además, si se usara una viga sim- 
plemente apoyada para soportar la carga distribuida, tendría que resistir un momento 
flexionante máximo de M = 625 k + pie. Por comparación, es más eficiente resistir es- 
tructuralmente la carga en compresión directa (aunque debe considerarse la posibili- 
dad de pandeo) que resistir la carga debida a un momento flexionante. 
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EJEMPLO [5.5 


El arco atirantado de tres articulaciones está sometido a la carga que 
se muestra en la figura 5-11a. Determine la fuerza en los elementos 
CH y CB. El elemento GF, trazado con líneas discontinuas en la ar- 
madura, está destinado a no soportar fuerza alguna. 


Figura 5-11 


SOLUCIÓN 
Las reacciones en los soportes pueden obtenerse de un diagrama de 


cuerpo libre de todo el arco, figura 5-11b: 


ISKN> 2KN  (+3NM¿=0; E,(12m)-— 15kN(3m) — 20kN(6m) — 15kN(9m) =0 


E, = 25kN 
B5xyF,=0; AE 
+PEF,=0;  A,- 15kN— 20kN — 15kN + 25kN =0 
A, = 25kN 


Las componentes de fuerza que actúan en la junta C pueden deter- 
minarse considerando el diagrama de cuerpo libre de la parte iz- 
quierda del arco, figura 5-11c. Primero, determine la fuerza: 


(+2Mc¿=0; Fag(5m) — 25kN(6m) + 15kN(3m) =0 


5.5 


Entonces, 
BbYF,=0; —C,+2L0kN=0, C,=21.0kN 


+1F,=0; 25kN — 15kN — 20kKN +C,=0, C, =10kN 
y y y 


Para obtener las fuerzas en CH y CB, puede usarse el método de las 
juntas de la siguiente manera: 


Junta G; figura 5-11d, 


+PEF,=0; Foc 20kN=0 
Foc = 20 kN (0) 


Junta C; figura 5-11e, 


Fesl 75) — 2L0KN — Fenl 5) = 0 


(45) + Fenl5) — 20kN + 10kN =0 


Por lo tanto, 


Fcg = 26.9 kN (C) 
Fcn = 4.74KN (T) 
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Nota: En ocasiones, los arcos atirantados se 
emplean en puentes. Aquí la cubierta está 
sostenida por barras de suspensión que 
transmiten su carga al arco. La cubierta está 
en tensión, de modo que soporta el empuje 
real o la fuerza horizontal en los extremos 
del arco. 
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EJEMPLO [5.6 


El arco de armadura de tres articulaciones que se muestra en la figura 
5-12a soporta la carga simétrica. Determine la altura h¡ requerida 
para las juntas B y D, de modo que el arco tenga una forma funicular. 
El elemento AG está destinado a no soportar fuerza alguna. 


15 li. ñ 


SOLUCIÓN 

Para una carga simétrica, la forma funicular del arco debe ser parabó- 
lica como lo indica la línea discontinua (figura 5-12b). Aquí debemos 
encontrar la ecuación que se ajusta a esta forma. Si los ejes x y y tie- 
nen su origen en C, la ecuación es de la forma y = —cx”. Para obtener 
la constante c, se requiere 


—(15 pies) = —c(20 pies)? 
c = 0.0375/pie 


Por lo tanto, 


yp = —(0.0375/pie)(10 pies)? = -3.75 pies 
Figura 5-12 


Así que a partir de la figura 5-12a, 
h, = 15 pies — 3.75 pies = 11.25 pies Resp. 


Aprovechando este valor, si ahora se aplica el método de los nudos a 
la armadura, los resultados muestran que la cuerda de la parte supe- 
rior y todos los elementos de la diagonal serán elementos de fuerza 
cero, y la carga simétrica será soportada sólo por los elementos AB, 
BC, CD y DE de la cuerda inferior de la armadura. 
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MM PROBLEMAS 


5-21. El arco atirantado de tres articulaciones está some- 5-23. El arco de enjuta con tres articulaciones está some- 
tido a las cargas indicadas. Determine las componentes de tido a las cargas indicadas. Determine el momento interno 
la reacción en A y C, así como la tensión en el cable. en el arco en el punto D. 


- 2m >. 2m 1 ml 
0.5 m 
Prob. 5-21 Prob. 5-23 
5-22. Determine las fuerzas resultantes en los pasadores *5-24. Elarco atirantado de tres articulaciones está some- 
A,B y C de la armadura de techo arqueada y de tres articu- tido a las cargas indicadas. Determine las componentes de 
laciones. la reacción en A y C, así como la tensión en la barra. 
Sk 
4 kN 4 kN 


IN 


pies pies pies 


pies pies 


Prob. 5-22 Prob. 5-24 
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5-25. El puente está construido como un arco atirantado 
de tres articulaciones. Determine las componentes horizon- 
tal y vertical de la reacción en las articulaciones (pasadores) 
A, B y C.El elemento DE trazado con líneas discontinuas 
está destinado a no soportar fuerza alguna. 


5-26. Determine las alturas de diseño h,, h, y hz de la 
cuerda inferior de la armadura, de modo que el arco de tres 
articulaciones responda como un arco funicular. 


60 k 


20k 20k 10 40k40k 


mo 7 


“30 30 30 30 30 30 30 30 
pies pies pies pies pies pies pies pies 


Probs. 5-25/5-26 


5-27. Determine las componentes horizontal y vertical de 
la reacción en los puntos A, B y C del arco de tres articula- 
ciones. Suponga que A, B y C están conectados mediante un 
pasador. 


= 4 q - 10 _— 5 
pies pies pies pies 
Prob. 5-27 


*5-28. El arco de enjuta de tres articulaciones está some- 
tido a la carga uniforme de 20 kN/m. Determine el mo- 
mento interno en el arco en el punto D. 


20 kN/m 


Prob. 5-28 


5-29. La estructura arqueada está sometida a la carga que 
se muestra en la figura. Determine las componentes hori- 
zontal y vertical de la reacción en A y D, así como la tensión 
en la barra AD. 


pies pies pies pies 


Prob. 5-29 


REPASO DEL CAPÍTULO 


Los cables soportan sus cargas en tensión si se les considera 
perfectamente flexibles. 


Si el cable está sometido a cargas concentradas, entonces la 
fuerza que actúa en cada segmento de cable se determina 
mediante la aplicación de las ecuaciones de equilibrio al 
diagrama de cuerpo libre de los grupos de segmentos del 
cable o a las juntas donde se aplican las fuerzas. 
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Si el cable soporta una carga uniforme a lo largo de una dis- 
tancia horizontal proyectada, entonces el cable toma la 
forma de una parábola. 


Los arcos están diseñados primordialmente para soportar 
una fuerza de compresión. Para soportar una carga unifor- 
memente distribuida sobre su proyección horizontal se re- 
quiere una forma parabólica. 


Los arcos de tres articulaciones son estáticamente determi- 
nados y pueden analizarse separando los dos elementos 
para después aplicar las ecuaciones de equilibrio a cada ele- 
mento. 


arco de tres articulaciones 


Al diseñar los elementos de este puente deben tenerse en cuenta las cargas 
móviles causadas por los trenes. Las líneas de influencia para los elementos 
forman parte importante del análisis estructural. 


Líneas de influencia 
para estructuras 
estáticamente 
determinadas 


Las líneas de influencia tienen una aplicación importante en el diseño 
de las estructuras que resisten grandes cargas vivas. En este capítulo 
se estudiará cómo dibujar la línea de influencia para una estructura 
estáticamente determinada. La teoría se aplica a estructuras que están 
sometidas a una carga distribuida o a una serie de fuerzas concentra- 
das; asimismo, se presentan aplicaciones específicas para vigas de 
piso y vigas de puente. Al final del capítulo se analizan la determina- 
ción de la fuerza cortante viva y el momento máximos absolutos en un 
elemento. 


6.1 Líneas de influencia 


En los capítulos anteriores se han desarrollado técnicas para el análisis 
de fuerzas en los elementos estructurales debidas a cargas muertas O 
fijas. Se ha demostrado que los diagramas de fuerza cortante y de mo- 
mento representan los métodos más descriptivos para mostrar la varia- 
ción de estas cargas en un elemento. Sin embargo, si una estructura está 
sometida a una carga viva o móvil, la variación de la fuerza cortante y del 
momento de flexión en el elemento se describe mejor usando la línea de 
influencia. Una línea de influencia representa la variación ya sea de la 
reacción, de la fuerza cortante, del momento o de la deflexión en un 
punto específico de un elemento, a medida que una fuerza concentrada 
se mueve a lo largo del elemento. Después de construir esta línea, es po- 
sible decir de un vistazo dónde debe colocarse la carga móvil sobre la es- 
tructura de modo que cree la mayor influencia en el punto específico. 
Además, entonces puede calcularse la magnitud de la reacción, la fuerza 
cortante, el momento o la deflexión asociados en el punto a partir de las 
ordenadas del diagrama de la línea de influencia. Por esto las líneas de 
influencia juegan un papel importante en el diseño de puentes, carriles 
de grúas industriales, transportadores y otras estructuras donde las car- 
gas se mueven a lo largo de un claro. 
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Si 


LÍNEAS DE INFLUENCIA PARA ESTRUCTURAS ESTÁTICAMENTE DETERMINADAS 


Aunque el procedimiento para construir una línea de influencia es bas- 
tante básico, debe tenerse clara la diferencia entre construir una línea de 
influencia y un diagrama de fuerza de corte o de momento. Las líneas 
de influencia representan el efecto de una carga móvil sólo en un punto 
específico de un elemento, mientras que los diagramas de fuerza cortante 
y de momento representan el efecto de las cargas fijas en todos los pun- 
tos a lo largo del eje del elemento. 


Procedimiento de análisis 


se desea construir la línea de influencia en un punto P específico de un elemento para 


cualquier función (reacción, fuerza cortante o momento) puede usarse cualquiera de los 
dos procedimientos siguientes. En ambos casos se elegirá la fuerza móvil que tenga una 
magnitud sin dimensiones de unidad.* 


Tabulación de valores 


Coloque una carga unitaria en varias ubicaciones, x, a lo largo del elemento y en cada 
ubicación use la estática para determinar el valor de la función (reacción, fuerza cor- 
tante o momento) en el punto específico. 


Si se desea construir la línea de influencia para una fuerza de reacción vertical en un 
punto sobre una viga, considere que la reacción será positiva en el punto donde actúe 
hacia arriba. 


Si se va a dibujar una línea de influencia de fuerza cortante o de momento en un 
punto, tome la fuerza cortante o el momento en el punto como positivos de acuerdo 
con la misma convención de signos que se emplea en la elaboración de los diagramas 
de fuerza cortante y de momento. (Vea la figura 4-1). 


Todas las vigas estáticamente determinadas tendrán líneas de influencia que consisten 
en segmentos de línea recta. Después de algo de práctica se adquiere la capacidad de 
minimizar los cálculos y ubicar la carga unitaria sólo en los puntos que representan los 
puntos extremos de cada segmento de línea. 


Para evitar errores, se recomienda primero construir una tabla que contenga las “car- 
gas unitarias en x” contra el valor correspondiente de la función calculado en el punto 
específico; es decir, “la reacción R”, “la fuerza cortante V” o “el momento M.” Una vez 
que se ha colocado la carga en varios puntos a lo largo del claro del elemento, es posi- 
ble graficar los valores tabulados y construir los segmentos de la línea de influencia. 


Ecuaciones de las líneas de influencia 


La línea de influencia también se puede construir al colocar la carga unitaria en una 
posición variable x sobre el elemento para después calcular el valor de R, Vo M en el 
punto en función de x. De esta manera se pueden determinar y representar gráfica- 
mente las ecuaciones de los diferentes segmentos que componen la línea de influencia. 


*La razón de esta elección se explica en la sección 6-2. 
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EJEMPLO [6.1 


Construya la línea de influencia para la reacción vertical en el punto A 
de la viga que se muestra en la figura 6-14. 


SOLUCIÓN 


Tabulación de valores. Se coloca una carga unitaria sobre la viga 
en cada punto x seleccionado, y el valor de A, se calcula sumando los 
momentos respecto a B. Por ejemplo, cuando x = 2.5 pies y x = 5 pies, 
vea las figuras 6-1b y 6-1c, respectivamente. Los resultados de A, se 
introducen en la tabla, figura 6-1d. Al graficar estos valores se obtiene 
la línea de influencia para la reacción en A, figura 6-1e. 


Figura 6-1 


Mi =5 Be 


10 pies ? 10 pies 


(+ EMg =0; —A, (10) +1 (7.5) =0 (+ EMg =0;—A, (10) +1(5)=0 
A, =075 A,=0,5 


(b) (c) 


línea de influencia para A, 


(e) 


Ecuación de la línea de influencia. Cuando la carga unitaria se co- 
loca a una distancia variable x desde A, figura 6-1f, la reacción A, en 
función de x puede determinarse a partir de 


Esta línea se traza en la figura 6-1e. 
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EJEMPLO [6.2 


Construya la línea de influencia para la reacción vertical en el punto B 
de la viga que se muestra en la figura 6-2a. 


Figura 6-2 


SOLUCIÓN 


Tabulación de valores. Con base en la estática, compruebe que los 
valores para la reacción B, que aparecen en la tabla, figura 6-2b, están 
calculados correctamente para cada posición x de la carga unitaria. Al 
graficar los valores se obtiene la línea de influencia que se muestra en 
la figura 6-2c. 


línea de influencia para B, 


(c) 


Ecuación de la línea de influencia. Si se aplica la ecuación de mo- 
mentos respecto a A, en la figura 6-2d, 


(FEM¿=0,  BX5)-1(x)=0 
B 


Bx 


y 
Lo anterior se grafica en la figura 6-2c. 
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EJEMPLO [6.3 


Construya la línea de influencia para la fuerza cortante en el punto C 
de la viga que se muestra en la figura 6-3a. 


SOLUCIÓN 


Tabulación de valores. En cada posición x seleccionada para la 
carga unitaria, se aplica el método de las secciones para calcular el (a) 
valor de V¿. Observe en especial que la carga unitaria debe colocarse 

justo a la izquierda (x = 2.5”) y a la derecha (x = 2.5*) del punto C Figura 6-3 
puesto que la fuerza cortante es discontinua en C, figuras 6-3b y 6-3c. 

Al graficar los valores de la figura 6-3d se obtiene la línea de influen- 

cia para la fuerza cortante en C, figura 6-3e. 


10 pies 2. 


M¿ +TEF, =0;V¿= | M¿. +TEF,=0;V¿=0.75 | 


0.25 0.25 


(b) (c) 


Ecuaciones de la línea de influencia. Aquí deben determinarse línea de influencia para V¿ 
dos ecuaciones puesto que hay dos segmentos en la línea de influen- 

cia, debido a la discontinuidad de la fuerza cortante en C, figura 6-3f. (e) 
Estas ecuaciones se grafican en la figura 6-3e. 


2.5 pies < x = 10 pies 
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EJEMPLO [6.4 


pe 
Ñ 5 
4 e ca m 
( 


a 


Figura 6-4 


al 


Construya la línea de influencia para la fuerza cortante en el punto C 
de la viga que se muestra en la figura 6-4a. 


SOLUCIÓN 


Tabulación de valores. Con base en la estática y el método de las 
secciones, compruebe que los valores de la fuerza cortante V¿ en el 
punto C de la figura 6-4b corresponden a cada posición x de la carga 
unitaria sobre la viga. Al graficar los valores de la figura 6-4b se ob- 
tiene la línea de influencia en la figura 6-4c. 


línea de influencia para Ve 


(c) 


Ecuaciones de la línea de influencia. A partir de la figura 6-4d, 
compruebe que 


Ve = O=x<4m 


Ve = 4m<x=<12m 


Estas ecuaciones se grafican en la figura 6-4c. 


1 


—] 4m<x=<12m 
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EJEMPLO [6.5 


Construya la línea de influencia para el momento en el punto C de la 
viga que se muestra en la figura 6-5a. 


— e 


SOLUCIÓN pe ÉN 
Tabulación de valores. En cada posición seleccionada para la 10 pies 

carga unitaria, el valor de M¿ se calcula mediante el método de las 

secciones. Por ejemplo, vea la figura 6-5b para x = 2.5 pies. Al graficar (a) 

los valores de la figura 6-5c se obtiene la línea de influencia para el 


momento en C, figura 6-5d. Figura 6-5 


línea de influencia para Me 


(+EM¿ =0; -M¿+ 025 (5) =0 
Me=125 (4) 


Ecuaciones de la línea de influencia. Los dos segmentos que for- 
man la línea de influencia pueden determinarse empleando 2M¿ =0 
junto con el método de las secciones que se muestra en la figura 6-Se. 
Al graficar estas ecuaciones se obtiene la línea de influencia que se 
muestra en la figura 6-5d. 


(+FEM¿=0;  Me+US-x)-(1-hx)5=0 (+EMc=0; Mc (1- fx)5=0 


Mc = 3x 0 <= x < 5 pies M¿=5- bx 5pies < x = 10 pies 
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EJEMPLO [6.6 


Construya la línea de influencia para el momento en el punto C de la 
viga que se muestra en la figura 6-6a. 


a 


A 
E es 
me bl 
(a) 


Figura 6-6 


SOLUCIÓN 


Tabulación de valores. Use la estática y el método de las secciones 
para verificar que los valores del momento M4 en el punto C de la fi- 
gura 6-6b corresponden a cada posición x de la carga unitaria. Al gra- 
ficar los valores de la figura 6-6b se obtiene la línea de influencia de la 
figura 6-6c. 


línea de influencia para Mc 
(c) 


Ecuaciones de la línea de influencia. Con base en la figura 6-6d 
compruebe que 


Mc = 0=x<4m 


M¿= ! 4m<x=<12m 


Estas ecuaciones se grafican en la figura 6-6c. 


1 


pS 4m<x=12m 
Mc ] 


J 0O=x<4m | 
am Vo 


ye 1 
A/=1-= gx 
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6.2 Líneas de influencia para vigas 


Dado que las vigas (o trabes) constituyen los elementos principales para 
soportar cargas en un sistema de piso o en la cubierta de un puente, por 
ello es importante tener la capacidad de construir las líneas de influencia 
para las reacciones, la fuerza cortante o el momento en cualquier punto 
específico de una viga. 


Cargas. Una vez que se ha construido la línea de influencia para una 
función (reacción, fuerza cortante o momento), se podrán colocar las 
cargas vivas sobre la viga para producir el valor máximo de la función. 
A continuación se considerarán dos tipos de cargas. 


Fuerza concentrada. Dado que los valores numéricos de una fun- 
ción para una línea de influencia se determinan mediante una carga uni- 
taria sin dimensiones, entonces para cualquier fuerza concentrada F que 
actúa sobre la viga en cualquier posición x, el valor de la función puede 
encontrarse al multiplicar la ordenada de la línea de influencia en la posi- 
ción x por la magnitud de F. Por ejemplo, considere la línea de influencia 
para la reacción en el punto A de la viga AB que se muestra nn la figura 
6-7. Si la carga unitaria está en x = 5L, la reacción en A es A, = como lo 
indica la línea de influencia. Por lo tanto, si la fuerza F lb se encuentra en 
este mismo punto, la reacción es A, = (3)(F) Ib. Por supuesto, este mismo 
valor también puede determinarse por la estática. Obviamente, la in- 
fluencia máxima causada por F se produce al colocarla sobre la viga en la 


lore oy 


1 
3L Ñ 


línea de influencia para A, 


Figura 6-7 


misma ubicación que el pico de la línea de influencia; en este caso en x = 0, 
donde la reacción sería A, = (1)(4) lb. 


Carga uniforme. Considere una parte de una viga sometida a una 
carga uniforme wy, figura 6-8. Como se muestra en la figura, cada seg- 
mento dx de esta carga crea una fuerza concentrada de dF = wy dx sobre 
la viga. Si dF se encuentra en x, donde la ordenada de la línea de influen- 
cia de la viga para alguna función (reacción, fuerza cortante o momento) 
es y, entonces el valor de la función es (dF (y) = (wy dx) y. El efecto de 
todas las fuerzas concentradas dF se determina al integrarse por toda la 
longitud de la viga, es decir, f'w,y dx = wo / y dx. Además, como f y dx 
equivalen al área bajo la línea de influencia; entonces, en general, el valor 
de una función causada por una carga uniformemente distribuida es sólo 
el área bajo la línea de influencia para la función multiplicada por la in- 
tensidad de la carga uniforme. Por ejemplo, en el caso de la viga cargada 
uniformemente que se muestra en la figura 6-9, la reacción A, puede de- 
terminarse a Partir de la línea de influencia como A, = (área)(wp) = [Í 
(1) )]wo = 5wpL. Por supuesto, este valor también eutdE determinarse 
con base en la estática. 


línea de influencia para A, 


Figura 6-9 


) 


línea de influencia para la función 


Figura 6-8 


214 CAPÍTULO 6 LÍNEAS DE INFLUENCIA PARA ESTRUCTURAS ESTÁTICAMENTE DETERMINADAS 


EJEMPLO J6.7 


Determine la fuerza cortante positiva máxima que se puede desarro- 
llar en el punto C de la viga que se muestra en la figura 6-10a debido 
a una carga móvil concentrada de 4000 lb y una carga móvil uniforme 
de 2000 Ib/pie. 


E 


0.25 


Figura 6-10 línea de influencia para Ve 
(b) 

SOLUCIÓN 

En el ejemplo 6-3 se estableció la línea de influencia para la fuerza 

cortante en C, la cual se muestra en la figura 6-10b. 


Fuerza concentrada. La fuerza cortante positiva máxima en C se 
produce cuando la fuerza de 4000 Ib se ubica en x = 2.5* pies, puesto 
que es el pico positivo de la línea de influencia. La ordenada de este 
pico es + 0.75; de modo que 


Ve = 0.75(4000 lb) = 3000 lb 


Carga uniforme. La carga móvil uniforme crea la influencia positiva 
máxima para V¿¿ cuando la carga actúa sobre la viga entre x = 2.5* pies 
y x = 10 pies, puesto que dentro de esta región la línea de influencia 
tiene un área positiva. La magnitud de V¿ debida a esta carga es 


Ve = [110 pies — 2.5 pies) (0.75) |2000 Ib/pies = 5625 lb 


Fuerza cortante máxima total en C. 
(Ve) máx = 3000 lb + 5625 lb = 8625 lb Resp. 


Tenga en cuenta que una vez que se han establecido las posiciones 
de las cargas empleando la línea de influencia, figura 6-10c, este valor 
(Vo máx también puede determinarse usando la estática y el método 
de las secciones. Demuestre que así es. 


4000 lb . 
2000 Ib/pie 
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EJEMPLO [6.8 


La estructura del marco que se muestra en la figura 6-11a se utiliza 
para sostener una grúa que transfiere cargas destinadas a almacena- 
miento en puntos que se encuentran por debajo de ella. Se prevé que 
la carga en la plataforma rodante sea de 3 kN y que la viga CB tenga 
una masa de 24 kg/m. Suponga que el tamaño de la plataforma ro- 
dante puede pasarse por alto y que puede viajar a todo lo largo de la 
viga. Además, suponga que A está articulado y que B es un rodillo. 
Determine las reacciones verticales máximas en los soportes (apoyos) 
en A y B y el momento máximo en la viga en D. 


L—1 m-—|-—1.5 m ñ 


SOLUCIÓN 


Reacción máxima en A. En primer lugar se traza la línea de in- 
fluencia para A), figura 6-11b. En específico, cuando una carga unita- 
ria está en A la reacción en A es 1 como se muestra en la figura. La 
ordenada en C es 1.33. Aquí el valor máximo de A, ocurre cuando a Mia 

la plataforma rodante se encuentra en C. Como la carga muerta (peso línea de influencia para A, 
de la viga) debe colocarse en toda la longitud de la viga, se tiene, (b) : 


(Ay)máx = 3000(1.33) + 24(9.81)[5(4)(1.33) ] 
= 4.63 kN Resp. 


Reacción máxima en B. La línea de influencia (o viga) toma la 
forma que se muestra en la figura 6-11c. Los valores en C y B se deter-  _(333 
minan con base en la estática. Aquí, la plataforma rodante debe estar 
en B. Por lo tanto, 


línea de influencia para B, 
(c) 
(By)máx = 3000(1) + 24(9.81)[5(3)(1)] + 24(9.81)[5(1)(-0.333) | ” 


= 3.31 kN Resp. 
il m0] 


Momento máximo en D. La línea de influencia tiene la forma que 
se muestra en la figura 6-11d. Los valores en C y D se determinan a -08 Lis 
partir de la estática. En este caso, 


línea de influencia para Mp 


(Mp)máx = 3000(0.75) + 24(9.81)[£(1),0.5)] + 24(9.81)[(3)(0.75) | (d) 
= 2.46kN-m Resp. Figura 6-11 
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(a) 


3 


(b) 


El diseño de la trabe de este puente se basa 
en las líneas de influencia que debieron 
construirse para la carga del tren. 


6.3 Líneas de influencia cualitativa 


En 1886, Heinrich Múller-Breslau desarrolló una técnica para construir 
con rapidez la forma de una línea de influencia. Este método conocido 
como el principio de Miiller-Breslau, establece que la línea de influencia 
para una función (reacción, fuerza cortante o momento) está a la misma 
escala que la forma alterada de la viga cuando sobre ésta actúa la función. 
Para dibujar apropiadamente la forma alterada, debe removerse la capa- 
cidad de la viga para resistir la función de modo que la viga pueda defor- 
marse al aplicar la función. Por ejemplo, considere la viga de la figura 
6-12a. Si debe determinarse la forma de la línea de influencia para la 
reacción vertical en A, primero se sustituye el pasador por una guía de ro- 
dillos como se muestra en la figura 6-12b. Se requiere una guía de rodi- 
llos puesto que la viga todavía deberá resistir una fuerza horizontal en A, 
pero ninguna fuerza vertical. Cuando la fuerza positiva (hacia arriba) A, 
se aplica en A, la viga se deforma hasta la posición marcada con líneas 
discontinuas,* lo que representa la forma general de la línea de influen- 
cia para A), figura 6-12c. (Los valores numéricos para este caso especí- 
fico ya se calcularon en el ejemplo 6-1.) Si debe determinarse la forma de 
la línea de influencia para la fuerza cortante en C, figura 6-13a, la cone- 
xión en C puede simbolizarse mediante una guía de rodillos como se 
muestra en la figura 6-13b. Este dispositivo resistirá un momento y una 
fuerza axial, pero ninguna fuerza cortante.* Al aplicar una fuerza cor- 
tante positiva V¿ a la viga en C y al permitir que la viga se deforme hasta 
la posición indicada con líneas discontinuas, se encuentra la forma de la 
línea de influencia, como se muestra en la figura 6-13c. Por último, si 
debe determinarse la forma de la línea de influencia para el momento en C, 
figura 6-14a, se coloca una bisagra o pasador interno en C, puesto que 
esta conexión resistirá fuerzas axiales y cortantes, pero no puede resistir 
un momento, figura 6-14b. Al aplicar los momentos positivos Mc a la 
viga, ésta se deforma hasta la posición indicada con líneas discontinuas, 
que es la forma de la línea de influencia, figura 6-14c. 

La comprobación del principio de Múiller-Breslau puede establecerse 
mediante el principio del trabajo virtual. Recuerde que el trabajo es el 


línea de influencia para A, 


(c) 
Figura 6-12 


*A lo largo del análisis todas las posiciones alteradas se dibujan a una escala exagerada 
para ilustrar el concepto. 

Aquí los rodillos simbolizan los apoyos que soportan cargas, tanto en tensión como en 
compresión, vea la tabla 2-1, soporte (2). 
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o == a = 
C C => 
(a) (a) 
Ve 
EN psforma alterada 
aa IS: Sa _-- Ps forma alterada 
o ca de “e ES E 
Ñ | pa Mo. Me e 
b 
ds (0) 
(b) 
Ve Me 
| 
x 
línea de influencia para V¿ línea de influencia para Me 
(c) (c) 
Figura 6-13 Figura 6-14 


producto de un desplazamiento lineal por una fuerza en la dirección del 

desplazamiento o bien de un desplazamiento de rotación por el momento 

en la dirección del desplazamiento. Si un cuerpo rígido (viga) está en 

equilibrio, la suma de todas las fuerzas y todos los momentos debe ser 

igual a cero. En consecuencia, si al cuerpo se le da un desplazamiento 

imaginario o virtual, el trabajo realizado por todas estas fuerzas y mo- 

mentos de par también debe ser igual a cero. Por ejemplo, considere la 

viga simplemente apoyada que se muestra en la figura 6-15a, la cual está 

sometida a una carga unitaria colocada en un punto arbitrario de toda su 

longitud. Si a la viga se le da un desplazamiento virtual (o imaginario) dy 

en el soporte A, figura 6-15b, entonces sólo la reacción del soporte A, y 

la carga unitaria realizan trabajo virtual. En específico, A, realiza el tra- 

bajo positivo A, 0y y la carga unitaria realiza el trabajo negativo —10y”. 

(El soporte en B no se mueve y, por lo tanto, la fuerza en B no hace 1 
ningún trabajo.) Dado que la viga está en equilibrio y por ende no se 

mueve, el trabajo virtual suma cero, es decir, A ES | B 


A,0y - 10y' =0 


Si se establece que dy es igual a 1, entonces 


Ay = Óy' a PSN 1 
dy A A 
En otras palabras, el valor de A, representa la ordenada de la línea dein- __ z E B 
fluencia en la posición de la carga unitaria. Como este valor es equiva- “R € 
lente al desplazamiento Sy” en la posición de la carga unitaria, muestra EN 


que se ha establecido la forma de la línea de influencia para la reacción (b) 
en A. Lo anterior comprueba el principio de Miiller-Breslau para las 
reacciones. Figura 6-15 
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Ve Jl 
A 
AM =AB 
Tm 
Ve 
(c) 
Figura 6-15 


De la misma manera, si la viga se secciona en C y experimenta un des- 
plazamiento virtual y en este punto, figura 6-15c, entonces sólo la fuerza 
cortante en C y la carga unitaria realizan trabajo. Por lo tanto, la ecua- 
ción del trabajo virtual es 


Vedy-16y=0 
De nuevo, si 9y = 1, entonces 
Ve = dy” 


y se establece la forma de la línea de influencia para la fuerza cortante 
en C. 


Por último, suponga la introducción de una bisagra o pasador en el 
punto C de la viga, figura 6-15d. Si se presenta una rotación virtual 94 en 
el pasador, sólo el momento interno y la carga unitaria realizarán trabajo 
virtual. Así que 


M¿Sp —- 18y' =0 
Si se establece 84 = 1,se observa que 
Mc = dy' 


lo cual indica que la viga deformada tiene la misma forma que la línea de 
influencia para el momento interno en el punto C (vea la figura 6-14). 

Por supuesto, el principio de Miiller-Breslau proporciona un método 
rápido para establecer la forma de la línea de influencia. Una vez que se 
sabe esto, las ordenadas en los picos pueden determinarse aplicando el 
método básico analizado en la sección 6-1. Además, con sólo conocer la 
forma general de la línea de influencia es posible ubicar la carga viva 
sobre la viga y luego determinar el valor máximo de la función por el uso 
de la estática. En el ejemplo 6-12 se ilustra esta técnica. 


6.3 LÍNEAS DE INFLUENCIA CUALITATIVA 


EJEMPLO [6.9 


Para cada viga de las que aparecen en las figuras 6-16a a 6-16c, trace la 
línea de influencia para la reacción vertical en A. 


SOLUCIÓN 
El soporte en A se sustituye por una guía de rodillos, puesto que resis- 
tirá A,, pero no A,. Después se aplica la fuerza A,. 


forma alterada y línea de influencia para A, 


Figura 6-16 


De nuevo, se coloca una guía de rodillos en A y se aplica la fuerza A. 


forma alterada línea de influencia para A, 


En este caso debe usarse una guía de doble rodillo, puesto que este 
tipo de soporte resistirá tanto un momento Ma en el soporte fijo 
como una carga axial A, pero no resistirá A,. 


forma alterada línea de influencia para A, 
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EJEMPLO [6.10 


Para cada viga de las que aparecen en las figuras 6-17a a 6-17c, trace la 
línea de influencia para la fuerza cortante en B. 


SOLUCIÓN 

La guía de rodillos se introduce en B y se aplica la fuerza cortante po- 
sitiva V ¿. Observe que el segmento derecho de la viga no se deformará 
porque el rodillo en realidad limita el movimiento vertical de la viga, 
ya sea hacia arriba o hacia abajo. [Vea el soporte (2) de la tabla 2-1]. 


Va 


B 


y, forma alterada línea de influencia para Vg 
B 


Figura 6-17 


Al colocar la guía de rodillos en B y aplicar la fuerza cortante positiva 
en B se obtiene la forma alterada y la línea de influencia correspon- 
diente. 


forma alterada Va línea de influencia para Vg 


Una vez más, la guía de rodillos se coloca en B,se aplica la fuerza cor- 
tante positiva, y se muestran la forma alterada y la línea de influencia 
correspondiente. Observe que el segmento izquierdo de la viga no se 
deforma debido al soporte fijo. 


forma alterada línea de influencia para Vg 


6.3 LÍNEAS DE INFLUENCIA CUALITATIVA 


EJEMPLO [6.11 


Para cada viga de las que aparecen en las figuras 6-18a a 6-18c, trace la 
línea de influencia para el momento en B. 


SOLUCIÓN 

Se introduce una bisagra en B y se aplican los momentos positivos Mz 
a la viga. En la figura se muestran la forma alterada y la línea de in- 
fluencia correspondiente. 


M5 


AS 


forma alterada 


línea de influencia para My 


Figura 6-18 


Al colocar una bisagra en B y al aplicar los momentos positivos Mg a 
la viga se obtiene la forma alterada y la línea de influencia. 


en Mz 


Bs 
Leí > 
= A 
- 
B Mz Mz E o 
tórma alterada. línea de influencia para Mz 


Con la bisagra y el momento positivo en B, se muestran la forma alte- 
rada y la línea de influencia. El movimiento del segmento izquierdo 
de la viga está restringido debido a la pared fija en A. 


M5 M5 


forma alterada 
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EJEMPLO J6.12 


Determine el momento positivo máximo que puede desarrollarse en 
el punto D de la viga que se muestra en la figura 6-19a, debido a una 
carga móvil concentrada de 4000 lb, una carga móvil uniforme de 300 
Ib/pie, y el peso de la viga que es de 200 Ib/pie. 


D 
5 pies 10 pies 


(a) 
Figura 6-19 


SOLUCIÓN 

Se coloca una bisagra en D y se aplican a la viga los momentos positi- 
vos Mp. La forma alterada y la línea de influencia correspondiente se 
muestran en la figura 6-19b. De inmediato se reconoce que la carga 
móvil concentrada de 4000 libras crea un momento positivo máximo 
en D cuando se coloca ahí, es decir, el pico de la línea de influencia. 
Además, la carga móvil uniforme de 300 Ib/pie debe extenderse desde 
C hasta E para cubrir la región donde el área de la línea de influencia 
es positiva. Por último, el peso uniforme de 200 Ib/pie actúa a todo lo 
largo de la viga. En la figura 6-19c se muestran las cargas sobre la viga. 
Cuando se conoce la posición de las cargas, es posible determinar el 
momento máximo en D empleando la estática. En la figura 6-19d se 
calculan las reacciones en BE. Al seccionar la viga en D y usar el seg- 
mento DE, figura 6-19e, se tiene 


(+2Mp =0; =M p — 5000(5) + 4750(10) = 0 
Mp = 22500 lb - pie = 22.5 k - pie 


línea de influencia para Mp 


(b) 
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4000 lb 
500 Ib/pie 


(ANUEQUAN DON 


/ 
o 


5 pies 


4000 lb 7500 lb 
1000 Ib 


7.5 pies ——— 


1 
1 
1 
1 
o 


A,=500lb  B,=500lb  B,=5001b C,=82501b E, = 4750 lb 
(d) 


4000 lb 5000 lb 


S pies 
E, = 4750 lb 


Este problema también puede solucionarse usando valores numéri- 
cos para la línea de influencia como en la sección 6-1. En realidad, al 
inspeccionar la figura 6-19b, sólo debe determinarse el valor pico h en D. 
Esto requiere colocar una carga unitaria sobre la viga en el punto D de 
la figura 6-19a y luego determinar el momento interno en la viga en D. 
Demuestre que el valor obtenido es h = 3.33. Por triángulos semejan- 
tes, h'1(10—5) = 3.33/(15—10) o bien h' = 3.33. Por lo tanto, con las 
cargas sobre la viga como se muestran en la figura 6-19c y empleando 
las áreas y valores pico de la línea de influencia, figura 6-19b, se tiene 


Mp = 500|1(25 — 10)(3.33)] + 4000(3.33) — 200[1(10)(3.33)] 
= 22 500 lb - pie = 22.5 k - pie Resp. 
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M PROBLEMAS FUNDAMENTALES 


F6-1. Utilice el principio de Miller-Breslau y trace las lí- 
neas de influencia para la reacción vertical en A, la fuerza 
cortante en C y el momento en C. 


e El 


F6-1 


F6-2. Utilice el principio de Miiller-Breslau y trace las lí- 
neas de influencia para la reacción vertical en A, la fuerza 
cortante en D y el momento en B. 


F6-2 


F6-3. Utilice el principio de Miiller-Breslau y trace las lí- 
neas de influencia para la reacción vertical en A, la fuerza 
cortante en D y el momento en D. 


ol 
OM 


F6-3 


F6-4. Utilice el principio de Miiller-Breslau y trace las lí- 
neas de influencia para la reacción vertical en A, la fuerza 
cortante en B y el momento en B. 


F6-4 


F6-5. Utilice el principio de Múiller-Breslau y trace las lí- 
neas de influencia para la reacción vertical en A, la fuerza 
cortante en C y el momento en C. 


A C B 


F6-5 


F6-6. Utilice el principio de Múiller-Breslau y trace las lí- 
neas de influencia para la reacción vertical en A, la fuerza 
cortante justo a la izquierda del soporte de rodillo en E y el 
momento en A. 


A 1 
AP 
E 
F6-6 


F6-7. La viga soporta una carga viva distribuida de 1.5 
kN/m y una sola carga concentrada de 8 kN. La carga muerta 
es de 2 kN/m. Determine (a) el momento positivo máximo 
en C, y (b) la fuerza cortante positiva máxima en C. 


F6-8. La viga soporta una carga viva distribuida de 2 kN/m, 
y una sola carga concentrada de 6 kN. La carga muerta es de 
4 kN/m. Determine (a) la reacción vertical positiva máxima 
en C, y (b) el momento negativo máximo en A. 
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E] PROBLEMAS 


6-1. Dibuje las líneas de influencia para (a) el momento 6-7. Dibuje la línea de influencia para (a) el momento en 
en C; (b) la reacción en B, y (c) la fuerza cortante en C. Su- B;(b) la fuerza cortante en C, y (c) la reacción vertical en B. 
ponga que A está articulado y que B es un rodillo. Resuelva Resuelva este problema usando el método básico de la sec- 
este problema usando el método básico de la sección 6-1. ción 6-1. Sugerencia: El soporte en A sólo resiste una fuerza 


CN horizontal y un momento flexionante. 
6-2. Resuelva el problema 6-1 usando el principio de Mú- 


ller-Breslau. *6-8. Resuelva el problema 6-7 empleando el principio de 
Miller-Breslau. 


= A A 9% 5 
y B C 
C 
10 pies—— 10 pies a 4m > 4m -—4m 
Probs. 6-1/6-2 Probs. 6-7/6-8 

6-3. Dibuje las líneas de influencia para (a) la reacción 6-9. Dibuje la línea de influencia para (a) la reacción ver- 
vertical en A; (b) el momento en A, y (c) la fuerza cortante tical en A; (b) la fuerza cortante en B, y (c) el momento en B. 
en B. Suponga que el soporte en A es fijo. Resuelva este Suponga que A está fijo. Resuelva este problema usando el 
problema usando el método básico de la sección 6-1. método básico de la sección 6-1. 

*6-4. Resuelva el problema 6-3 empleando el principio de 6-10. Resuelva el problema 6-9 empleando el principio de 
Miller-Breslau. Miller-Breslau. 


OB: . ¡A 
io ia Ss = 
5 pies , 5 pies [587 EN L 2m . 1m 
Probs. 6-3/6-4 Probs. 6-9/6-10 
6-5. Dibuje las líneas de influencia para (a) la reacción 6-11. Dibuje las líneas de influencia para (a) la reacción 
vertical en B; (b) la fuerza cortante justo a la derecha del os- vertical en A; (b) la fuerza cortante en C, y (c) el momento 
cilador en A, y (c) el momento en C. Resuelva este pro- en C. Resuelva este problema usando el método básico de 
blema usando el método básico de la sección 6-1. la sección 6-1. 
6-6. Resuelva el problema 6-5 empleando el principio de *6-12. Resuelva el problema 6-11 empleando el principio 
Miiller-Breslau. de Miiller-Breslau. 


38 ES | Me E 


A ] 2% B LX B ] 
Y, : | o E 
6 pies de 6 pies 6 pies l 6 pies dl 6 pies 3 pies 3 pies 


Probs. 6-5/6-6 Probs. 6-11/6-12 
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6-13. Dibuje las líneas de influencia para (a) la reacción 
vertical en A; (b) la reacción vertical en B; (c) la fuerza cor- 
tante justo a la derecha del soporte en A, y (d) el momento 
en C. Suponga que el soporte en A está articulado y que B 
es un rodillo. Resuelva este problema usando el método bá- 
sico de la sección 6-1. 


6-14. Resuelva el problema 6-13 empleando el principio 
de Miiller-Breslau. 


Probs. 6-13/6-14 


6-15. La viga está sometida a una carga muerta uniforme 
de 1.2 kN/m y una sola carga viva de 40 kN. Determine (a) 
el momento máximo creado por estas cargas en C, y (b) la 
fuerza cortante positiva máxima en C. Suponga que A está 
articulado y que B es un rodillo. 


- 6m >| 6m >| 
AP — > — 18 
| | : j 
40kN 
Prob. 6-15 


*6-16. La viga soporta una carga muerta uniforme de 500 
N/m y una sola fuerza viva concentrada de 3000 N. Deter- 
mine (a) el momento positivo máximo en C, y (b) la fuerza 
cortante positiva máxima en C. Suponga que el soporte en 
A es un rodillo y que B está articulado. 


Prob. 6-16 
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6-17. Enla barra se colocarán una carga viva uniforme de 
300 lb/pie y una sola fuerza viva concentrada de 1500 lb. La 
viga tiene un peso de 150 lb/pie. Determine (a) la reacción 
vertical máxima en el soporte B, y (b) el momento negativo 
máximo en el punto B. Suponga que el soporte en A está ar- 
ticulado y que B es un rodillo. 


>» 


20 pies == 10 pies »| 


Prob. 6-17 


6-18. La viga soporta una carga muerta uniforme de 0.4 
k/pie; una carga viva de 1.5 k/pie, y una sola fuerza viva con- 
centrada de 8 k. Determine (a) el momento positivo má- 
ximo en C, y (b) la reacción vertical positiva máxima en B. 
Suponga que A es un rodillo y que B está articulado. 


EZ 


€ [A 
-—10 pies—-—10 pies EL 15 pies > 


Prob. 6-18 


6-19. La viga se utiliza para soportar una carga muerta de 
0.6 k/pie, una carga viva de 2 k/pie y una carga viva concen- 
trada de 8 k. Determine (a) la reacción positiva máxima 
(hacia arriba) en A; (b) el momento positivo máximo en C, 
y (c) la fuerza cortante positiva máxima a la derecha del so- 
porte en A. Suponga que el soporte en A está articulado y 
que B es un rodillo. 


a : 5 
T Ñ I 
- 10 pies Pl 10 pies Ple 10 pies RS pies 


Prob. 6-19 


*6-20. La viga compuesta está sometida a una carga 
muerta uniforme de 1.5 kN/m y a una sola carga viva de 10 
kN. Determine (a) el momento negativo máximo creado 
por estas cargas en A, y (b) la fuerza cortante positiva má- 
xima en B. Suponga que A es un soporte fijo, B está articu- 
lado y C es un rodillo. 


ur 


3] 
B Le 


- S5m »|- 10m »| 


Prob. 6-20 


6-21. ¿Dónde debe colocarse una sola carga viva de 500 lb 
sobre la viga que se muestra, de modo que cause el mayor 
momento en D? ¿Qué valor tiene ese momento? Suponga 
que el soporte en A es fijo, que B está articulado y que C es 
un rodillo. 


8 pies 8 pies 20 pies 


Prob. 6-21 


6-22. ¿Dónde debe cargarse la viga ABC con una carga 
viva uniformemente distribuida de 300 lb/pie de modo que 
ocasione (a) el mayor momento en el punto A y (b) la 
mayor fuerza cortante en D? Calcule los valores del mo- 
mento y la fuerza cortante. Suponga que el soporte en A es 
fijo, que B está articulado y que C es un rodillo. 


8 pies 8 pies + 20 pies 


Prob. 6-22 
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6-23. La viga se emplea para soportar una carga muerta 
de 800 N/m, una carga viva de 4 kN/m y una carga viva con- 
centrada de 20 kN. Determine (a) la reacción positiva má- 
xima (hacia arriba) en B; (b) el momento positivo máximo 
en C, y (c) la fuerza cortante negativa máxima en C. Su- 
ponga que B y D están articulados. 


-— 4 m —-— 4 m —> 


Prob. 6-23 


*6-24. La viga se usa para soportar una carga muerta de 
400 lb/pie, una carga viva de 2 k/pie y una carga viva con- 
centrada de 8 k. Determine (a) la reacción vertical positiva 
máxima en 4; (b) la fuerza cortante positiva máxima justo a 
la derecha del soporte en A, y (c) el momento negativo má- 
ximo en C. Suponga que A es un rodillo, C está fijo y B está 
articulado. 


-——10 pies pp —10 pies 15 pies »| 


Prob. 6-24 


6-25. La viga se usa para soportar una carga muerta de 
500 lb/pie, una carga viva de 2 k/pie y una carga viva con- 
centrada de 8 k. Determine (a) la reacción positiva máxima 
(hacia arriba) en A; (b) el momento positivo máximo en E, 
y (c) la fuerza cortante positiva máxima a la derecha del so- 
porte en C. Suponga que A y C son rodillos y que D está ar- 
ticulado. 


1 
E B E 


S pies > +—5 pies>-=—5 pies pj 5 pies 


Prob. 6-25 
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6.4 Líneas de influencia para vigas 
de piso 


Ocasionalmente, los sistemas de piso se construyen como se muestra en 
la figura 6-20a, donde puede observarse que las cargas del piso se trans- 
miten de las losas a las vigas de piso, luego a las trabes laterales y, final- 
mente, a las columnas de soporte. En la vista de planta de la figura 6-20b 
se muestra un modelo idealizado de este sistema. Aquí se supone que la 
losa es de una sola vía y se divide en claros simplemente apoyados que 
descansan sobre las vigas de piso. Además, la trabe está simplemente 
apoyada en las columnas. Dado que las trabes son los principales ele- 
mentos de carga en este sistema, a veces es necesario construir sus líneas 
de influencia de fuerza cortante y de momento. Esto es especialmente 
cierto para los edificios industriales que se someten a fuertes cargas con- 
centradas. En este sentido, tenga en cuenta que una carga unitaria sobre 
la losa del piso se transfiere a la trabe sólo en los puntos donde hay con- 
tacto con las vigas de piso, es decir, en los puntos A, B, C y D. Estos pun- 
tos se denominan puntos de panel y la región que existe entre estos 
puntos se llama panel, como BC en la figura 6-20b. 


AJ ] ] LD 
A a Y 
A E 
panel 
5 > $ —— $ > 
(b) 

F; 


Figura 6-20 


6.4 LÍNEAS DE INFLUENCIA PARA VIGAS DE PISO 


La línea de influencia para un punto específico sobre la viga puede 
determinarse mediante el mismo procedimiento estático que se usó en 
la sección 6-1, es decir, colocar la carga unitaria en diversos puntos x de la 
losa del piso y calcular siempre la función (de fuerza cortante o de mo- 
mento) en el punto específico P de la viga, figura 6-20b. Al graficar estos 
valores en función de x se obtiene la línea de influencia para la función 
en P. En particular, el valor para el momento interno en un panel de la 
trabe dependerá de dónde se elija el punto P para la línea de influencia, 
puesto que la magnitud de M» depende de la ubicación del punto desde 
el extremo de la trabe. Por ejemplo, si la carga unitaria actúa sobre la losa 
del piso como se muestra en la figura 6-20c, primero se encuentran las 
reacciones Fy y F¿ sobre la losa y luego se calculan las reacciones en los 
soportes F; y F, sobre la trabe. Después se determina el momento in- 
terno en P mediante el método de las secciones, figura 6-20d. Esto re- 
sulta en Mp = Fi¡d — Fg(d — s). Por medio de un análisis similar, es 
posible determinar la fuerza cortante interna Vp. Sin embargo, en este 
caso Vp será constante a lo largo del panel BC(Vp = F, — F) y, por lo 
tanto, no depende de la ubicación exacta d de P en el panel. Por esta 
razón, las líneas de influencia para la fuerza cortante en vigas de piso se 
especifican para los paneles de la trabe y no en puntos específicos a lo 
largo de ésta. La fuerza cortante se conoce entonces como fuerza cor- 
tante de panel. También debe hacerse notar que como la trabe sólo se ve 
afectada por las cargas transmitidas por las vigas de piso, generalmente 
la carga unitaria se coloca en cada ubicación de las vigas de piso para es- 
tablecer los datos necesarios para dibujar la línea de influencia. 

Los siguientes ejemplos numéricos deben clarificar el análisis de fuerzas. 


El diseño del sistema del piso en este almacén debe tener en 
cuenta las ubicaciones críticas de los materiales de almacena- 
miento sobre el piso. Para este propósito deben utilizarse lí- 
neas de influencia. (Fotografía cortesía de Portland Cement 
Association). 


229 


230 CAPÍTULO 6 LÍNEAS DE INFLUENCIA PARA ESTRUCTURAS ESTÁTICAMENTE DETERMINADAS 


EJEMPLO J6.13 
Dibuje la línea de influencia para la fuerza cortante en el panel CD de 


la viga de piso que se muestra en la figura 6-21a. 


E B E 


F 


== G 
| 10 pies | 10 pies | 10 pies | 10 pies | 
Figura 6-21 (a) 
SOLUCIÓN 


Tabulación de valores. La carga unitaria se coloca en cada ubica- 
ción de las vigas de piso y se calcula la fuerza cortante en el panel CD. 
En la figura 6-21b se muestra una tabla con los resultados. Los detalles 
de los cálculos, cuando x = 0 y x = 20 pies, se dan en las figuras 6-21c 
y 6-21d, respectivamente. Observe cómo, en cada caso, primero se 
calculan las reacciones de las vigas de piso sobre la trabe, luego se de- 
termina la reacción del soporte en el punto F de la trabe (G, no es ne- 
cesario), y finalmente se considera un segmento de la trabe y se calcula 
la fuerza cortante de panel interna V¿p. Como ejercicio, verifique los 
valores de V¿p cuando x = 10 pies, 30 pies y 40 pies. 


en x = 20 pies 


y 


BI L 


10 pies en 
G, M G ' 
2M6 = 0; F, = 0.333 1 F 
y 
Ven | 


F,= 0.333 SF, = 0; Vep = 0.333 


2M6 = 0; F, = 0.333 


(c) 


Línea de influencia. Si se grafican los valores tabulares y se conec- 
tan los puntos con segmentos de línea recta, la línea de influencia re- 
sultante para V¿p es como se muestra en la figura 6.21e. 


Ven 


0.333 


línea de influencia para Vcp 


(e) 


6.4 LÍNEAS DE INFLUENCIA PARA VIGAS DE PISO 


EJEMPLO [6.14 


Dibuje la línea de influencia para el momento en el punto F de la 
trabe de piso que se muestra en la figura 6-22a. 


Figura 6-22 


SOLUCIÓN 


Tabulación de valores. La carga unitaria se coloca en x = 0 y en 
cada punto posterior en el panel. Los valores correspondientes para 
Mpse calculan y se muestran en la tabla, figura 6-22b. Los detalles de 
los cálculos para x = 2 m se muestran en la figura 6-22c. Al igual que 
en el ejemplo anterior, primero es necesario determinar las reacciones 
de las vigas de piso sobre la trabe, seguidas por la determinación de la 
reacción de la trabe de apoyo G, (H, no es necesaria) y, finalmente, se 
considera el segmento GF de la viga y se calcula el momento interno 
M7. Como ejercicio, determine los otros valores de My listados en la 
figura 6-22b. 


Línea de influencia. Al graficar los valores de la tabla se obtiene la 
línea de influencia para M», figura 6-22d. 


1enx=2m 


B3M,=0;B,=05 


2m'2m 
B,=0.5 


en 


5 


E 
E 6m s 


A, G, 
“EM y = 0; G, = 0.0714 
M; 


3Mp =0; Mp = 0.429 == 


Ven Lom 2 


G, = 0.0714 


(c) 


4 8 10 12 


línea de influencia para Mz 
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Los elementos de este puente de armaduras se 
diseñaron usando las líneas de influencia, de 
acuerdo con las especificaciones de AASHTO. 


6.5 Líneas de influencia para armaduras 


Las armaduras se utilizan como elementos principales para el soporte de 
cargas en puentes. Por lo tanto, para el diseño es importante poder cons- 
truir las líneas de influencia de cada uno de sus elementos. Como se 
muestra en la figura 6-23, la carga sobre la cubierta del puente se trans- 
mite a los largueros, que a su vez transmiten la carga a las vigas de piso y 
luego a las juntas a lo largo de la cuerda inferior de la armadura. Dado 
que los elementos de la armadura sólo se ven afectados por la carga en 
las juntas, es posible obtener los valores de las ordenadas de la línea de 
influencia para un elemento al cargar cada junta a lo largo de la cubierta 
con una carga unitaria, para después usar el método de los nudos o el 
método de las secciones a fin de calcular la fuerza en el elemento. Los 
datos pueden disponerse en forma tabular, listando la “carga unitaria en 
la junta” contra la “fuerza en el elemento”. Como una convención, si la 
fuerza en el elemento es de tensión se considera un valor positivo; y si es 
de compresión el valor será negativo. La línea de influencia para el ele- 
mento se construye al graficar los datos y dibujar líneas rectas entre los 
puntos. 
Los siguientes ejemplos ilustran el método de construcción. 


cuerda 
refuerzo superior 
contra ladeo 
refuerzo 


poste final 
del portal 


viga de piso 


Figura 6-23 
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EJEMPLO [6.15 


Dibuje la línea de influencia para la fuerza en el elemento GB de la 
armadura de puente que se muestra en la figura 6-24a. 


Figura 6-24 


SOLUCIÓN 


Tabulación de valores. Aquí, a cada junta sucesiva en la cuerda in- 
ferior se le agrega una carga unitaria y se calcula la fuerza en el ele- 
mento GB aplicando el método de las secciones, figura 6-24b. Por 
ejemplo, al colocar la carga unitaria en x = 6 m (junta B), primero se 
calcula la reacción en el soporte E, figura 6-24a, y luego se pasa una 
sección a través de HG, GB, BC y aislando el segmento de la derecha, 
se determina la fuerza en GB, figura 6-24c. De la misma manera, se 
determinan los otros valores enlistados en la tabla. 


Línea de influencia. Al graficar los datos tabulares y conectar los 
puntos se obtiene la línea de influencia para el elemento GB, figura 
6-24d. Como la línea de influencia se extiende por todo el claro de la 
armadura, el elemento GB se conoce como un elemento primario. 
Esto significa que GB está sometido a una fuerza, independiente- 
mente de dónde esté cargada la cubierta del puente (carretera), ex- 
cepto, por supuesto, en x = 8 m. El punto de fuerza cero, x = 8 m, se 
determina por triángulos semejantes entre x =6 my x = 12 m, es 
decir, (0.354 + 0.707)/(12 — 6) = 0.354/x", x' = 2 m, de modo que x = 6 
+2=8m. 


18 


0.354 


0.707 
línea de influencia para Fgg 


(a) 


233 


Fac — So 10 
I 


EF, = 0; 0.25 — Fgg sen 45” = 0 
Fag = 0.354 


(c) 


| 


0.25 
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EJEMPLO 


LÍNEAS DE INFLUENCIA PARA ESTRUCTURAS ESTÁTICAMENTE DETERMINADAS 


Dibuje la línea de influencia para la fuerza en el elemento CG de la 
armadura de puente que se muestra en la figura 6-25a. 


12 18 


línea de influencia para FcG 


(a) 


Figura 6-25 


SOLUCIÓN 


Tabulación de valores. En la figura 6-25b se muestra una tabla con 
la posición de la carga unitaria en las juntas de la cuerda inferior con- 
tra la fuerza en el elemento CG. Estos valores se obtienen fácilmente 
al aislar la junta C, figura 6-25c. Aquí se ve que CG es un elemento de 
fuerza cero a menos que la carga unitaria se aplique en la junta C, en 
cuyo caso Fc = UD). 


Línea de influencia. Al graficar los datos tabulares y conectar los 
puntos se obtiene la línea de influencia para el elemento CG como se 
muestra en la figura 6-25d. En particular, observe que cuando la carga 
unitaria está en x = 9 m, la fuerza en el elemento CG es Fea = 0.5. 
Esta situación requiere que la carga unitaria se ubique sobre la cu- 
bierta del puente entre las juntas. La transferencia de esta carga desde 
la cubierta hasta la armadura se muestra en la figura 6-25e. A partir de 
esto puede verse que, efectivamente, Fc  = 0.5 al analizar el equili- 
brio de la junta C, figura 6-25f. Dado que la línea de influencia para 
CG no se extiende a todo el claro de la armadura, figura 6-25d, el ele- 
mento CG se conoce como un elemento secundario. 


carga de 


o. gh cubierta o. 


0.5 


carga de la armadura 


(e) 
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EJEMPLO [6.17 


Para determinar la fuerza máxima en cada elemento de la armadura Wa- 
rren que se muestra en la fotografía, primero deben dibujarse las líneas 
de influencia de los elementos. Si se considera una armadura similar a la de 
la figura 6.26a, determine la fuerza más grande que puede desarrollarse 
en el elemento BC debida a una fuerza móvil de 25 k y una carga móvil 
distribuida de 0.6 k/pie. La carga se aplica en la cuerda superior. 


Ps + E E «ia 


Figura 6-26 
SOLUCIÓN 


Tabulación de valores. En la figura 6-26b se muestra una tabla de la 
posición x de la carga unitaria en las juntas a lo largo de la cuerda supe- 
rior contra la fuerza en el elemento BC. Para los cálculos puede usarse 
el método de las secciones. Por ejemplo, cuando la carga unitaria está en 
la junta / (x = 20 pies), figura 6-26a, primero se determina la reacción 
E, (£, = 0.25). Después, la armadura se secciona a través de BC, IC y 
HI y se aísla el segmento de la derecha, figura 6-26c. Fy¿ se obtiene al 
sumar los momentos respecto al punto /, para eliminar Fy,, y F¡c. Los 
demás valores de la figura 6-26b se determinan de igual manera. 


Línea de influencia. Al graficar los valores tabulares se obtiene la Fac 
línea de influencia, figura 6-26d. Por inspección, BC es un elemento 
primario. ¿Por qué? 


(+ EM), = 0; —Fpc (15) + 0.25(60) = 
Far = 10010) 


(c) 


Fuerza viva concentrada. La mayor fuerza en el elemento BC 
ocurre cuando la fuerza móvil de 25 k se coloca en x = 20 pies. Por lo 
tanto, 

Fc = (1.00)(25) = 25.0 k Fac 


Carga viva distribuida. La carga viva uniforme debe colocarse 
sobre toda la cubierta de la armadura para crear la mayor fuerza de 
tensión BC.* Entonces, 


20 
línea de influencia para Fzc 


Fac = [5(80)(1.00)]0.6 = 24.0 k (d) 
Fuerza máxima total. 


(Frc)máx = 25.0k + 24.0k = 49.0 k Resp. 


*La mayor fuerza de tensión en el elemento GB del ejemplo 6-15 se crea cuando la 
carga distribuida actúa sobre la cubierta de la armadura desde x = 0 hasta x = 8 m, fi- 
gura 6-24d. 
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M PROBLEMAS 


6-26. Una carga viva uniforme de 1.8 kN/m y una sola 
fuerza viva concentrada de 4 kN se colocan sobre las vigas 
de piso. Determine (a) la fuerza cortante positiva máxima 
en el panel BC de la trabe, y (b) el momento máximo en el 
punto G de la trabe. 


; y ] ] pa n 
3 2 160 D E F 
0.5 al | L 0.5 el 0.5 e 0.5 a 
0.25 m 0.25 m 


Prob. 6-26 


6-27. Una carga viva uniforme de 2.8 kN/m y una sola 
fuerza viva concentrada de 20 kN se colocan sobre las vigas 
de piso. Si las vigas también soportan una carga muerta uni- 
forme de 700 N/m, determine (a) la fuerza cortante positiva 
máxima en el panel BC de la trabe y (b) el momento posi- 
tivo máximo en el punto G de la trabe. 


IA 
LU 


AR B 16 ]C D E YX F 
0,5 +15 m1: m== 
0.75m0.75m 
Prob. 6-27 


*6-28. Una carga viva uniforme de 2 k/pie y una sola 
fuerza viva concentrada de 6 k se colocan sobre las vigas de 
piso. Si las vigas también soportan una carga muerta uni- 
forme de 350 lb/pie, determine (a) la fuerza cortante posi- 
tiva máxima del panel CD de la trabe, y (b) el momento 
negativo máximo en el punto D de la trabe. Suponga que el 
soporte en C es un rodillo y que E está articulado. 


B C D E 


——3 pies ——+— 3 pies 3 pies—=>-==——3 pies 


Prob. 6-28 


6-29. Dibuje la línea de influencia para (a) la fuerza cor- 
tante en el panel BC de la trabe, y (b) el momento en D. 


AN 
LU 


Prob. 6-29 


6-30. Un carga viva uniforme de 250 lb/pie y una sola 
fuerza viva concentrada de 1.5 k deben colocarse sobre las 
vigas de piso. Determine (a) la fuerza cortante positiva má- 
xima en el panel AB, y (b) el momento máximo en D. Su- 
ponga que en los soportes sólo se producen reacciones 
verticales. 


+——15 pies 10 pies—=-—10 pies 15 pies i 
A B C 
E 
D 
S pies 
Prob. 6-30 


6-31. 


Una carga viva uniforme de 0.6 k/pie y una sola 
fuerza viva concentrada de 5 k deben colocarse sobre las 
vigas superiores. Determine (a) la fuerza cortante positiva 
máxima en el panel BC de la trabe, y (b) el momento posi- 
tivo máximo en C. Suponga que el soporte en B es un rodi- 
llo y que D está articulado. 


FR 5 15 >= 15 -] 
pies pies pies 
D ] IN 
[En E 
B C 
Prob. 6-31 


*6-32. Dibuje la línea de influencia para el momento en el 
punto F de la trabe. Determine el momento vivo positivo 
máximo en el punto F de la trabe, si una sola fuerza viva 
concentrada de 8 kN se mueve a través de las vigas de piso 
superiores. Suponga que los soportes de todos los elemen- 
tos sólo pueden ejercer fuerzas hacia arriba o hacia abajo 
sobre los elementos. 


4m 


Prob. 6-32 


6-33. Una carga viva uniforme de 4 k/pie y una sola fuerza 
viva concentrada de 20 k se colocan sobre las vigas de piso. 
Si las vigas también soportan una carga muerta uniforme de 
700 lb/pie, determine (a) la fuerza cortante negativa má- 
xima en el panel DE de la trabe, y (b) el momento negativo 
máximo en el punto C de la trabe. 


5 
h 


A B C D 


2 pies —+—2 pies—+—2 pies —-—2 pies —- 
Prob. 6-33 


6-34. Una carga viva uniforme de 0.2 k/pie y una sola fuerza 
viva concentrada de 4 k se colocan sobre las vigas de piso. De- 
termine (a) la fuerza cortante positiva máxima en el panel DE 
de la trabe, y (b) el momento positivo máximo en A. 


—6 pies—>-—6 pies—-—6 pies— —6 pies— 


Prob. 6-34 
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6-35. Dibuje la línea de influencia para la fuerza cortante 
en el panel CD de la trabe. Determine la fuerza cortante ne- 
gativa máxima en el panel CD, debida a una carga viva uni- 
forme de 500 Ib/pie que actúa sobre las vigas superiores. 


-—8 pies——>++—8 pies 1 8 pies——>-=—8 pies——-—8 pies—— 


O, 
AB. B y C EZ D 
Prob. 6-35 


*6-36. Una carga viva uniforme de 6 kN/m y una sola 
fuerza viva concentrada de 15 kN se colocan sobre las vigas 
de piso. Si las vigas también soportan una carga muerta uni- 
forme de 600 N/m, determine (a) la fuerza cortante positiva 
máxima en el panel CD de la trabe, y (b) el momento posi- 
tivo máximo en el punto D de la trabe. 


A FB E D xXx E 
- 4m »| 4m >|. 4m > 4m d 
Prob. 6-36 


6-37. Una carga viva uniforme de 1.75 kN/m y una sola 
fuerza viva concentrada de 8 kN se colocan sobre las vigas 
de piso. Si las vigas también soportan una carga muerta uni- 
forme de 250 N/m, determine (a) la fuerza cortante negativa 
máxima en el panel BC de la trabe, y (b) el momento posi- 
tivo máximo en B. 


Prob. 6-37 
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6-38. Dibuje la línea de influencia para la fuerza en (a) el 
elemento KJ y (b) el elemento CJ. 


6-39. Dibuje la línea de influencia para la fuerza en (a) el 
elemento JT; (b) el elemento JE, y (c) el elemento EF. 


3 g 
2 


6.3 
20 
20000 CEN LEDO 


a MES C : 
6 pies>+-6 el e sist les ma Mi 


Probs. 6-38/6-39 


[>>] 


*6-40. Dibuje la línea de influencia para la fuerza en el 
elemento KJ. 


6-41. Dibuje la línea de influencia para la fuerza en el ele- 
mento JE. 


L J I H 
CA ud 09 BER AT 
o -. SS 
VA! A 8 pies 
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Probs. 6-40/6-41 


6-42. Dibuje la línea de influencia para la fuerza en el ele- 
mento CD. 


6-43. Dibuje la línea de influencia para la fuerza en el ele- 
mento JK. 


*6-44. Dibuje la línea de influencia para la fuerza en el 
elemento DK. 


a lo 


Probs. 6-42/6-43/6-44 
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6-45. Dibuje la línea de influencia para la fuerza en (a) el 
elemento EH y (b) el elemento JE. 


6-46. Dibuje la línea de influencia para la fuerza en el ele- 
mento JT. 


6-47. Dibuje la línea de influencia para la fuerza en el ele- 
mento AL. 


L K J I H 
3 F 
3m 
Af E és EE ESE En a ot 
=s B : P Ñ F G 
La m4 m—-4 m-—+-4 m-——4 m-——4 m— 


Probs. 6-45/6-46/6-47 


*6-48. Dibuje la línea de influencia para la fuerza en el 
elemento BC de la armadura Warren. Indique los valores 
numéricos de los picos. Todos los elementos tienen la misma 
longitud. 


——20 pies - 


——20 pies - ——20 pies - 


Prob. 6-48 


6-49. Dibuje la línea de influencia para la fuerza en el ele- 
mento BF de la armadura Warren. Indique los valores 
numéricos de los picos. Todos los elementos tienen la misma 
longitud. 


6-50. Dibuje la línea de influencia para la fuerza en el ele- 
mento FE de la armadura Warren. Indique los valores 
numéricos de los picos. Todos los elementos tienen la misma 
longitud. 


Probs. 6-49/6-50 


6-51. Dibuje la línea de influencia para la fuerza en el ele- 
mento CL. 


*6-52. Dibuje la línea de influencia para la fuerza en el 
elemento DL. 


6-53. Dibuje la línea de influencia para la fuerza en el ele- 
mento CD. 


L———————— 6 Q 9 pies = 54 pies »] 


Probs. 6-51/6-52/6-53 


6-54. Dibuje la línea de influencia para la fuerza en el ele- 
mento CD. 
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*6-56. Dibuje la línea de influencia para la fuerza en el 
elemento GD, luego determine la fuerza máxima (en ten- 
sión o compresión) que puede desarrollarse en este ele- 
mento debido a una carga viva uniforme de 3 kN/m que 
actúa sobre la cubierta del puente a lo largo de la cuerda in- 
ferior de la armadura. 


AS B (El 


o 


12m,403m 


Prob. 6-56 


6-57. Dibuje la línea de influencia para la fuerza en el ele- 
mento CD y después determine la fuerza máxima (en tensión 
o compresión) que puede desarrollarse en este elemento 
debido a la carga viva uniforme de 800 lb/pie, la cual actúa a 
lo largo de la cuerda inferior de la armadura. 


Prob. 6-54 


6-55. Dibuje la línea de influencia para la fuerza en el ele- 
mento KJ. 


— a =3 


C D 
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Prob. 6-57 


6-58. Dibuje la línea de influencia para la fuerza en el ele- 
mento CF y después determine la fuerza máxima (en tensión 
o compresión) que puede desarrollarse en este elemento 
debido a la carga viva uniforme de 800 lb/pie, que se trans- 
mite a la armadura lo largo de su cuerda inferior. 


Prob. 6-55 


10 pies : 10 pies : 


Prob. 6-58 
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rama 


a 


Cuando el tren pasa sobre este puente de 
vigas, la locomotora y sus vagones ejercen 
reacciones verticales sobre la trabe. Para el 
diseño del puente, deben considerarse estas 
reacciones junto con la carga muerta del 
puente. 


6.6 Influencia máxima en un punto 
debido a una serie de cargas 
concentradas 


Una vez que se ha establecido la línea de influencia de una función para 
un punto de una estructura, el efecto máximo causado por una fuerza 
viva concentrada se determina al multiplicar la ordenada máxima de la 
línea de influencia por la magnitud de la fuerza. Sin embargo, en algunos 
casos se deben colocar varias fuerzas concentradas sobre la estructura; 
por ejemplo, las cargas de las ruedas de un camión o un tren. Para deter- 
minar el efecto máximo en este caso puede usarse un procedimiento de 
prueba y error, o bien un método basado en el cambio en la función que 
se presente con el movimiento de la carga. A continuación se dará una 
explicación de cada uno de estos métodos, específicamente aplicados a la 
fuerza cortante y el momento. 


Fuerza cortante. Considere la viga simplemente apoyada con la 
línea de influencia asociada para la fuerza cortante en el punto C de la fi- 
gura 6-27a. La fuerza cortante positiva máxima en el punto C está deter- 
minada por la serie de cargas concentrada (ruedas) que se mueven de 
derecha a izquierda sobre la viga. La carga crítica se producirá cuando 
una de las cargas se coloque justo a la derecha del punto C, el cual es 
coincidente con el pico positivo de la línea de influencia. Entonces, cada 
uno de los tres casos posibles puede investigarse mediante prueba y 
error, figura 6-27b. Se tiene 


Caso 1: (Vc)¡ = 1(0.75) + 4(0.625) + 4(0.5) = 5.25 k 
Caso2: (Ve), = 1(-0.125) + 4(0.75) + 4(0.625) = 5.375 k 
Caso3: (Ve) = 1(0) + 4(-0.125) + 4(0.75) = 2.5k 


En el caso 2, con la fuerza de 1 k localizada a 5* pies del soporte iz- 
quierdo, se obtiene el valor más grande de V¿ y, por lo tanto, representa 
la carga crítica. En realidad, la investigación del caso 3 no es necesaria, 
puesto que por inspección puede verse que un arreglo de cargas como 
éste generaría un valor de (V¿)3, que sería menor que (V¿)». 


1k 4k 4k 


, ps ddd 


10 pies 30 pies | as ES 
Vo 0.75 
10 sa + 
0.25 


línea de influencia para Ve 


(a) 
Figura 6-27 


6.6 INFLUENCIA MÁXIMA EN UN PUNTO DEBIDO A UNA SERIE DE CARGAS CONCENTRADAS 
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Figura 6-27 
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Cuando muchas cargas concentradas actúan sobre el claro, como en el 
caso de la carga de E-72 de la figura 1-11, los cálculos por prueba y error 
utilizados anteriormente pueden resultar tediosos. En vez de esto, la po- 
sición crítica de las cargas puede determinarse de una manera más di- 
recta si se encuentra el cambio en la fuerza cortante, AV, que se produce 
cuando las cargas se mueven del caso 1 al caso 2; luego del caso 2 al caso 3 
y así sucesivamente. Siempre que cada AV calculado sea positivo, la 
nueva posición producirá una fuerza cortante más grande en el punto C 
de la viga que la posición anterior. Se investiga cada movimiento hasta 
que se presente un cambio negativo en la fuerza cortante. Cuando esto 
ocurre, la posición anterior de las cargas proporcionará el valor crítico. 
El cambio AV en la fuerza cortante para una carga P que se mueve desde 
la posición x, hasta x, sobre una viga puede determinarse al multiplicar 
P por el cambio en la ordenada de la línea de influencia, es decir (y, — 
y1). Si la pendiente de la línea de influencia es s, entonces (y, y¡) = s(x> 


— x1) y, por lo tanto 


AV = Ps(x, — x1) 
Línea inclinada 


(6-1) 


Si la carga se mueve más allá de un punto en el que hay una disconti- 
nuidad o “salto” en la línea de influencia, como el punto C de la figura 


6-27a, entonces el cambio en la fuerza cortante no es más que 


AS DAN) 
Salto 


(62) 


El uso de las ecuaciones anteriores se ilustrará con referencia a la viga, 
la carga y la línea de influencia para V¿, que se muestra en la figura 6-28a. 
Observe que la magnitud de la pendiente de la línea de influencia es s = 
0.75/(40 — 10) = 0.25/10 = 0.025, y el salto en C tiene una magnitud de 
0.75 + 0.25 = 1. Considere que las cargas del caso 1 se mueven 5 pies hasta 
el caso 2, figura 6-28b. Cuando esto ocurre, la carga de 1 k salta hacia abajo 
( — 1) y todas las cargas se mueven hacia arriba por la pendiente de la 


línea de influencia. Esto causa un cambio de la fuerza cortante, 


AV¡_2 = 1(-1) + [1 + 4 + 4](0.025)(5) = +0.125 k 


Como AV¡-, es positivo, el caso 2 generará un valor más grande para Ve 
que el caso 1. [Compare las respuestas para (Ve), y (Ve), calculadas pre- 
viamente, donde de hecho (Ve) = (Ve) + 0.125.] Al investigar AV, 
que se produce cuando el caso 2 se mueve hasta el caso 3, figura 6-28b, 
debe tenerse en cuenta el salto hacia abajo (negativo) de la carga de 4 k 
y el movimiento horizontal de 5 pies de todas las cargas hacia arriba por 


la pendiente de la línea de influencia. Se tiene 


AV, 3 = 4(-1) + (1 + 4 + 4)(0.025)1(5) = -2.875 k 


Como AV,_3 es negativo, el caso 2 es la posición crítica de la carga, como 


se determinó previamente. 
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Las trabes de este puente deben resistir el mo- 
mento máximo causado por el peso de este 
avión a propulsión mientras pasa sobre él. 


Momento. Los métodos anteriores también pueden utilizarse para de- 
terminar la posición crítica de una serie de fuerzas concentradas para 
que creen el mayor momento interno en un punto específico de una es- 
tructura. Por supuesto, primero es necesario dibujar la línea de influencia 
para el momento en el punto y determinar las pendientes s de sus seg- 
mentos de línea. Para un movimiento horizontal (x, — x,) de una fuerza 
concentrada P, el cambio en el momento AM, es equivalente a la magni- 
tud de la fuerza por el cambio en la ordenada de la línea de influencia 
bajo la carga, es decir, 


AM = Ps(xz — x1) 


Línea inclinada 5 


Como ejemplo, considere la viga, la carga y la línea de influencia para 
el momento en el punto C de la figura 6-29a. Si cada una de las tres fuer- 
zas concentradas se coloca sobre la viga, en forma coincidente con el 
pico de la línea de influencia, se obtendrá la mayor influencia de cada 
fuerza. En la figura 6-29b se muestran los tres casos de carga. Cuando las 
cargas del caso 1 se mueven 4 pies a la izquierda hasta el caso 2, se ob- 
serva que la carga de 2 k disminuye AM;-_,, ya que la pendiente (7.5/10) 
es descendente, figura 6-29a. Asimismo, las fuerzas de 4 k y 3 k ocasionan 
un aumento de AM; _,, puesto que la pendiente [7.5/(40 — 10)] es ascen- 
dente. Se tiene 


Como AM; _, es positivo, es necesario investigar aún más el movimiento 
de las cargas de 6 pies del caso 2 al caso 3. 


AM>-3=-Q + e + 0) = -22.5 k- pie 


Aquí el cambio es negativo, por lo que el mayor momento en C ocurrirá 
cuando la viga esté cargada como se muestra en el caso 2, figura 6-29c. 
Por lo tanto, el momento máximo en Ces 


(Momáx = 2(4.5) + 4(7.5) + 3(6.0) = 57.0 k* pie 


Los siguientes ejemplos ilustran aún más este método. 
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Figura 6-29 


245 


246 CAPÍTULO 6 LÍNEAS DE INFLUENCIA PARA ESTRUCTURAS ESTÁTICAMENTE DETERMINADAS 


EJEMPLO [6.18 


Determine la fuerza cortante positiva máxima creada en el punto B 
de la viga que se muestra en la figura 6-30a, debido a las cargas de las 
ruedas del camión en movimiento. 


e — A 

j A EN a 
B 

[AO AE pies ————] 


(a 
Figura 6-30 


-—6 cl mil 


S 
le 3 > 
pies 
) 


SOLUCIÓN 
La línea de influencia para la fuerza cortante en B se muestra en la fi- 
gura 6-30b. 


Va 


línea de influencia para Vg 


Movimiento de 3 pies de la carga de 4 k. Imagine que la carga de 
4 k actúa justo a la derecha del punto B, de manera que se obtiene 
su influencia positiva máxima. Dado que el segmento de viga BC tiene 
10 pies de largo, la carga de 10 k no está todavía sobre la viga. Cuando 
el camión se mueve 3 pies a la izquierda, la carga de 4 k salta 1 unidad 
hacia abajo sobre la línea de influencia y las cargas de 4 k, 9 k y 15 k 
crean un incremento positivo en AVz, puesto que la pendiente es as- 
cendente hacia la izquierda. Aunque la carga de 10 k también se mueve 
hacia adelante 3 pies, aún no está sobre la viga. Por lo tanto, 


AV5 = 4(-1) + (4+9+ (E) = +0.2k 


Movimiento de 6 pies de la carga de 9 k. Cuando la carga de 9 k 
actúa justo a la derecha de B, y después el camión se mueve 6 pies a la 
izquierda, se tiene 


AVz = 9-1) + (4+9+ e + 1025) = +1.4k 


Observe en el cálculo que la carga de 10 k sólo se mueve 4 pies sobre 
la viga. 
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Movimiento de 6 pies de la carga de 15 k. Sila carga de 15 k se 
coloca justo a la derecha de B y después el camión se mueve 6 pies a 
la izquierda, la carga de 4 k sólo se mueve un ple hasta que está fuera 
de la viga, y también la carga de 9 k se mueve sólo 4 pies hasta que 
queda fuera de la viga. Por lo tanto, 


AVz == 


—5.5 k 


Como AV? ahora es negativo, la posición correcta de las cargas se 
produce cuando la carga de 15 k está justo a la derecha del punto B, fi- 
gura 6-30c. En consecuencia, 


(V )máx = 40.05) + 9(-0.2) + 15(0.5) + 10(0.2) 
=7.5k Resp. 
En la práctica, también debe considerarse el movimiento del camión 


de izquierda a derecha y luego elegir el valor máximo entre estas dos 
situaciones 


1 pie— -—6 pies 


3 
“pies] 
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EJEMPLO J6.19 


Determine el momento positivo máximo creado en el punto B de la 
viga que se muestra en la figura 6-31a, debido a las cargas de las rue- 
das de la grúa. 


5 : 0.8 
línea de influencia para Mz 
L) m 3 m—-2 m 

(b) 


Figura 6-31 


SOLUCIÓN 
La línea de influencia para el momento en B se muestra en la figura 6-31b. 


Movimiento de 2 m de la carga de 3 kN. Si se supone que la 
carga de 3 kN actúa en B y luego se mueve 2 m a la derecha, figura 
6-31b, el cambio en el momento es 


AMz = ao) + (e =720kN-m 


¿Por qué no se incluye la carga de 4 kN en los cálculos? 


Movimiento de 3 m de la carga de 8 kN. Si se supone que la 
carga de 8 kN actúa en B y luego se mueve 3 m hacia la derecha, el 
cambio en el momento es 


AM5 = 26 - (o + (e 
= —-8.40kN -m 


Observe aquí que la carga de 4 kN estaba inicialmente 1 m fuera de la 
viga, por lo que se mueve sólo 2 m sobre la viga. 

Como no hay un cambio de signo en DM, la posición correcta de 
las cargas para el momento positivo máximo en B se produce cuando 
la fuerza de 8 kN está en B, figura 6-31b. Por lo tanto, 


(Mz)máx = 8(1.20) + 3(0.4) = 10.8kN -m Resp. 
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EJEMPLO [6.20 


Determine la fuerza máxima de compresión desarrollada en el ele- 
mento BG de la armadura lateral que se muestra en la figura 6-32a, 
debido a las cargas de las ruedas del lado derecho del automóvil y el 
remolque. Suponga que las cargas se aplican directamente a la arma- 
dura y que se mueven sólo a la derecha. 


2 kN 4kN 1.5kN 
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3m 


ESTE a > 


0.625 


línea de influencia para FG 


Figura 6-32 
(b) 


SOLUCIÓN 

La línea de influencia para la fuerza en el elemento BG se muestra en 
la figura 6-32b. Aquí se usará un enfoque de prueba y error para obte- 
ner la solución. Como se busca la máxima fuerza negativa (compre- 
sión) en BG,se comienza de la siguiente manera: 


Carga de 1.5 kN en el punto C. En este caso, 


0.312 
Fea = 1.5 kN(-0.625) + 4(0) + Ana m) 


0.729 kN 


Carga de 4 kN en el punto C. Por inspección, éste parece un caso 
más razonable que el anterior. 


0.625 


Fry = 4KkN(-0.:625) + 1,5 kn du m) + 2kN(0.3125) 


2.50 kN 


Carga de 2 kN en el punto C. En este caso todas las cargas 
crearán una fuerza de compresión en BC. 


0.625 0.625 
Fa6= 2 kN(-0.625) + 4 e a de m) +1.5 kn eE da m) 


= —2.66 kN Resp. 


Como este último caso resulta en la respuesta más grande, la carga crí- 
tica se produce cuando la carga de 2 kN está en C. 
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Figura 6-33 


boa 


gr 22. 


Vas 


máx 


Figura 6-34 


fli 


Figura 6-35 


6.7 Fuerza cortante y momento máximo 
absoluto 


En la sección 6-6 se desarrollaron los métodos para calcular la fuerza 
cortante y el momento máximos en un punto específico de una viga de- 
bido a una serie de cargas móviles concentradas. Un problema más gene- 
ral involucra la determinación tanto de la ubicación del punto en la viga 
como de la posición de la carga en la viga de modo que se obtenga la 
fuerza cortante y el momento máximo absolutos resultantes de las car- 
gas. Si la viga está en voladizo o simplemente apoyada, este problema 
puede resolverse con facilidad. 


Fuerza cortante. Para una viga en voladizo la fuerza cortante má- 
xima absoluta se producirá en un punto situado justo enseguida del so- 
porte fijo. La fuerza cortante máxima se encuentra por el método de las 
secciones, con las cargas ubicadas en cualquier lugar del claro, figura 
6-33. 

Para las vigas simplemente apoyadas la fuerza cortante máxima abso- 
luta se produce justo enseguida de uno de los soportes. Por ejemplo, si las 
cargas son equivalentes, se colocan de forma que la primera en la secuen- 
cia se ubique cerca del soporte, como en la figura 6-34. 


Momento. El momento máximo absoluto de una viga en voladizo se 
produce en el mismo punto donde ocurre la fuerza cortante máxima ab- 
soluta, aunque en este caso las cargas concentradas deben ubicarse en el 
otro extremo de la viga, como en la figura 6-35. 

Para una viga simplemente apoyada, en general, la posición crítica de 
las cargas y el momento máximo absoluto asociado no pueden determi- 
narse por inspección. Sin embargo, es posible determinar la posición de 
manera analítica. Para fines de este análisis, considere una viga sometida 
a las fuerzas F;, F,, Fz que se muestra en la figura 6-364. Dado que el dia- 
grama de momento para una serie de fuerzas concentradas consta de 
segmentos de recta que tienen picos en cada fuerza, el momento máximo 
absoluto ocurrirá bajo una de las fuerzas. Suponga que este momento 
máximo se produce bajo F». La posición de las cargas F;, F,, Fx sobre la 
viga estará especificada por la distancia x, medida desde F) hasta la línea 
central de la viga, tal como se muestra. Para determinar un valor especí- 
fico de x, primero se obtiene la fuerza resultante del sistema, Fr, y su dis- 


Figura 6-36 
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tancia x” medida desde F,. Una vez hecho esto, los momentos se suman 
respecto a B, de donde se obtiene la reacción a la izquierda de la viga, 
A,, es decir, 


Si la viga se secciona justo a la izquierda de F,, el diagrama de cuerpo 
libre resultante es como se muestra en la figura 6-36b. Por lo tanto, el 


momento M, bajo F) es 


L 
23M = 0; M, == az = :) == Fid; 


Para que M, sea máximo se requiere 


dM, —2F px ES Fx 


dx E, L 


o bien, 


Por lo tanto, se puede concluir que el momento máximo absoluto en 
una viga simplemente apoyada se produce bajo una de las fuerzas concen- 
tradas, por lo que esta fuerza se coloca sobre la viga de modo que ella y la 
fuerza resultante del sistema sean equidistantes desde la línea central de 
la viga. Puesto que hay una serie de cargas sobre el claro (por ejemplo, 
F,, EF), Fx en la figura 6-36a), este principio tendrá que aplicarse a cada 
carga de la serie y deberá calcularse en cada momento máximo corres- 
pondiente. Por comparación, el momento más grande será el momento 
máximo absoluto. Sin embargo, como regla general el momento máximo 
absoluto suele ocurrir bajo la fuerza más grande que se ubica más cerca 
de la fuerza resultante del sistema. 


Envolvente de los valores máximos de la línea de in- 
fluencia. Las reglas o fórmulas para determinar la fuerza cortante o 
el momento máximos absolutos son difíciles de establecer para las vigas 
que se apoyan de una manera distinta al voladizo o al apoyo simple, que 
ya se analizaron aquí. No obstante, una forma elemental de proceder 
para la solución de este problema requiere la construcción de líneas de 
influencia para la fuerza cortante o el momento en los puntos selecciona- 
dos a lo largo de toda la viga y el cálculo posterior de la fuerza cortante o 
el momento máximos en la viga para cada punto, empleando para ello 
los métodos de la sección 6-6. Al graficar estos valores se obtiene una 
“envolvente de máximos”, a partir de la cual puede determinarse tanto 
el valor máximo absoluto de la fuerza cortante o del momento como su 
ubicación. Por supuesto, se recomienda una solución en computadora 
para las situaciones complicadas de este problema, ya que el trabajo 
puede ser tedioso si se realiza manualmente. 


El momento máximo absoluto en este 
puente de trabes es el resultado de las car- 
gas móviles concentradas causadas por las 
ruedas de los vagones del tren. Los vagones 
deben estar en la posición crítica y debe 
identificarse la ubicación del punto en la 
viga donde se produce el momento máximo 
absoluto. 
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EJEMPLO [6.21 


Determine el momento máximo absoluto en la cubierta del puente 
simplemente apoyado de la figura 6-37a. 


, A 
a E l 


30 pies - 


[e 


(a) 


SOLUCIÓN 
Primero se determinan la magnitud y la posición de la fuerza resul- 
tante del sistema, figura 6-37a. Se tiene 
+1F¿= SF; Fr=2+15+1=45k 
[+Mp, = M4; 4.5x = 1.5(10) + 1(15) 
x = 6.67 pies 


úl Suponga en primer lugar que el momento máximo absoluto ocurre 
AJÍ 6.67 6.67 pies B, bajo la carga de 1.5 k. La carga y la fuerza resultante se colocan equi- 
pies 1.67 pies distantes de la línea central de la viga, figura 6-37b. Si se calcula primero 

| Ay, figura 6-37b, resulta 


15 pies 15 pies 


(+2Mz =0; —Ay(30) + 4.5(16.67) = 0 Ay, = 2.50k 
Ahora, usando la sección izquierda de la viga, figura 6-37c, se obtiene 


(+EMs =0;  -2.50(16.67) + 2(10) + M;¿=0 
Ms = 21.7 k- pie 


6.67 | 10 a Ys 
pies pies 


A,=2.5k 


(c) 
Figura 6-37 


6.7 FUERZA CORTANTE Y MOMENTO MÁXIMO ABSOLUTO 


Hay una posibilidad de que el momento máximo absoluto pueda 
ocurrir bajo la carga de 2 k, puesto que 2 k > 1.5 k y F está entre 2 k 
y 1.5 k. Para investigar este caso, la carga de 2 k y Fz se colocan equi- 
distantes de la línea central de la viga, figura 6-37d. Demuestre que A, 
= 1.75 k como se indica en la figura 6-37e y que 


Ms = 20.4k- pie 
Por comparación, el momento máximo absoluto es 
Ms = 21.7k- pie Resp. 


el cual se produce bajo la carga de 1.5 k, cuando las cargas se ubican 
sobre la viga como se muestra en la figura 6-37b. 


2k 


| Sono pies 
3.33 pies 


A, B, 


os pies 
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EJEMPLO [6.22 


El camión tiene una masa de 2 Mg y un centro de gravedad en G, como 
se muestra en la figura 6-384. Determine el momento máximo absoluto 
que se desarrolla en la cubierta del puente simplemente apoyado, de- 
bido al peso del camión. El puente tiene una longitud de 10 m. 


SOLUCIÓN 

Como se observa en la figura 6-38a, el peso del camión, 2(10*) kg (9.81 
m/s?) = 19.62 kN, y las reacciones de las ruedas se calcularon con base 
en la estática. Dado que la mayor reacción se produce en la rueda de- 
lantera, se seleccionará esta rueda junto con la fuerza resultante y se 
colocarán equidistantes de la línea central del puente, figura 6-38b. Se 
usará la fuerza resultante en lugar de las cargas de las ruedas, enton- 
ces la reacción vertical en B es 


19.62 kN 
(+EMa =0; B,(10) — 19.62(4.5) =0 


B, = 8.829 kN 
El momento máximo ocurre bajo la carga de la rueda delantera. Utili- 
zando la sección derecha de la cubierta del puente, figura 6-38c, se 


tiene 


(+EM, =0; 8.829(4.5) — M,=0 
M, = 39.7kN -m 


e 


19.62 kN 


I 
6.54 kN ] 
05m 


13.08 kN 


Figura 6-38 
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E PROBLEMAS 


6-59. Determine el momento máximo en el punto C de la 6-62. Determine el momento positivo máximo en el em- 
trabe simple, causado por el movimiento de la plataforma palme C sobre la trabe lateral, causado por la carga móvil 
móvil que tiene una masa de 2 Mg y un centro de masa en G. que se desplaza a lo largo del centro del puente. 


Suponga que A es un rodillo. 


j 


Sm 
Prob. 6-62 
Prob. 6-59 diia 
*6-60. Determine el momento máximo en el punto B del 6-63. Determine el momento máximo en C debido a la 
carril suspendido si éste soporta la carga de 2.5 k sobre el carga móvil. 
Carro. 
2400 lb 
2 pies |! pie 
a 6 pies T 6 pies ] 
a sa : B S _— 
AS Ea 
E 15 pies - 15 pies 
Prob. 6-63 


BEOmAB=Ón *6-64. Dibuje la línea de influencia para la fuerza en el 


elemento /H de la armadura para puente. Determine la 
fuerza máxima (en tensión o compresión) que puede desa- 
rrollarse en este elemento debido a un camión de 72 k que 
tiene las cargas de las ruedas que se muestran en la figura. 
Suponga que el camión puede viajar en cualquier dirección 
a lo largo del centro de la cubierta, de modo que la mitad de 
su carga se transfiere a cada una de las dos armaduras late- 
rales. Suponga también que los elementos están articulados 
en las placas de refuerzo. 


6-61. Determine la fuerza cortante positiva máxima en el 
punto B si el carril soporta la carga de 2.5 k sobre el carro. 


32k 32k 


Prob. 6-61 Prob. 6-64 
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6-65. Determine el momento positivo máximo en el 
punto C sobre la trabe simple, debido a la carga móvil. 


Prob. 6-65 


6-66. El carro tiene un peso de 2500 libras y un centro de 
gravedad en G. Determine el momento máximo positivo 
creado en el punto C de la trabe lateral mientras pasa por el 
puente. Suponga que el carro puede viajar en cualquier di- 
rección a lo largo del centro de la cubierta, de modo que la 
mitad de su carga se transfiere a cada una de las dos trabes 
laterales. 


1.5 pies 1 pie 


| 


> 
OOpddr 
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*6-68. Dibuje la línea de influencia para la fuerza en el 
elemento /C de la armadura para puente. Determine la 
fuerza máxima (en tensión o compresión) que puede desa- 
rrollarse en el elemento debido a un camión de 5 k con las 
cargas de las ruedas que se muestran en la figura. Suponga 
que el camión puede viajar en cualquier dirección a lo largo 
del centro de la cubierta, de modo que la mitad de la carga 
se transfiere a cada una de las dos armaduras laterales. Su- 
ponga también que los elementos están articulados en las 
placas de refuerzo. 


Probs. 6-67/6-68 


6-69. El camión tiene una masa de 4 Mg y centro de masa 
en G;, por su parte el remolque tiene una masa de 1 Mg y 
centro de masa en G,. Determine el momento vivo máximo 
absoluto desarrollado en el puente. 


8 pies 


Prob. 6-66 


6-67. Dibuje la línea de influencia para la fuerza en el ele- 
mento BC de la armadura para puente. Determine la fuerza 
máxima (en tensión o compresión) que puede desarrollarse 
en el elemento debido a un camión de 5 k que tiene las car- 
gas de las ruedas que se muestran en la figura. Suponga que 
el camión puede viajar en cualquier dirección a lo largo del 
centro de la cubierta, de modo que la mitad de la carga se 
transfiere a cada una de las dos armaduras laterales. Su- 
ponga también que los elementos están articulados en las 
placas de refuerzo. 


Prob. 6-69 


6-70. Determine el momento vivo máximo absoluto en el 
puente del problema 6-69 si se retira el remolque. 


DS 


1.5m!1.5 m03s m:: 


8m 


Prob. 6-70 
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6-71. Determine la fuerza cortante viva y el momento 6-73. Determine el momento máximo absoluto en el 
vivo máximos absolutos en el brazo AB de la grúa, debidos puente de trabes, debido a las cargas del camión que se 
a la carga de 10 kN. Las restricciones en los extremos re- muestra. Las cargas se aplican directamente sobre la trabe. 


quieren que 0.1 m =x =3.9 m. 


15k 
10k 7k 


3k 


2 pics l - B £ 


pies pies 


4m - 80 pies 


Prob. 6-73 


10kN 
6-74. Determine la fuerza cortante máxima absoluta en la 
viga debido a las cargas mostradas. 


Prob. 6-71 


Prob. 6-74 


*6-72. Determine el momento máximo en C causado por 
las cargas móviles. 


6-75. Determine el momento máximo absoluto en la viga 
debido a las cargas mostradas. 


6 k 
4k 
2k 2k 


A e 
20 pies | 30 pies E a 


les pies pies 


Prob. 6-72 Prob. 6-75 
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*6-76. Determine la fuerza cortante máxima absoluta en 6-79. Determine la fuerza cortante máxima absoluta en la 
la trabe del puente, debido a las cargas mostradas. viga debido a las cargas mostradas. 


6k 
3k | 2k4k 
Ce a 
5.3 34 30 pies - 
pies pies pies 
Prob. 6-79 


Prob. 6-76 


*6-80. Determine el momento máximo absoluto en el 
puente debido a las cargas mostradas. 


6-77. Determine el momento máximo absoluto en la 
trabe del puente, debido a las cargas mostradas. 


a 2 


5 3 3 p 30 pies »| 
pies pies pies 


Prob. 6-80 


6-S1. El carro rueda en C y D alo largo de las alas inferior 
y superior de la viga AB. Determine el momento máximo 
absoluto desarrollado en la viga si la carga soportada por el 
Prob. 6-77 carro es de 2 K. Suponga que el soporte en A está articulado 
y que B es un rodillo. 


6-78. Determine el momento máximo absoluto en la 
trabe debido a las cargas mostradas. 


10k 
8k 
3 k4k 


——_—— 
Le a 
2 


pies pies pies 25 pies »] 


Prob. 6-78 Prob. 6-81 
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EJ PROBLEMAS DE PROYECTO 


6-1P. El polipasto de cadena puede colocarse en cual- 
quier punto a lo largo del aguilón de una grúa de pared (0.1 
m < x < 3.4 m) y tiene una capacidad nominal de 28 kN. 
Use un factor de impacto de 0.3 para determinar el mo- 
mento flexionante máximo absoluto en el aguilón y la 
fuerza máxima desarrollada en la varilla de refuerzo BC. El 
aguilón está articulado a la columna de pared en su extremo 
izquierdo A. Pase por alto el tamaño del carro en D. 


0.1 m 


Prob. 6-1P 


6-2P. Se va a construir un puente peatonal simplemente 
apoyado en un parque de la ciudad, por lo que se han pro- 
puesto dos modelos que se muestran como caso a y caso b. 
Los elementos de la armadura deben estar hechos de ma- 
dera. La cubierta se compone de planchas de 1.5 metros de 
largo que tienen una masa de 20 kg/m?. Un código local es- 
tablece que la carga viva sobre la cubierta debe ser de 5 kPa 
con un factor de impacto de 0.2. Considere que la cubierta 
estará simplemente apoyada en los largueros. Entonces, las 
vigas de piso transmiten la carga a las juntas inferiores de la 
armadura (vea la figura 6-23). En cada caso, encuentre cuál 
es el elemento sometido a la mayor carga en tensión y en 
compresión, y sugiera por qué debe elegirse un diseño 
sobre el otro. No tome en cuenta el peso de los elementos 
de la armadura. 


L 1.25m | 1.25 m= 


—1.25 m l 1.25 m-—= 


caso b 


Prob. 6-2P 
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REPASO DEL CAPÍTULO 


Una línea de influencia indica el valor de una reacción, una fuerza cortante o un momento en un punto específico de un 
elemento, cuando una carga unitaria se mueve sobre éste. 

Después de construir la línea de influencia para una reacción, una fuerza cortante o un momento (función), se podrá lo- 
calizar la carga viva sobre el elemento que produzca el máximo valor positivo o negativo de la función. 

Una fuerza viva concentrada se aplica en los picos positivos (negativos) de la línea de influencia. El valor de la función 
es igual al producto de la ordenada de la línea de influencia por la magnitud de la fuerza. 


Una carga uniformemente distribuida se extiende sobre una región positiva (negativa) de la línea de influencia. El valor 
de la función es igual al producto de la zona bajo la línea de influencia para la región y la magnitud de la carga uniforme. 


Ay, = F(0(L)0vo) 


La forma general de la línea de influencia puede determinarse mediante el principio de Múller-Breslau, el cual establece 
que la línea de influencia para una reacción, una fuerza cortante o un momento, está a la misma escala que la forma alte- 
rada del elemento cuando actúan sobre él la reacción, la fuerza cortante o el momento. 
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Las líneas de influencia para trabes de piso y armaduras pueden establecerse al colocar la carga unitaria en cada punto o 
junta del panel, y calcular el valor de la reacción, la fuerza cortante o el momento necesarios. 


Si sobre el elemento pasa una serie de cargas concentradas, entonces deben considerarse las diferentes posiciones de la 
carga sobre el elemento a fin de determinar la mayor fuerza cortante o el mayor momento en el elemento. En general, co- 
loque la carga de manera que cada una aporte su máxima influencia, la cual se determina multiplicando cada carga por la 
ordenada de la línea de influencia. Este proceso de encontrar la posición real puede hacerse mediante una técnica de 
prueba y error, o buscando el cambio en la fuerza cortante o el momento cuando las cargas se mueven de una posición a 
otra. Cada momento se investiga hasta que se presenta un valor negativo de la fuerza cortante o el momento. Una vez que 


ocurre esto, la posición anterior definirá la carga crítica. 


La fuerza cortante máxima absoluta en una viga en vo- 
ladizo o simplemente apoyada se producirá en un so- 
porte, cuando una de las cargas se coloque al lado de ese 
soporte. 


El momento máximo absoluto en una viga en voladizo se 
produce cuando la serie de cargas concentradas se colo- 
can en el punto más alejado del soporte fijo. 


Para determinar el momento máximo absoluto en una 
viga simplemente apoyada, primero se determina la 
fuerza resultante del sistema. Después, junto con una de 
las fuerzas concentradas en el sistema, se coloca de modo 
que las dos fuerzas se encuentren equidistantes de la 
línea central de la viga. El momento máximo se produce 
bajo la fuerza seleccionada. Cada fuerza en el sistema se 
selecciona de esta manera y, por comparación, la más 
grande de todos estos casos es el momento máximo abso- 
luto. 


=— Es 


lh 


El portal de este puente debe resistir cargas laterales debidas al viento y al trá- 
fico. Para hacer un diseño preliminar de los elementos puede realizarse un 
análisis aproximado de las fuerzas producidas, antes de llevar a cabo un análi- 
sis estructural más preciso. 


Análisis aproximado de 
estructuras estáticamente 
indeterminadas 


En este capítulo se presentarán algunos de los métodos aproximados 
para analizar armaduras y marcos estáticamente indeterminados. Estas 
técnicas se desarrollaron con base en el comportamiento estructural y, 
en la mayoría de los casos, su precisión se compara favorablemente 
con métodos analíticos más exactos. Aunque aquí no se estudiarán 
todos los tipos de formas estructurales, mediante el estudio de estos 
métodos se pretende proporcionar un entendimiento suficiente para 
que el estudiante pueda determinar cuáles serían los mejores acerca- 
mientos para realizar un análisis aproximado de fuerzas de una estruc- 
tura estáticamente indeterminada. 


7.1 Uso de métodos aproximados 


Cuando se utiliza un modelo para representar cualquier estructura, el 
análisis de la misma debe satisfacer tanto las condiciones de equilibrio 
como las de compatibilidad de desplazamiento en las juntas. Como se 
mostrará en capítulos posteriores de este texto, las condiciones de com- 
patibilidad para una estructura estáticamente indeterminada pueden rela- 
cionarse con las cargas siempre que se conozca el módulo de elasticidad 
del material, así como el tamaño y la forma de los elementos. Sin em- 
bargo, para un diseño inicial no se conocerá el tamaño del elemento y, 
por ende, no se podrá considerar un análisis estáticamente indetermi- 
nado. Para llevar a cabo el análisis se requerirá desarrollar un modelo 
más simple de la estructura que sea estáticamente determinado. Una vez 
especificado este modelo, el estudio se denomina análisis aproximado. 
Mediante un análisis de este tipo puede hacerse un diseño preliminar de 
los elementos de una estructura, y al completar éste es posible realizar 
un análisis indeterminado más exacto y perfeccionar el diseño. Un análi- 
sis aproximado también proporciona información sobre el comporta- 
miento de una estructura bajo carga y resulta útil al verificar la validez 
de un análisis más exacto o cuando el tiempo, el dinero o la capacidad no 
son suficientes para efectuar el análisis con mayor precisión. 
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Es necesario tener en cuenta que, por lo general, todos los métodos de 
análisis estructural son aproximados, simplemente porque las condicio- 
nes reales de carga, la geometría, el comportamiento del material y la re- 
sistencia de las juntas en los soportes nunca se conocen en un sentido 
estricto. Sin embargo, en este texto el análisis estáticamente indeterminado 
de una estructura se llamará análisis exacto y el análisis estáticamente 
determinado, que es más sencillo, se denominará análisis aproximado. 


7.2 Armaduras 


En la figura 7-1a se muestra un tipo común de armadura que se usa con 
frecuencia como soporte lateral para edificios o en las cuerdas superior 
e inferior de los puentes (vea también la figura 3-4). Cuando se usa para 
tal propósito, esta armadura no se considera un elemento primario 
para soportar la estructura y, en consecuencia, suele analizarse por métodos 
aproximados. En el caso que se muestra se podrá observar que al elimi- 
nar una diagonal de cada uno de los tres paneles, la armadura se vuelve 
estáticamente determinada. Entonces, la armadura es estáticamente in- 
determinada de tercer grado (a partir de la ecuación 3-1, b + r > 2j, 0 
bien 16 + 3 > 8(2)) y, por lo tanto, deben hacerse tres supuestos respecto 
de las fuerzas en las barras a fin de convertir la armadura en estática- 
mente determinada. Estos supuestos pueden hacerse con respecto a las 
diagonales transversales, si se observa que cuando una diagonal en un 
panel está en tensión, la correspondiente diagonal transversal está en 
compresión. Esto es evidente en la figura 7-1b, donde la “fuerza cortante 
del panel” V es soportada por la componente vertical de fuerza de ten- 
sión en el elemento a, y la componente vertical de la fuerza de compresión 
(b) en el elemento b. En general se aceptan dos métodos de análisis. 


Figura 7-1 , . . ] . . 
Método 1: Si las diagonales se diseñan intencionalmente largas y 


delgadas, es razonable suponer que no pueden soportar 
una fuerza de compresión; de lo contrario, se pandearían 
con facilidad. Por consiguiente, la fuerza cortante del 
panel es resistida en su totalidad por la diagonal de ten- 
sión, mientras que la diagonal de compresión se asume 
como un elemento de fuerza cero. 

Método 2: Si los elementos diagonales se construyen a partir de 
grandes secciones laminadas, como ángulos o canales, 
pueden ser igualmente capaces de soportar una fuerza 
de tensión que una de compresión. Aquí se supondrá 
que cada diagonal de tensión y de compresión soporta 
la mitad de la fuerza cortante del panel. 


Estos dos métodos de análisis aproximado se ilustran numéricamente 
en los siguientes ejemplos. 


Para determinar las fuerzas del refuerzo transversal en 
cada panel de este puente ferroviario levadizo, puede 
usarse un método aproximado. Aquí, los elementos 
transversales son delgados y, por lo tanto, puede supo- 
nerse que no soportan ninguna fuerza de compresión. 
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EJEMPLO [7.1 


Determine (en forma aproximada) las fuerzas en los elementos de la 
armadura que se muestra en la figura 7-2a. Las diagonales deben di- 
señarse para soportar tanto fuerzas de tensión como de compresión y, 
por ende, se supone que cada una soporta la mitad de la fuerza cor- 
tante del panel. Las reacciones en los soportes ya se han calculado. 


SOLUCIÓN 

Por inspección, la armadura es estáticamente indeterminada de se- 
gundo grado. Los dos supuestos requieren que las diagonales de 
tensión y de compresión soporten fuerzas iguales, es decir, Fsg = Fig 
= F. Para una sección vertical a través del panel izquierdo, figura 7-2b, 
se tiene 


+1EF,=0; 20-10-2(2)F=0  F=833kN Resp. 
y 5 


de modo que 
Fpg = 8.33 kN (T) Resp. 
Far = 833kN(C) Resp. 
(+FEM, =0; -8.33(2)(3) + Frg(3) =0 Frg = 6.67 kN (C) Resp. 
(+EMp =0; -8.33(2)(3) + Fag(3) =0 Fag = 6.67 kN (T) Resp. 
A partir de la junta A, figura 7-2c, 
+IEF,=0; Far -—833(2)-10=0  Fayr=15kN(T) Resp. 


En la figura 7-2d se muestra una sección vertical a través del panel 


derecho. Demuestre que E 
6.67 KN——=>>_<—— 6.67 kN 
Fo =8.33kN (T), Fip=6.67kN(C) Resp. SANOS 


Fc = 8.33kN (C), Fc = 6.67 kN (T) Resp. 8.33kN* 8.33 kN 


Foz 


Por otra parte, empleando los diagramas de cuerpo libre de las articu- (1) 
laciones D y E, figuras 7-2e y 7-2f, demuestre que 


Foc = 5kN (C) Resp. 
Fyg = 10kN (T) Resp. 
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EJEMPLO [7.2 


Para proporcionar soporte lateral a este puente contra el viento y las 
cargas desbalanceadas del tráfico, se emplea un refuerzo transversal. 
Determine (en forma aproximada) las fuerzas en los elementos de 
esta armadura. Suponga que las diagonales son delgadas y por lo 
tanto no soportan ninguna fuerza de compresión. Las cargas y las 
reacciones en los soportes se muestran en la figura 7-3a. 


Figura 7-3 


SOLUCIÓN 

Por inspección, la armadura es estáticamente indeterminada de cuarto 
grado. Así, los cuatro supuestos que se utilizarán requieren que cada 
diagonal de compresión sostenga una fuerza nula. Por lo tanto, a 
partir de una sección vertical a través del panel izquierdo, figura 7-36, 
se tiene 


Fa =0 Resp. 


+1NF, =0; 8 - 2- Fjgcos 45” =0 


Fjg= 8.49k(T) Resp. 
(+EM, =0; 8.49 sen 45%(15) + F¡¡(15) =0 
F =6k(C) 
—=Fag(15) =0 
Fag=0 
A partir de la junta A, figura 7-3c, 


Fja=8k(C) 


En la figura 7 3d se muestra una sección vertical de la armadura a 
través de los elementos 1H, IC, BH y BC. La fuerza cortante del panel 
es V = 2F, =8 — 2 — 4=2k.Se requiere que 


Fsy =0 Resp. 
+73F, =0; 8-2-4- Fi¿cos45* =0 


Fic = 2.83 k (T) Resp. 
(+2Mg = 0; —8(15) + 2(15) — 2.83 sen 4515) + F¡(15) =0 
Fig =8k(C) Resp. 
(+2M, =0; -8(15) + 2(15) + Fac(15) =0 


Fac = 6k (T) 


A partir de la junta B, figura 7-3e, 


+73F, =0; 8.49 sen 45% — Fg,=0 


Fz=6k(C) Resp. 


Las fuerzas en los otros elementos se pueden determinar por si- 
metría, excepto Fc; sin embargo, a partir de la junta C, figura 7-3f, se 
tiene 


+73F, =0; 2(2.83 sen 45%) — Fey =0 


Fey = 4k (C) 
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M PROBLEMAS 


7-1. Determine (en forma aproximada) la fuerza en cada 
elemento de la armadura. Suponga que las diagonales pue- 
den soportar una fuerza de tensión o de compresión. 


7-2. Resuelva el problema 7-1 suponiendo que las diago- 
nales no pueden soportar una fuerza de compresión. 


7-5. Determine (en forma aproximada) la fuerza en cada 
elemento de la armadura. Suponga que las diagonales pue- 
den soportar una fuerza de tensión o de compresión. 


7-6. Resuelva el problema 7-5 suponiendo que las diago- 
nales no pueden soportar una fuerza de compresión. 


Probs. 7-1/7-2 


7-3. Determine (en forma aproximada) la fuerza en cada 
elemento de la armadura. Suponga que las diagonales pue- 
den soportar una fuerza de tensión o de compresión. 


*7-4, Resuelva el problema 7-3 suponiendo que las diago- 
nales no pueden soportar una fuerza de compresión. 


Probs. 7-3/7-4 


Probs. 7-5/7-6 


7-7. Determine (en forma aproximada) la fuerza en cada 
elemento de la armadura. Suponga que las diagonales pue- 
den soportar una fuerza de tensión o de compresión. 


*7-8. Resuelva el problema 7-7 suponiendo que las diago- 
nales no pueden soportar una fuerza de compresión. 


8 kN 


Probs. 7-7/7-8 


7-9. Determine (en forma aproximada) la fuerza en cada 
elemento de la armadura. Suponga que las diagonales pue- 
den soportar tanto fuerzas de tensión como de compresión. 


15 pies 
ALÍ 20 By 
NE 
pies 
Prob. 7-9 


7-10. Determine (en forma aproximada) la fuerza en cada 
elemento de la armadura. Suponga que las diagonales DG y 
AC no pueden soportar una fuerza de compresión. 


NE o| B 


o ojal 


a 


pies 


Prob. 7-10 
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7-11. Determine (en forma aproximada) la fuerza en cada 
elemento de la armadura. Suponga que las diagonales pue- 
den soportar una fuerza de tensión o una de compresión. 


Prob. 7-11 


7-12. Determine (en forma aproximada) la fuerza en ro 


cada elemento de la armadura. Suponga que las diagonales 
no pueden soportar una fuerza de compresión. 


Prob. 7-12 
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7.3 Cargas verticales sobre marcos 
de construcción 


Por lo común, los marcos de construcción consisten en trabes que están 
conectadas rígidamente a columnas, de modo que toda la estructura tiene 
una mayor capacidad para resistir los efectos de las fuerzas laterales de- 
bidas al viento y a los terremotos. En la figura 7-4 se muestra un ejemplo 
de un marco rígido, denominado caballete de edificio. 

En la práctica, un ingeniero estructural puede emplear diversas técni- 
cas para realizar un análisis aproximado de un caballete de edificio. Cada 
uno se basa en el conocimiento de la forma en que la estructura se defor- 
mará bajo carga. Una técnica sería la de considerar solamente los ele- 
mentos dentro de una región localizada de la estructura. Esto es posible 
siempre que las deflexiones de los elementos dentro de la región alteren 
poco a los que están fuera de ella. Sin embargo, con mucha frecuencia se 
toma en cuenta la curva de deflexión de toda la estructura. A partir de 
esto puede especificarse la ubicación aproximada de los puntos de infle- 
xión; es decir, de los puntos donde el elemento cambia su curvatura. 
Estos puntos pueden considerarse como articulaciones, ya que en los 
puntos de inflexión del elemento se presentan momentos nulos. En esta 
sección se utilizará esta idea para analizar las fuerzas en los marcos de 
construcción debidas a las cargas verticales, y en las secciones 7-5 y 7-6 se 
presentará un análisis aproximado de los marcos sometidos a cargas late- 
rales. Dado que el marco puede someterse a estas dos cargas al mismo 
tiempo, entonces, siempre que el material permanezca elástico, la carga 
resultante podrá determinarse por superposición. 


Supuestos para el análisis aproximado. Considere una 
trabe típica localizada dentro de un caballete de edificio que está some- 
tida a una carga vertical uniforme, como se muestra en la figura 7-5a. Los 
soportes de columna en A y B ejercerán, cada uno, tres reacciones sobre 
la viga, por lo que ésta es estáticamente indeterminada de tercer grado 
(6 reacciones — 3 ecuaciones de equilibrio). Entonces, un análisis aproxi- 


Marco de construcción típica 


Figura 7-4 
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columna ” columna iiliildyld] 
MAA AE 


viga 0.21L puntos de 021L 
momento nulo 
B p E - 


fijamente apoyada 
(a) (b) 


mamo LIA DADAS OS] ross 


o ES mulo 


E 


0.11, Puntos de momento 
nulo supuestos 
- L, » 


simplemente apoyada caso aproximado 
(c) (d) 


Figura 7-5 


mado requerirá tres supuestos para hacer que la viga sea estáticamente 
determinada. Si las columnas son extremadamente rígidas no se produ- 
cirá rotación en A y B, y la curva de deflexión de la trabe se parecerá a la 
que se muestra en la figura 7-5b. Si se emplea uno de los métodos que se 
presentan en los capítulos 9 a 11, un análisis exacto revela que en este 
caso los puntos de inflexión, o puntos de momento nulo, se producen a 
0.21£ de cada soporte. Sin embargo, si las conexiones de las columnas en 
A y B son muy flexibles, entonces, como si se tratara de una viga simple- 
mente apoyada, se producirán momentos nulos en los soportes, figura 7-5c. 
No obstante, en realidad las columnas proporcionan cierta flexibilidad 
en los soportes y, por consiguiente, se supondrá que ocurre un momento 
nulo en el punto medio entre los dos extremos, es decir, a (0.21£ + 0)/2 = 
0.1£ de cada soporte, figura. 7-5d. Por otra parte, un análisis exacto de los 
marcos que soportan cargas verticales indica que las fuerzas axiales en la 
trabe se pueden pasar por alto. 

En resumen, cada trabe de longitud L puede modelarse mediante un 
claro simplemente apoyado de 0.8L de largo que descansa sobre dos ex- 
tremos en voladizo, cada uno con una longitud de 0.1£, figura 7-5e. En 
este modelo se han incorporado los siguientes tres supuestos: 


1. Hay un momento nulo en la trabe a 0.1£ del soporte izquierdo. 


2. Hay un momento nulo en la trabe a 0.1£ del soporte derecho. 


3. La trabe no soporta una fuerza axial. 


Ahora es posible obtener, mediante el uso de la estática, las cargas in- 
ternas en las trabes y puede hacerse un diseño preliminar de sus seccio- 
nes transversales. El siguiente ejemplo ilustra esto en forma numérica. 
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EJEMPLO [7.3 


Determine (en forma aproximada) el momento en las juntas E y C 
causado por los elementos EF y CD del caballete de edificio que se 
muestra en la figura 7-64. 


800 Ib/pie 


ARRRREREN 


800 Ib /pie 


800 Ib/pie 


Figura 7-6 


SOLUCIÓN 

Para un análisis aproximado, el marco se modela de la manera que se 
muestra en la figura 7-6b. Tenga en cuenta que los claros en voladizo 
que soportan la parte central de la trabe tienen una longitud de 0.1£ 
= 0.1 (20) = 2 pies. El equilibrio requiere que las reacciones en los ex- 
tremos de la parte central de la trabe sean de 6400 Ib, figura 7-6c. En- 
tonces, los claros en voladizo están sometidos a un momento de 
reacción de 


M = 1600(1) + 6400(2) = 14 400 lb - pie = 14.4k-+pie Resp. 
Este momento aproximado, con dirección opuesta, actúa sobre las 
juntas en £ y C, figura 7-6a. Con base en los resultados, el diagrama de 


momento aproximado para una de las trabes es como se muestra en la 
figura 7-6d. 


12 800 lb 


16 pies 
6400 lb 6400 lb 


M (k-pie) 
1600 1b 6400 lb 6400 Ib 1600 lb as 


14 400 1b-pie /' "14.400 1b- pie en 


A la 2 pies 2 pies | ¡3 18] x (pies) 


8000 lb 8000 lb 


(c) 


7.4 MARCOS Y ARMADURAS DE PORTAL 


7.4 Marcos y armaduras de portal 


Marcos. Los marcos de portal se suelen usar a la entrada de un 
puente* y como un elemento de refuerzo principal en el diseño de edifi- 
cios con el fin de transferir fuerzas horizontales aplicadas en la parte su- 
perior del marco hacia los cimientos. En los puentes, estos marcos 
resisten las fuerzas producidas por el viento, los terremotos y las cargas 
desbalanceadas del tráfico sobre la cubierta del puente. Los portales 
pueden tener soportes articulados o fijos, o bien se pueden sostener me- 
diante una fijación parcial. A continuación se estudiará el análisis aproxi- 
mado de cada caso mediante un portal sencillo de tres elementos. 


Articulados. En la figura 7-7a se muestra un marco de portal ar- 
ticulado. Dado que existen cuatro incógnitas en los soportes, pero sólo 
tres ecuaciones de equilibrio para obtener la solución, esta estructura es 
estáticamente indeterminada de primer grado. En consecuencia, sólo 
debe adoptarse un supuesto para convertir el marco en estáticamente 
determinado. 
En la figura 7-7b se muestra la deflexión elástica del portal. Este dia- 
grama indica que un punto de inflexión, es decir, aquel donde el mo- 
mento cambia de flexión positiva a flexión negativa, se encuentra 
aproximadamente en el punto medio de la trabe. Como el momento es 
cero en este punto de la trabe, se puede suponer que allí existe una bisa- 
gra, para después proceder a determinar las reacciones en los soportes 
utilizando la estática. Si se hace esto, puede constatarse que las reaccio- 
nes horizontales (fuerza cortante) en la base de cada columna son ¡gua- 
les y que las otras reacciones son las indicadas en la figura 7-7c. Además, 
los diagramas de momento para este marco son como lo indica la figura 


77d. 


diagrama 
de momento 


(4) 


*Vea la figura 34. 
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a) 


Figura 7-8 
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1 
s y 
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Fijamente apoyados. Los portales con dos soportes fijos, figura 
7-8a, son estáticamente indeterminados de tercer grado, puesto que hay 
un total de seis incógnitas en los soportes. Si los elementos verticales tie- 
nen longitudes y áreas transversales iguales, el marco se deformará como 
se muestra en la figura 7-8b. En este caso se supondrá que los puntos de 
inflexión ocurren en los puntos medios de los tres elementos y, por lo 
tanto, las bisagras se colocan en estos puntos. Por consiguiente, las reac- 
ciones y los diagramas de momento para cada elemento pueden determi- 
narse al desmembrar el marco en las bisagras y al aplicar las ecuaciones 
de equilibrio para cada una de las cuatro partes. Los resultados se mues- 
tran en la figura 7-8c. Tenga en cuenta que, como en el caso del portal ar- 
ticulado, las reacciones horizontales (fuerza cortante) en la base de cada 
columna son iguales. El diagrama de momento para este marco se indica 
en la figura 7-8d. 


Ph 
4 
Ph 
4 
¡SN Ph L— YPh 
4 4 
diagrama de 
momento 


(4) 


Fijación parcial. Dado que es difícil y costoso construir un soporte o 
cimiento perfectamente fijo para un marco de portal, es conservador y 
algo realista suponer que se produce una ligera rotación en los soportes, 
figura 7-9a. Como resultado, los puntos de inflexión en las columnas se 
encuentran en algún lugar entre el caso de tener un portal articulado, fi- 
gura 7-7a, donde los “puntos de inflexión” están en los soportes (base de 
las columnas), y un portal fijamente apoyado, figura 7-8a, donde los pun- 
tos de inflexión están en el centro de las columnas. Muchos ingenieros 
definen arbitrariamente la ubicación en h/3, figura 7-9b, y por ende ubi- 
can bisagras en estos puntos, así como en el centro de la trabe. 
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(b) 


Figura 7-9 


Armaduras. Cuando un portal se utiliza para abarcar grandes dis- 
tancias, puede usarse una armadura en vez de la trabe horizontal. Dicha 
estructura se emplea en grandes puentes e inclinaciones transversales 
para grandes auditorios e instalaciones fabriles. Un ejemplo típico se 
muestra en la figura 7-10a. En todos los casos, se supone que la armadura 
suspendida está articulada en sus puntos de fijación a las columnas. 
Además, la armadura mantiene rectas las columnas dentro de la región 
de unión cuando el portal se somete al desplazamiento lateral A, figura 
7-10b. En consecuencia, los portales de armadura pueden analizarse con 
los mismos supuestos que se usaron para los pórticos simples. Para las 
columnas articuladas, suponga que las reacciones horizontales (fuerza 
cortante) son iguales, como en la figura 7-7c. Para las columnas fijamente 
apoyadas, suponga que las reacciones horizontales son iguales y que en 
cada columna se produce un punto de inflexión (o bisagra) a media dis- 
tancia entre la base de la columna y el punto más bajo de la conexión del 
elemento de la armadura con la columna, vea las figuras 7-8c y 7-10b. 
El siguiente ejemplo ilustra la forma en que se determinan las fuerzas 
en los elementos de un portal de armaduras siguiendo el método de aná- 
lisis aproximado que se describió anteriormente. 


No | 
) ] bisagras 
Ll supuestas 22 


(a) (b) 
Figura 7-10 
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EJEMPLO |7.4 


Determine mediante métodos aproximados las fuerzas que actúan en 
los elementos del portal Warren mostrado en la figura 7-11a. 


V=20kN 


Figura 7-11 


SOLUCIÓN 

La porción B, C, F, G de la armadura actúa como una unidad rígida. 
Dado que los soportes están fijos, se supone que existe un punto de in- 
flexión 7 m/2 = 3.5 m por encima de A e /, y que en la base de las co- 
lumnas actúan reacciones horizontales o transversales iguales, es 
decir, EF, = 0; V = 40 kN/2 = 20 kN. Con estos supuestos es posible 
separar la estructura en las bisagras J y K, figura 7-11b, y determinar 
las reacciones en las columnas de la siguiente manera: 


Mitad inferior de la columna 


(+EM,=0; M-35(20)=0  M=70kN-m 


Porción superior de la columna 


(+EM,=0;  -40(55) + N(8)=0  N=27.5kN 


7.4 MARCOS Y ARMADURAS DE PORTAL 


Con base en el método de las secciones, figura 7-11c, ahora es posi- 
ble obtener las fuerzas en los elementos CD, BD y BH. 


+13F, = 0; -27.5+ Fgpsen45” =0 Fzp = 38.9 kN (T) Resp. 
(+2Mg = 0; -20(3.5) — 40(2) + Fep(Q)=0 Fep = 15KN(C) Resp. 
(+2Mp =0; Fgu(2) — 20(5.5) + 27.5(2) =0 Fgy = 27.5kN (T) Resp. 
De manera parecida, demuestre que los resultados pueden obtenerse 
en el diagrama de cuerpo libre de la columna FG/ de la figura 7-11d. 
Con estos resultados, ahora puede encontrarse la fuerza en cada uno 


de los otros elementos de la armadura del portal empleando el mé- 
todo de los nudos. 


Junta D, figura 7-11e 
+P EF, =0; Fpy sen 45” — 38.9 sen 45" = 0 Fpy = 38.9kN (C) Resp. 


5 SF, =0; 75 — 2(38.9 cos 45%) — Fpg =0 Fpg= 20kN(C) Resp. 


Junta H, figura 7-11f 
+PEF, = 0; Fygsen 45" — 38.9 sen 45" = 0 Fyg = 38.9 kN (T) Resp. 


Estos resultados se resumen en la figura 7-11g. 


40kN C 75kN(C) E3SKND) F 


Ñ 


E ala 
275kN(T) H  275kN(C) 


O —X 
275kN H 27.5 kN 
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M PROBLEMAS 


7-13. Determine (en forma aproximada) los momentos 
internos en las juntas A y B del marco. 


Prob. 7-13 


7-14. Determine (en forma aproximada) los momentos 
internos en las juntas F' y D del marco. 


400 lb /pie 
F E D 
A B € 


15 pies 20 pies Ann 


Prob. 7-14 


7-15. Determine (en forma aproximada) los momentos 
internos en A causados por las cargas verticales. 


[llanera 


Prob. 7-15 


“716. Determine (en forma aproximada) los momentos 
internos en A y B causados por las cargas verticales. 


o 8m > 8m > da Í 


Prob. 7-16 


7-17. Determine (en forma aproximada) los momentos 
internos en las juntas / y L. Por otra parte, ¿cuál es el mo- 
mento interno en la junta A causado por el elemento HG? 


0.5 k/pie 


MRARRRRRRRRRRARREA 


1:35 
k/pie 1.5 k/pie 


Y EN 


G F 


1 


pies pies pies 


Prob. 7-17 


7-18. Determine (en forma aproximada) las reacciones en 
los soportes A, B y C del marco. 


400 Ib/pie 
FE H 
G 
1200 lb/pie 
D E 
A B C 


20 pies 


| 15 pies L 


Prob. 7-18 
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7-19. Determine (en forma aproximada) las reacciones en 
los soportes A y B del marco de portal. Suponga que los so- 
portes están (a) articulados, y (b) fijos. 


Prob. 7-19 


*7-20. Determine (en forma aproximada) el momento in- 
terno y la fuerza cortante en los extremos de cada elemento 
del marco de portal. Suponga que los soportes en 4 y D 
están parcialmente fijos, de modo que hay un punto de in- 
flexión ubicado en h/3 de la parte inferior de cada columna. 


P— > 


Prob. 7-20 


7 
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7-21. Dibuje (en forma aproximada) el diagrama de mo- 
mento para el elemento ACE del portal, el cual se cons- 
truyó con un elemento rígido EG y soportes acodados CF y 
DH. Suponga que todos los puntos de conexión están ar- 
ticulados. También determine la fuerza en el refuerzo aco- 
dado CF. 


7-22. Resuelva el problema 7-21 si los soportes en A y B 


son fijos en vez de articulados. 
1.5 pi 
7 pies AA 
G 
O) 
SN 


DO 


1.5 pies 


Probs. 7-21/7-22 


7-23. Determine (en forma aproximada) la fuerza en cada 
elemento de la armadura del marco de portal. También en- 
cuentre las reacciones en los soportes fijos A y B de la co- 
lumna. Suponga que todos los elementos de la armadura 
están articulados en sus extremos. 


*7-24. Resuelva el problema 7-23 si los soportes en A y B 
están articulados en vez de fijos. 


r 8 pies . 
G 


8 pies > 


12 pies 


AA A A A, $34 e OS 
E SN SN 
A PS 


Probs. 7-23/7-24 
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7-25. Dibuje (en forma aproximada) el diagrama de mo- 
mento para la columna AGF del portal. Suponga que todos 
los elementos de la armadura y las columnas están articu- 
lados en sus extremos. También determine las fuerzas en 
todos los elementos de la armadura. 


8 kN ———>, 


Prob. 7-25 


7-26. Dibuje (en forma aproximada) el diagrama de mo- 
mento para la columna AGF del portal. Suponga que todos 
los elementos de la armadura están articulados en sus extre- 
mos. Las columnas están fijas en A y B. También determine 
la fuerza de todos los elementos de la armadura. 


8 KN ——> 


Prob. 7-26 


7-27. Determine (en forma aproximada) la fuerza en cada 
elemento de la armadura del marco de portal. También en- 
cuentre las reacciones en los soportes A y B de la columna 
fija. Suponga que todos los elementos de la armadura están 
articulados en sus extremos. 


*7-28. Resuelva el problema 7-27 si los soportes en A y B 
están fijos en vez de articulados. 


3m 3m 
Probs. 7-27/7-28 


7-29. Determine (en forma aproximada) la fuerza en los 
elementos GF, GK y JK del marco de portal. También en- 
cuentre las reacciones en los soportes A y B de la columna 
fija. Suponga que todos los elementos de la armadura están 
conectados en sus extremos. 


7-30. Resuelva el problema 7-29 si los soportes en A y B 
están articulados en vez de fijos. 


E pies—--8 pies=-8 pies—>--8 de 


Probs. 7-29/7-30 
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7-31. Dibuje (en forma aproximada) el diagrama de mo- 
mento para la columna ACD del portal. Suponga que todos 
los elementos de la armadura y las columnas están articu- 
lados en sus extremos. También determine la fuerza en los 
elementos FG, FH y EH. 


7-32, Resuelva el problema 7-31 si los soportes en A y B 
están fijos en vez de articulados. 


G 
Eos dE 
F ” 6 pies 
4k De a 
E H I pies 
je a 
| | 12 pies 
d A | By 
| 8 8 8 8 | 
"pies PY pies “pies pies” 


Probs. 7-31/7-32 


7-33. Dibuje (en forma aproximada) el diagrama de mo- 
mentos para la columna AJT del portal. Suponga que todos 
los elementos de la armadura y las columnas están articu- 
lados en sus extremos. También determine la fuerza en los 
elementos AG, HL y KL. 


7-34. Resuelva el problema 7-33 si los soportes en A y B 
están fijos en vez de articulados. 
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Probs. 7-33/7-34 
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7.5 Cargas laterales en marcos de 
construcción: Método del portal 


En la sección 7-4 se analizó la acción de las cargas laterales sobre los 
marcos de portal y se encontró que para un marco fijo apoyado en su 
base, los puntos de inflexión ocurren aproximadamente en el centro de 
cada viga y columna y que las columnas soportan las mismas cargas cor- 
tantes, figura 7-8. Un caballete de edificio se deforma de la misma ma- 
nera que un marco de portal, figura 7-12a y, por lo tanto, sería 
conveniente suponer que los puntos de inflexión se producen en el cen- 
tro de las columnas y trabes. Si se considera que cada caballete de la es- 
tructura se compone de una serie de portales, figura 7-12b, entonces, 
como supuesto adicional, las columnas interiores representarían el efecto 
de dos columnas del portal y, por ende, soportarían el doble de fuerza 


cortante V que las dos columnas exteriores. 


o = punto de inflexión 


(a) 


(b) 
Figura 7-12 


7.5. CARGAS LATERALES EN MARCOS DE CONSTRUCCIÓN: MÉTODO DEL PORTAL 


En resumen, el método del portal para analizar los marcos de cons- 
trucción fijamente apoyados requiere los siguientes supuestos: 


1. En el centro de cada trabe se coloca una bisagra, puesto que se su- 
pone que éste es un punto de momento cero. 


2. En el centro de cada columna se coloca una bisagra, puesto que se 
supone que éste es un punto de momento cero. 


3. Enun nivel de piso dado, la fuerza cortante en las bisagras de la co- 
lumna interior es el doble que en las bisagras de la columna exterior, 
puesto que el marco se considera una superposición de portales. 


Estos supuestos proporcionan una reducción adecuada del marco a una 
estructura estáticamente determinada pero estable bajo carga. 

En comparación con el análisis estáticamente indeterminado que es 
más exacto, el método del portal es el más adecuado para las construccio- 
nes con poca altura y estructura uniforme. La razón de esto tiene relación 
con la acción de la estructura bajo carga. A este respecto, considere que el 
marco actúa como una viga en voladizo que está fija al suelo. Recuerde 
del estudio de la mecánica de materiales que la resistencia a la fuerza 
cortante se vuelve más importante en el diseño de vigas cortas, en tanto 
que la resistencia a la flexión es más importante si la viga es larga (vea la 
sección 7-6). El método del portal se basa en el supuesto relacionado con 
la fuerza cortante como se indica en el punto 3 anterior. 

Los siguientes ejemplos ilustran la forma de aplicar el método del por- 
tal para analizar un caballete de edificio. 


El método del portal puede usarse para realizar un análisis (aproximado) de las car- 
gas laterales en este marco de una sola planta. 
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EJEMPLO [7.5 


Determine (en forma aproximada) las reacciones en la base de las co- 
lumnas del marco que se muestra en la figura 7-13a. Use el método de 
análisis del portal. 


1200 lb 


1200 lb 


Figura 7-13 


SOLUCIÓN 

Al aplicar los dos primeros supuestos del método del portal, se colo- 
can bisagras en los centros de las trabes y las columnas de la estruc- 
tura, figura 7-13a. Una sección a través de las bisagras de columna en 
LJ, K, L produce el diagrama de cuerpo libre que se muestra en la fi- 
gura 7-13b. Aquí se aplica el tercer supuesto en relación con las fuer- 
zas cortantes en las columnas. Se requiere 


BYNF,=0; 1200-6V=0  V=200lb 


Con base en este resultado, ahora se puede desmembrar el marco 
en las bisagras y determinar sus reacciones. Como regla general, siem- 
pre inicie este análisis en la esquina o junta donde se aplica la carga ho- 
rizontal. Por lo tanto, el diagrama de cuerpo libre del segmento IBM 
se muestra en la figura 7 13c. Las tres componentes de la reacción en 
las bisagras /,, M, y M, se determinan al aplicar de 2M y = 0, 2F, =0, 
2F, = 0, respectivamente. A continuación se analiza el segmento 
adyacente MIN, figura 7-13d, seguido por el segmento NKO, figura 
7-13e, y por último el segmento OGL, figura 7-13f. Usando estos re- 
sultados, los diagramas de cuerpo libre de las columnas con las reac- 
ciones en sus soportes son como se muestran en la figura 7-13g. 


7.5 CARGAS LATERALES EN MARCOS DE CONSTRUCCIÓN: MÉTODO DEL PORTAL 285 


Si se consideran los segmentos horizontales de trabes de las figuras 
7-13c, d, e y f, entonces el diagrama de momento para la trabe es como 
el que se muestra en la figura 7-13h. 


M, = 150 1b - 
B_ 8pies 1 a N, = 150 1b 
1200 lb 7 Xé—— M, = 1000 Ib M 8pies  8pies 


M 1000 16 —=> 4— N, = 600 lb 
6 pes | 6 pi 
150 lb JE 


200 16 <—y ! 


1, =1501b 
(c) 


N O, =150 lb 
_ 8pies  8pies " 
e— 0, =200 lb a e 


| a 20010 7] 
1es 
15010 Y 6pies ] 45 El 2 ls pies 


400 1b y 200 16 «— L 


600 lb ——»x 


Es L, = 1501b 


(e) 


150 lb 
I J K 
¿—=> 200 lb ¿==> 400 Ib 2—> 400 Ib 200 lb 


6 pies 6 pies 6 pies 
A, = 200 lb C, = 400 lb E, = 400 lb H, = 200 lb 
<—_— <— —— 


Ma = 1200 1b- pie | My = 1200 Ib pie 
y M4 = 2400 1b- pie My = 2400 1b- pie 
A, =1501b H, =1501b 


(8) 


x (pies) 
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EJEMPLO [7.6 


Determine (en forma aproximada) las reacciones en la base de las co- 
lumnas del marco que se muestra en la figura 7-14a. Use el método de 
análisis del portal. 


20 n— | 


30 KN— 


Figura 7-14 


SOLUCIÓN 

En primer lugar, se colocan las bisagras en los centros de las trabes y 
las columnas del marco, figura 7-14a. Una sección a través de las bisa- 
gras en O, P,O y J, K, L genera el diagrama de cuerpo libre que se 
muestra en la figura 7-14b. Las fuerzas cortantes en las columnas 
se calculan de la siguiente manera: 


5x3F,=0; 20-4V=0 V =5kN 
BxF,=0  20+30- 4V' = V' = 12.5kN 
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Utilizando estos resultados se puede continuar con el análisis de 
cada parte del marco. El análisis comienza con el segmento en esquina 
OGR, figura 7-14c. Las tres incógnitas O,, R, y R, se han calculado 
empleando las ecuaciones de equilibrio. Con estos resultados, se ana- 
liza a continuación el segmento OJM, figura 7-14d; luego el segmento 
JA, figura 7-14e; RPS, figura 7-14f, PMKN, figura 7-14g, y KB, figura 
7-14h. Complete este ejemplo y analice los segmentos S/O, después 
QNL y por último LC; también demuestre que C, = 12.5 kN, C, = 
15.625 kN, y Me = 37.5 kN + m. Además, use los resultados para de- 
mostrar que el diagrama de momento para DMENF es como se 


muestra en la figura 7.141. 


R, = 3.125 kN 
a R,=15kN 
2.5 m | R 


3.125 kN 


I M, =12.5kN 
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y => D5kN 
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A 
SE ,=12.5kN 
Ma =37.5kN-m 
A, = 15.625 kN 
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a Am S,=5kN 
15 kN E — 
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7.6 Cargas laterales sobre marcos de 
construcción: Método del voladizo 


El método del voladizo se basa en la misma acción que una viga en vola- 
dizo larga sometida a una carga transversal. Como se vio en el estudio de 
la mecánica de materiales, tal carga provoca un esfuerzo flexionante en la 
viga que varía linealmente desde el eje neutro de la viga, figura 7-15a. De 
manera similar, las cargas laterales sobre un marco tienden a volcarlo o a 
causarle una rotación respecto a un “eje neutro”, el cual se encuentra en 
un plano horizontal que pasa a través de las columnas entre cada piso. 
Para contrarrestar este volcamiento, las fuerzas (o esfuerzos) axiales en 
las columnas serán de tensión en un lado del eje neutro y de compresión 
en el otro lado, figura 7-15b. Por lo tanto, al igual que con la viga en vola- 
dizo, parece razonable suponer que este esfuerzo axial tiene una variación 
lineal desde el centroide de las áreas de la columna o el eje neutro. Por 
consiguiente, el método del voladizo es adecuado si el marco es alto y del- 
gado, o tiene columnas con áreas transversales diferentes. 


viga 


(a) 


N 


marco de construcción 


(b) 
Figura 7-15 
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En resumen, cuando se emplee el método del voladizo, deben apli- 
carse los siguientes supuestos a un marco fijamente apoyado. 


1. En el centro de cada viga se coloca una bisagra, puesto que se su- 
pone que éste es un punto de momento cero. 


2. En el centro de cada columna se coloca una bisagra, puesto que se 
supone que éste es un punto de momento cero. 


3. El esfuerzo axial en una columna es proporcional a su distancia 
desde el centroide de las áreas transversales de las columnas en un 
nivel de piso dado. Como el esfuerzo es igual a fuerza por área, en- 
tonces en el caso especial de las columnas que tienen áreas transver- 
sales iguales, la fuerza en una columna también es proporcional a su 
distancia desde el centroide de las áreas de la columna. 


Estos tres supuestos hacen que el marco sea estable y estáticamente de- 
terminado. 

Los siguientes ejemplos ilustran la forma en que se aplica el método 
del voladizo para analizar un caballete de edificio. 


La estructura del edificio tiene conexiones rígidas. El método del voladizo puede 
usarse para realizar un análisis (aproximado) de cargas laterales. 
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EJEMPLO [7.7 


Determine (en forma aproximada) las reacciones en la base de las co- 
lumnas del marco que se muestra en la figura 7-16a. Se supone que las 
columnas tienen áreas de sección transversal iguales. Use el método 
de análisis del voladizo. 


Figura 7-16 SOLUCIÓN 
En primer lugar se colocan bisagras en los puntos medios de las co- 
lumnas y trabes. Las ubicaciones de estos puntos se indican mediante 
las letras Ga £ en la figura 7-16a. Los centroides de las áreas trans- 
versales de las columnas pueden determinarse por inspección, figura 
7-16b, o analíticamente de la siguiente manera: 


__ EXA _ 0(4) + 6(4) 
E z E 
ZA A+ A 


El esfuerzo axial en cada columna es proporcional a su distancia 
desde este punto. Aquí las columnas tienen la misma área en su sec- 
ción transversal y, por lo tanto, la fuerza en cada columna es propor- 
cional a su distancia desde el centroide. Entonces, una sección a través 
de las bisagras H y K en el piso superior genera el diagrama de cuerpo 
libre que se muestra en la figura 7-16c. Tenga en cuenta que la co- 
lumna a la izquierda del centroide debe estar sometida a tensión, en 
tanto que la columna de la derecha estará sometida a compresión. 
Esto es necesario para contrarrestar el volcamiento causado por la 
fuerza de 30 kN. Al sumar los momentos con respecto al eje neutro, se 
tiene 


(+EM=0; -30(2) + 3H, + 3K,=0 


Las incógnitas pueden relacionarse por medio de triángulos propor- 
cionales, figura 7-16c, es decir, 
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De una manera parecida, utilizando una sección del marco a través 
de las bisagras en G y £, figura 7-16d, se tiene 


(+EM=0; -30(6) — 15(2) + 3G, + 3L,=0 


Como G,/3 = L,/3 o bien G, = £L,, entonces 
Gy Ly = 25 EN 


Ahora puede analizarse cada parte del marco usando los resultados 
anteriores. Como en los ejemplos 7-5 y 7-6, se comienza en la esquina 
superior, donde se produce la carga aplicada, es decir, en el segmento 
HCI, figura 7-16a. Al aplicar las tres ecuaciones de equilibrio, 2M,= 0, 
2F, =0 y EF, = 0, se obtienen los resultados para H,, , e [, respec- 
tivamente, que se muestran en el diagrama de cuerpo libre de la figura 
7-16e. Con base en estos resultados, enseguida se analiza el segmento 
IDK, figura 7-16f, seguido de HJG, figura 7-16g; después KJL, figura 
7-16h, y por último las partes inferiores de las columnas, figuras 7-161i 
y 7-16. Los diagramas de momento para cada trabe se muestran en la 


figura 7-16k. 


T_= 15 kN 


M (kN-m) 


30 


L,=22.5kN L 
G,= 22.5 kN 


35 kN 
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EJEMPLO |7.8 


Muestre cómo se determinan (en forma aproximada) las reacciones 
en la base de las columnas del marco que se muestra en la figura 7-17a. 
Las columnas tienen las áreas de sección transversal que se muestran 
en la figura 7-17b. Use el método de análisis del voladizo. 


8k a 
12 pies L 10 pule? M8 ku nfeps N 6 alE., e! pulg? 2 2 2 
a T 10 pulg 8 T 6 Í 


16 pies E 10 pulg? F 8 pulg? o pulg? H 10 pulg? 


c ln -—20 pies os 15 pies— 


A B 
—20 pies 1-15 pies>-—— 25 pies + 
(a) 


Figura 7-17 


SOLUCIÓN 

Primero, se supone que existen bisagras en los centros de las trabes y 
columnas del marco, figuras 7-17d y 7-17e. El centroide de las áreas 
transversales de las columnas se determina a partir de la figura 7.17b 
de la siguiente manera: 


_ EXA  0(10) + 20(8) + 35(6) + 60(10) 
XA 10+8 +64 +10 


= 28.53 pies 


En primer lugar se considerará la sección a través de las bisagras en £, 
M,NyO. 


12 pies 
=0: 10k 
8 pies 
8.53 pies a =p F, = 0.868 k| G, = 0.494 k 
E, = 3.627 k A o 


y 
28.53 pies 31.47 dp 


(d) 
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En este problema las columnas tienen diferentes áreas transversales, 
por lo que debe tenerse en cuenta que el esfuerzo axial en cada co- 
lumna es proporcional a su distancia desde el eje neutro, ubicado en 
x= 28.53 pies. 

Los esfuerzos en las columnas pueden relacionarse mediante trián- 
gulos semejantes, figura 7-17c. Si se expresan las relaciones en térmi- 
nos de la fuerza en cada columna, puesto que o = F/A, se tiene 


8.53 pies MM, | L, 


= = M, = 0.239L 
M7 28.53 pies” 8pulg? 28.53 ) y de 


10 pulg? 


P, =0.725 k 


6.47 pies Ny Al L, 
ON = 28.53 pies 6 pulg? 28.53 


) N, =0.136L, 


10 pulg? 8k 10 pies 


6 pies y : Pos 6.791 k 
pL 
L,=1.209 k 


) O, = 1.103£, 0.725 k 
(1 


Co = 


31.47 pies 0, | L, 


28.53 pies” 10 pulg? 28.53 110 pulg? 


Ahora que cada fuerza está relacionada con £,, el diagrama de cuerpo 
libre es como se muestra en la figura 7-17d. 

Observe cómo las columnas a la izquierda del centroide están so- 
metidas a tensión y las de la derecha están sometidas a compresión. 


¿Por qué? Al sumar momentos con respecto al eje neutro se tiene 1.209 k 
I, = 2.902 k 


y 


E L, = 8.489 k 


E,=2.720k 


0.725 k 


6 Ela 


(+2M=0; -—8k (6 pies) + L,(28.53 pies) + (0.239£,)(8.53 pies) oe aa 


+ (0.136L,)(6.47 pies) + (1.103L,)(31.47 pies) = 0 
3.627 k 


Resolviendo, 


L,=0725k  M,=0174k  N,=0.0987k  O,=0.300k 3.627 k 


8 diés] 

Usando este mismo método, demuestre que se obtienen los resultados A,=2.720k | 
de la figura 7-17e para las columnas E, F, G y H. 

Ahora se puede proceder a analizar cada parte del marco. Como en 
los ejemplos anteriores, se comienza con el segmento de la esquina 
superior LP, figura 7-17f. Utilizando los resultados calculados, ense- 
guida se analiza el segmento LEI, figura 7-17g, seguido por el seg- 
mento EA, figura 7-17h. Luego pueden seguirse analizando los otros 
segmentos en secuencia, es decir, POM, después MJFI, enseguida, FB 
y así sucesivamente. 


294 CAPÍTULO 7 ANÁLISIS APROXIMADO DE ESTRUCTURAS ESTÁTICAMENTE INDETERMINADAS 


M PROBLEMAS 


7-35. Use el método de análisis del portal y dibuje el dia- 7-39. Use el método de análisis del portal y dibuje el dia- 
grama de momento para la trabe FED. grama de momento para la columna AFE. 


“7-40. Resuelva el problema 7-39 mediante el método de 
análisis del voladizo. Todas las columnas tienen la misma 
área en su sección transversal. 


Prob. 7-35 


*7-36. Use el método de análisis del portal y dibuje el dia- 
grama de momento para la trabe JIHGF. 


y LL] 


7 EN RTASO DOE 7 . 
A AO 
15 pies 


18 pies 18 pies 18 pies 18 pies 
e il d Li Probs. 7-39/7-40 

Prob. 7-36 
7-37. Use el método del portal y determine (en forma 7-41. Use el método del portal y determine (en forma 
aproximada) las reacciones en los soportes A, B, C y D. aproximada) las reacciones en A. 
7-38. Use el método del voladizo y determine (en forma 7-42. Use el método del voladizo y determine (en forma 
aproximada) las reacciones en los soportes A, B, C y D. aproximada) las reacciones en A. Todas las columnas tienen 
Todas las columnas tienen la misma área en su sección la misma área en su sección transversal. 
transversal. 


A B 6 D 


- Sm > Sm > Sm - . 18 pies .. 20 pies , 


Probs. 7-37/7-38 Probs. 7-41/7-42 


7-43. Dibuje (en forma aproximada) los diagramas de 
momento para la trabe PORST y la columna BGLO del 
marco de construcción. Use el método del portal. 


7-44, Dibuje (en forma aproximada) los diagramas de 
momento para la trabe PORST y la columna BGLO del 
marco de construcción. Use el método del voladizo. 


Q R s T 

— E 
L | o| 10 pies 
G l J 20pIes 
B C D E 200 


eee 


pies pies pies pies 


Probs. 7-43/7-44 


M PROBLEMAS DE PROYECTO 
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7-45. Dibuje el diagrama de momento para la trabe IJKL 
del marco de construcción. Use el método de análisis del 
portal. 


7-46. Resuelva el problema 7-45 mediante el método de 
análisis del voladizo. Cada columna tiene el área transversal 
que se indica. 


I Ll Il ñl 


Área 24 (10%) m? 16(10*) m? 16 (10%) m? 24 (107?) m? 


Probs. 7-45/7-46 


7-1P. Los caballetes del edificio de almacenamiento que 
se muestra en la fotografía están separados por 10 pies y se 
puede suponer que están articulados en todos los puntos de 
apoyo. Utilice el modelo idealizado que se muestra y deter- 
mine la carga del viento prevista sobre el caballete. Tenga en 
cuenta que la carga del viento se transmite desde la pared 


15 pies 


hasta los cuatro largueros y después a las columnas en el lado 
derecho. Haga un análisis aproximado y determine la carga 
axial máxima y el momento máximo en la columna AB. Su- 
ponga que las columnas y los puntales acodados están articu- 
lados en sus extremos. El edificio está situado en un terreno 
plano de Nueva Orleans, Louisiana, donde V = 125 mi/h. 


B 
5 , Esc 
| Y EN 
dE C 3 pies viento 
== 
3 pies  «—— 
1 1 
A E 


y Albal LBS 


Prob. 7-1P 
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REPASO DEL CAPÍTULO 


Un análisis estructural aproximado se utiliza para conver- 
tir una estructura estáticamente indeterminada en estáti- 
camente determinada. De esta manera puede hacerse un 
diseño preliminar de los elementos y, una vez completo, 
efectuar el análisis indeterminado, que es más exacto, para 
perfeccionar el diseño. 

Las armaduras que tienen refuerzos diagonales trans- 
versales dentro de sus paneles pueden analizarse supo- 
niendo que la diagonal en tensión soporta la fuerza 
cortante del panel y que la diagonal en compresión es un 
elemento de fuerza cero. Esto es razonable si los elemen- 
tos son largos y delgados. Para secciones más grandes, lo 
razonable es suponer que cada diagonal soporte la mitad 
de la fuerza cortante del panel. 


El análisis aproximado de una carga vertical uniforme que 
actúa sobre una trabe de longitud L, en un marco de cons- 
trucción conectado fijamente, puede aproximarse me- 
diante el supuesto de que la viga no soporta ninguna carga 
axial y que hay puntos de inflexión (bisagras), ubicados a 
0.1£ de los soportes. 
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Los marcos de portal que cuentan con soportes fijos se analizan en forma aproximada suponiendo que hay bisagras en el 
punto medio de cada altura de columna, medida hasta la parte inferior del refuerzo de armadura. Además, en estos marcos 
y en los articulados, se supone que cada columna soporta la mitad de la carga cortante sobre el marco. 


bisagras 
supuestas 


Para los marcos de construcción fijos que están sometidos a cargas laterales, se puede suponer que hay bisagras en los cen- 
tros de las columnas y trabes. Si el marco tiene una elevación baja, la resistencia a la fuerza cortante es importante y es po- 


sible emplear el método del portal, donde las columnas interiores en cualquier nivel de piso dado soportan el doble de 
fuerza cortante que las columnas exteriores. Para los marcos delgados y altos puede usarse el método del voladizo, donde el 
esfuerzo axial en una columna es proporcional a su distancia desde el centroide del área de la sección transversal de todas 
las columnas en un nivel de piso dado. 


P ——> 


2v 
Método del portal 


nN_— a 


o = punto de inflexión Método del voladizo 


La deflexión de este puente arqueado debe supervisarse cuidadosa- 
mente mientras está en construcción. 


Deflexiones 


En este capítulo se mostrará cómo determinar las deflexiones elásticas 
de una viga siguiendo el método de la doble integración y dos impor- 
tantes métodos geométricos, a saber, los teoremas del momento de 
área y el método de la viga conjugada. La doble integración se em- 
plea para obtener las ecuaciones que definen la pendiente y la curva 
elástica. Los métodos geométricos proporcionan una forma de obte- 
ner la pendiente y la deflexión en puntos específicos de la viga. Cada 
uno de estos métodos tiene sus ventajas o desventajas, que se anali- 
zarán al momento de presentar cada método. 


8.1 Diagramas de deflexión y la curva 
elástica 


Las deflexiones de las estructuras pueden tener varias fuentes, como las 
cargas, la temperatura, los errores de fabricación o el asentamiento. 
Durante el diseño deben limitarse las deflexiones a fin de garantizar la 
integridad y la estabilidad de los techos y evitar el agrietamiento de los 
materiales rígidos adjuntos como el concreto, el yeso o el vidrio. Además, 
una estructura no debe vibrar o deformarse severamente si se desea que 
“parezca” segura a la vista de sus ocupantes. Aún más importante es el 
hecho de que, para analizar las estructuras estáticamente indetermina- 
das, se deben determinar las deflexiones en puntos específicos de la es- 
tructura. 

Las deflexiones que se considerarán en este texto sólo se aplican a es- 
tructuras que tienen una respuesta material lineal elástica. En estas condi- 
ciones, una estructura sometida a una carga volverá a su posición origl- 
nal no deformada al retirar la carga. La deflexión de una estructura la 
causan sus cargas internas, como la fuerza normal, la fuerza cortante, o el 
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TABLA 8-1 


(1) 
e 


A=0 
rodillo u oscilador 


Ñ LA 


A=0 
pasador 


6) 


A=0 
0=0 
soporte fijo 


(4) 
| SS To 
9 


junta fijamente conectada 


(5) 
0, 
0, 


junta articulada 


momento flexionante. Sin embargo, en el caso de las vigas y los marcos, 
las mayores desviaciones suelen ser causadas por la flexión interna, en 
tanto que en una armadura las deflexiones las ocasionan las fuerzas axia- 
les internas. 

Antes de determinar la pendiente o el desplazamiento de un punto 
sobre una viga o un marco, a menudo resulta útil bosquejar el perfil de- 
formado de la estructura cuando está cargada para verificar parcial- 
mente los resultados. Este diagrama de deflexión representa la curva 
elástica o el lugar geométrico de los puntos que define la posición despla- 
zada del centroide de la sección transversal a lo largo de los elementos. 
Para la mayoría de los problemas, la curva elástica puede bosquejarse sin 
mucha dificultad. Sin embargo, al hacerlo es necesario conocer las res- 
tricciones en cuanto a la pendiente o el desplazamiento que ocurren a 
menudo en un soporte o una conexión. Con referencia a la tabla 8-1, los 
soportes que resisten una fuerza, como un pasador, restringen el despla- 
zamiento; y los que resisten un momento, como una pared fija, restringen 
la rotación. Observe también que la deflexión de los elementos de un 
marco que están fijamente conectados (4) hace que la junta gire los ele- 
mentos conectados en la misma cantidad 6. Por otro lado, si en la junta se 
usa una articulación, cada elemento tendrá una pendiente diferente o una 
rotación distinta en el pasador, debido a que éste no puede soportar un 
momento (5). 


Los marcos de dos elementos soportan tanto la carga 
muerta del techo como la carga viva de la nieve. Puede 
considerarse que el marco está articulado en la pared, 
fijo en el suelo y que tiene una junta fijamente conec- 
tada. 
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Si la curva elástica parece difícil de establecer, se sugiere dibujar pri- 
mero el diagrama de momento para la viga o el marco. Por la convención 
de signos para los momentos establecida en el capítulo 4, un momento 
positivo tiende a doblar una viga o elemento horizontal cóncavo hacia 
arriba, figura 8-1. Del mismo modo, un momento negativo tiende a do- 
blar la viga o el elemento cóncavo hacia abajo, figura 8-2. Por lo tanto, si 
se conoce la forma del diagrama de momento, la construcción de la curva 
elástica será fácil y viceversa. Por ejemplo, considere la viga de la figura 
8-3 con su diagrama de momento asociado. Debido al soporte de pasa- 
dor y rodillo, el desplazamiento en A y D debe ser cero. Dentro de la re- 
gión de momento negativo, la curva elástica es cóncava hacia abajo; y 
dentro de la región de momento positivo, la curva elástica es cóncava 
hacia arriba. En particular, debe haber un punto de inflexión en el sitio 
donde la curva cambia de cóncava hacia abajo a cóncava hacia arriba, 
puesto que éste es un punto de momento nulo. Usando estos mismos 
principios, observe cómo la curva elástica para la viga en la figura 8-4 se 
elaboró con base en su diagrama de momento. Específicamente, tenga en 
cuenta que la reacción de momento positivo desde la pared mantiene la 
pendiente inicial de la viga horizontal. 


> 


momento positivo, 
cóncavo hacia arriba 


Figura 8-1 


A 


momento negativo, 
cóncavo hacia abajo 


Figura 8-2 


P, 


viga 


P; 
» le» 
49 
P, 
viga 
M 
M 
x 
diagrama de momento 
punto de inflexión 
g £ +M 
SL LS 


curva de deflexión +M 


Figura 8-3 


punto de inflexión 


diagrama de momento 


=M 


curva de deflexión 


Figura 8-4 


302 CAPÍTULO 8 


EJEMPLO [8.1 


DEFLEXIONES 


Dibuje la forma alterada de cada una de las vigas que se muestran en 
la figura 8-5. 


SOLUCIÓN 

En la figura 8-5a, el rodillo ubicado en A permite la rotación libre sin 
deflexión, mientras que la pared fija en B impide tanto la rotación 
como la deflexión. La forma alterada se muestra mediante la línea 
gruesa. En la figura 8-5b, no puede ocurrir rotación ni deflexión en A 
y B. En la figura 8-5c, el momento de par girará al extremo A. Esto 
originará deflexiones en ambos extremos de la viga, puesto que la de- 
flexión no es posible en B ni en C. Observe que el segmento CD per- 
manece sin deformación (una línea recta), dado que en él no actúa 
ninguna carga interna. En la figura 8-5d, el pasador (bisagra interna) 
en B permite la rotación libre y, por lo tanto, la pendiente de la curva 
de deflexión cambiará súbitamente en este punto, mientras que la 
viga está restringida por su soporte. En la figura 8-5e, la viga com- 
puesta se deforma de la manera que se muestra. La pendiente cambia 
abruptamente a cada lado de la articulación en B. Por último, en la fi- 
gura 8-5f, el claro BC se volverá cóncavo hacia arriba debido a la 
carga. Dado que la viga es continua, los claros finales se volverán cón- 
cavos hacia abajo. 


PEREA 


Figura 8-5 
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EJEMPLO [8.2 


Dibuje las formas alteradas de cada uno de los marcos que se mues- 
tran en la figura 8-6. 


SOLUCIÓN 
En la figura 8-6a, cuando la carga P empuja las juntas B y C hacia la 
derecha, se produce una rotación de cada columna en sentido horario, 
de la manera que se muestra. Como resultado, las juntas B y C deben 
girar en el sentido horario. Dado que en estas articulaciones debe 
mantenerse el ángulo de 90* entre los elementos conectados, la viga 
BC se deformará de modo que la curvatura se invierta de cóncava 
hacia la izquierda a cóncava hacia la derecha. Observe que esto pro- 
duce un punto de inflexión dentro de la viga. 

En la figura 8-6b, P desplaza las juntas B, C y D hacia la derecha, 
haciendo que cada columna se doble en la forma que se muestra. Las 
juntas fijas deben mantener sus ángulos de 90” y, por lo tanto, BC y Cc 
CD deben tener una curvatura invertida con un punto de inflexión P—=pY 
cerca de su punto medio. 

En la figura 8-6c, la carga vertical en este marco simétrico doblará la 
viga CD cóncava hacia arriba, causando una rotación en sentido hora- 
rio de la junta C y en sentido antihorario de la junta D. Como el án- P —>» 
gulo de 90” en las juntas debe mantenerse, las columnas se doblarán 
en la forma que se muestra. Esto hace que los claros BC y DE se vuel- 
van cóncavos hacia abajo, lo que resulta en una rotación en sentido 
antihorario en B y en sentido horario en E. Por consiguiente, las co- 
lumnas se doblan en la forma que se muestra. Por último, en la figura 
8-6d, las cargas empujan las juntas B y C hacia la derecha, lo que A 
dobla las columnas en la forma que se muestra. La junta fija B man- 
tiene su ángulo de 90”, sin embargo, no hay restricción a la rotación 
relativa entre los elementos en C porque la junta está articulada. En 
consecuencia, sólo la viga CD no tiene una curvatura inversa. Figura 8-6 
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M PROBLEMAS FUNDAMENTALES 


FS-1. Dibuje la forma alterada de cada viga. Indique los 
puntos de inflexión. 
—> 
(a) 


(b) (e) 
F8-2 


F8S-3. Dibuje la forma alterada de cada marco. Indique los 
puntos de inflexión. 


F8-1 Y | 


(a) 


FS-2. Dibuje la forma alterada de cada marco. Indique los 
puntos de inflexión. 


(b) 
(a) F8-3 
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8.2 Teoría de la viga elástica 


En esta sección se desarrollarán dos ecuaciones diferenciales importan- 
tes que relacionan el momento interno en una viga con el desplaza- 
miento y la pendiente de su curva elástica. Estas ecuaciones forman la 
base de los métodos de deflexión que se presentan en este capítulo, y por 
esa razón hay que comprender plenamente los supuestos y las limitacio- 


] Á a ci a B 
nes que se apliquen en su desarrollo. dx Es 
Para obtener estas relaciones, el análisis se limitará al caso más común - x - 0 
de una viga que en principio es recta y que se deforma elásticamente de- (a) 


bido a las cargas aplicadas de manera perpendicular al eje x de la viga, y 
que se sitúan en el plano de simetría x-v de la sección transversal de la 
viga, figura 8-7a. Debido a las cargas, la deformación de la viga es cau- 
sada tanto por la fuerza cortante interna como por el momento de fle- 
xión. Si la viga tiene una longitud mucho mayor que su profundidad, la 
mayor deformación será causada por la flexión y, por ende, la atención se 
dirigirá a sus efectos. Las deflexiones causadas por la fuerza cortante 0 
se analizarán más adelante en este capítulo. 

Cuando el momento interno M deforma el elemento de la viga, cada 
sección transversal se mantiene plana y el ángulo entre ellas se convierte 
en d0, figura 8-7b. El arco dx que representa una porción de la curva de 
elástica interseca el eje neutro de cada sección transversal. El radio de 


pl ye 
curvatura de este arco se define como la distancia p, que se mide desde el 
centro de la curvatura O" hasta dx. Cualquier arco en el elemento distinto , ds MA dm 
a dx está sometido a una deformación normal. Por ejemplo, la deforma- y yJ|¿A 
ción en el arco ds, que se ubica en una posición y respecto al eje neutro, 
es €= (ds' — ds)/ds. Sin embargo, ds = dx = pd0 y ds' = (p — y)d0, y así 
antes de la después de la 
deformación deformación 
(p — y) d6 — pdo de 
e = o bien == -- 
p d0 p y (b) 


Figura 8-7 


Si el material es homogéneo y se comporta de manera lineal elástica, en- 
tonces puede aplicarse la ley de Hooke, e = 0o/E. Además, dado que tam- 
bién es aplicable la fórmula de la flexión, 1 = — My/I. Al combinar estas 
ecuaciones y sustituir en la ecuación anterior, se tiene 


== (8-1) 


Aquí 

p= el radio de curvatura en un punto específico de la curva elástica 
(1/p se conoce como la curvatura) 

M = el momento interno en la viga en el punto donde debe determi- 
narse p 

E = el módulo de elasticidad del material 

I= el momento de inercia de la viga calculado respecto del eje neutro 
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En esta ecuación el producto El se conoce como la rigidez a la flexión, 
y siempre es una cantidad positiva. Puesto que dx = p d6, entonces a par- 
tir de la ecuación 8-1, 


M 
do = — dx 82 
El (82) 
Si se elige el eje v como positivo hacia arriba, figura 8-7a, y si es posible 
expresar la curvatura (1/p) en términos de x y v, entonces se puede deter- 
minar la curva elástica de la viga. En la mayoría de los libros de cálculo 
se demuestra que esta relación de curvatura es 
1 d%v/dx? 


p [1 + (du/dxy?]?? 


Por lo tanto, 


M_ dv/dx? 
El [1 + (dv/dxy2PP ed 


Esta ecuación representa una ecuación diferencial no lineal de se- 
gundo orden. Su solución, v = f(x), proporciona la forma exacta de la 
curva elástica; suponiendo, por supuesto, que las deflexiones de la viga se 
producen sólo por flexión. Con el fin de facilitar la solución de un mayor 
número de problemas, la ecuación 8-3 se modificará al hacer una impor- 
tante simplificación. Como la pendiente de la curva elástica para la ma- 
yoría de las estructuras es muy pequeña, se empleará la teoría de la pe- 
queña deflexión y se supondrá que dv/dx = 0. En consecuencia, su 
cuadrado será insignificante en comparación con la unidad y por lo tanto 
la ecuación 8-3 se reduce a 


Lo_M 


de E 5) 


También debe señalarse que al suponer que dv/dx = 0, la longitud 
original del eje x de la viga y el arco de su curva elástica serán aproxima- 
damente los mismos. En otras palabras, ds en la figura 8-7b es aproxi- 
madamente igual a dx, puesto que 


ds = Vdxk + dv? = V1 + (dv/dxY? dx = dx 


Este resultado implica que los puntos de la curva elástica sólo se despla- 
zarán de manera vertical mas no horizontal. 


Resultados tabulados. En la siguiente sección se mostrará cómo 
aplicar la ecuación 8-4 para encontrar la pendiente de una viga y la ecua- 
ción de su curva elástica. En la contraportada del libro se ubica una tabla 
que presenta los resultados de tal análisis para algunas cargas comunes 
en vigas que se encuentran a menudo en el análisis estructural. También 
se enumeran la pendiente y el desplazamiento en los puntos críticos de la 
viga. Por supuesto, una sola tabla no puede incluir los muchos diferentes 
casos de carga y geometría que se presentan en la práctica. Cuando no se 
dispone de una tabla o se tiene una incompleta, el desplazamiento o la 
pendiente en un punto específico de una viga o un marco pueden deter- 
minarse empleando el método de integración doble o algún otro método 
analizado en este capítulo o en el siguiente. 


8.3 EL MÉTODO DE INTEGRACIÓN DOBLE 


8.3 El método de integración doble 


Una vez que M se expresa como una función de la posición x, entonces las 
integraciones sucesivas de la ecuación 8.4 darán la pendiente de la viga, 
0= tan 0 = dvldx = J(MI/EL) dx (ecuación 8-2), y la ecuación de la curva 
elástica, v = fx) = / f(MI/EL dx, respectivamente. Para cada integra- 
ción, es necesario introducir una “constante de integración” y después re- 
solver las constantes a fin de obtener una solución única para un pro- 
blema particular. Recuerde de la sección 4-2 que si la carga en una viga es 
discontinua, es decir, consiste en una serie de varias cargas concentradas y 
distribuidas, entonces deben escribirse varias funciones para el momento 
interno, cada una válida dentro de la región entre las discontinuidades. 
Por ejemplo, considere la viga que se muestra en la figura 8-8. El mo- 
mento interno en las regiones AB, BC y CD debe escribirse en términos 
de las coordenadas xy, x2 y x3. Una vez que estas funciones se integren a 
través de la aplicación de la ecuación 8-4, y que se hayan determinado las 
constantes de integración, las funciones darán la pendiente y la deflexión 
(curva elástica) para cada región de la viga en la que son válidas. 


Convención de signos. Al aplicar la ecuación 8-4 es importante 
usar el signo adecuado para M según lo establece la convención de sig- 
nos que se usó en la obtención de esta ecuación, figura 8-9a. Además, re- 
cuerde que la deflexión v positiva es hacia arriba y, en consecuencia, el 
ángulo de la pendiente positiva O se medirá en sentido antihorario desde 
el eje x. La razón de esto se muestra en la figura 8-9b. Aquí, los incre- 
mentos positivos dx y dv en x y v crean un incremento de d6 que es en 
sentido antihorario. Además, como el ángulo de la pendiente Oserá muy 
pequeño, su valor en radianes puede determinarse directamente de 0 = 
tan 0 = duldx. 


Condiciones de frontera y de continuidad. Las constantes 
de integración se determinan evaluando las funciones de la pendiente o 
del desplazamiento en un punto particular de la viga donde se conoce el 
valor de la función. Estos valores se llaman condiciones de frontera. Por 
ejemplo, si la viga se sostiene mediante un rodillo o un pasador, entonces 
se requiere que el desplazamiento sea cero en estos puntos. Inclusive, en 
un soporte fijo, la pendiente y el desplazamiento son iguales a cero. 

Si no puede usarse una sola coordenada x para expresar la ecuación de 
la pendiente o la curva elástica de la viga, entonces deben usarse las con- 
diciones de continuidad para evaluar algunas de las constantes de inte- 
gración. Considere la viga de la figura 8-10. Aquí las coordenadas x; y Xx, 
sólo son válidas dentro de las regiones AB y BC, respectivamente. Una 
vez que se obtienen las funciones de la pendiente y la deflexión, éstas tie- 
nen que dar los mismos valores de la pendiente y la deflexión en el punto 
B,x¡ = x, = a, de manera que la curva elástica es físicamente continua. 
Expresado de manera matemática, esto requiere que 09,(a) = 0,(a) y 
v¡ (a) = v,(a). Estas ecuaciones pueden usarse para determinar dos cons- 
tantes de integración. 


+dv 
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Figura 8-8 


+M 


curva elástica 


Al 
dá E 
(b) 
Figura 8-9 
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B 
A qc 
0 


X2 


Figura 8-10 


e 
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Procedimiento de análisis 


El siguiente procedimiento proporciona un método para determinar la pendiente y la 
deflexión de una viga (o eje) usando el método de la integración doble. Debe tenerse en 
cuenta que este método sólo es adecuado en deflexiones elásticas para las cuales la pen- 
diente de la viga es muy pequeña. Además, el método considera sólo las deflexiones debi- 
das a la flexión. En general, la deflexión adicional por la fuerza cortante representa sólo 
un pequeño porcentaje de la deflexión debida a la flexión; por ello, en la práctica de la in- 
geniería suele ignorarse. 


Curva elástica 


e Dibuje una vista exagerada de la curva elástica de la viga. Recuerde que los puntos de 
pendiente cero y desplazamiento cero se producen en un soporte fijo, y el desplaza- 
miento cero se produce en los soportes de rodillo y articulados. 


Establezca los ejes de las coordenadas x y y. El eje x debe ser paralelo a la viga sin de- 
formarse y su origen debe estar en el lado izquierdo de la viga, con sentido positivo 
hacia la derecha. 


Si hay varias cargas discontinuas presentes, establezca las coordenadas x que sean vá- 
lidas para cada región de la viga entre las discontinuidades. 


En todos los casos, el eje asociado positivo v debe dirigirse hacia arriba. 


Función de la carga o del momento 


e Para cada región en la que hay una coordenada x, exprese el momento interno M en 
función de x. 


e Siempre suponga que M actúa en la dirección positiva al aplicar la ecuación de equili- 
brio de momentos para determinar M = f(x). 


Pendiente y curva elástica 


e Siempre que El sea constante, aplique la ecuación de momento El d?v/dx? = M(x), 
que requiere dos integraciones. Para cada integración es importante incluir una cons- 
tante de integración. Las constantes se determinan usando las condiciones de frontera 
para los soportes y las condiciones de continuidad que se aplican a la pendiente y al 
desplazamiento en los puntos donde se encuentran dos funciones. 


Una vez que se determinan las constantes de integración y se sustituyen de nuevo en 
las ecuaciones de la pendiente y la deflexión, es posible determinar la pendiente y el 
desplazamiento en puntos específicos de la curva elástica. Los valores numéricos obte- 
nidos pueden comprobarse gráficamente al compararlos con el bosquejo de la curva 
elástica. 


Los valores positivos de la pendiente son en sentido antihorario y el desplazamiento 
positivo es hacia arriba. 


8.3 EL MÉTODO DE INTEGRACIÓN DOBLE 309 


EJEMPLO [8.3 


Cada vigueta de piso simplemente apoyada que se muestra en la foto- 
grafía está sometida a una carga de diseño uniforme de 4 kN/m, figura 
8-11a. Determine la deflexión máxima de la vigueta. El es constante. 


Curva elástica. Debido a la simetría, la deflexión máxima de la vi- 
gueta se producirá en su centro. Sólo se requiere una sola coordenada 
x para determinar el momento interno. 


Función de momento. Con base en el diagrama de cuerpo libre, fi- 
gura 8-11b, se tiene 


M = 20x — ax(3) = 20x — 2x? 


Pendiente y curva elástica. Al aplicar la ecuación 8-4 e integrar 
dos veces resulta 


2 


Er” — 20x - 2 
dx 


Fon pad = 10x? — 0.6667 + C;, 
dx 


El v = 3.333x* — 0.1667x% + C¡x + C) 


Aquí v = 0 en x = 0, de modo que C> =0 y v = 0 en x = 10; por lo 
que C, = — 166.7. Por lo tanto, la ecuación de la curva elástica es 


El v = 3.333x? — 0.1667x* — 166.7x 
En x = 5 m, observe que dv/dx = 0. Por consiguiente, la deflexión 


máxima es 


Figura 8-11 
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EJEMPLO [8.4 


La viga en voladizo que se muestra en la figura 8-12a está sometida a 
un momento de par M, en su extremo. Determine la ecuación de la 
curva elástica. El es constante. 


Figura 8-12 


SOLUCIÓN 


Curva elástica. La carga tiende a deformar la viga como se muestra 
en la figura 8-9a. Por inspección, el momento interno puede represen- 
tarse a lo largo de la viga empleando un sistema de una sola coorde- 
nada x. 


Función de momento. A partir del diagrama de cuerpo libre, con 
M que actúa en la dirección positiva, figura 8-12b, se tiene 


M=M,) 


Pendiente y curva elástica. Al aplicar la ecuación 8-4 e integrarla 
dos veces se obtiene 


(1) 


6) 


Si se usan las condiciones de frontera dv/dx =0enx=0yv=0en 
x = 0, entonces C, = C, = 0. Al sustituir estos resultados en las ecua- 
ciones (2) y (3) con 6 = dv/dx, se obtiene 


ll Mpx 


El 
— Mo 
— 2El 
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La pendiente y el desplazamiento máximos ocurren en A (x = £L), 
para lo cual 


, _MaL 
A El 


_ MyL? 


= 5 
VA 2El (5) 


El resultado positivo para 0, indica una rotación en sentido antihora- 
rio y el resultado positivo para vy indica que vy actúa hacia arriba. 
Esto concuerda con los resultados bosquejados en la figura 8-12a. 

Con el fin de obtener una idea de la magnitud real de la pendiente y 
el desplazamiento en el extremo A, considere que la viga de la figura 
8-12a tiene una longitud de 12 pies, que soporta un momento de par 
de 15 k « pie, y está hecha de acero con E,. = 29(10*) ksi. Si esta viga 
se diseñara sin un factor de seguridad suponiendo que el esfuerzo 
normal permisible es igual al esfuerzo de cedencia Ojcrm = 36 ksi, en- 
tonces se encontraría que un perfil W6 X 9 sería adecuado (/ = 16.4 
pulg*). A partir de las ecuaciones (4) y (5) se obtiene 


_ 15k-pie(12 pulg/pie)(12 pies) (12 pulg/pie) 


3 a a = 0.0545 rad 
29(10”) k/pulg*(16.4 pulg”) 


A 


15 k - pie(12 pulg/pie)(12 pies)?(12 pulg/1 pie )? 
a 2(29(10%) k/pulg?) (16.4 pulg!) 


VA = 3.92 pulg 


Dado que 6%, = 0.00297 rad? << 1, se justifica el uso de la ecuación 
8-4 en vez de aplicar la ecuación más exacta 8-3, para el cálculo de la 
deflexión de las vigas. Además, como esta aplicación numérica es para 
una viga en voladizo, se han obtenido valores más grandes para 0 y v 
máximos que los que se habrían obtenido si la viga estuviera apoyada 
mediante pasadores, rodillos u otros soportes. 
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DEFLEXIONES 


La viga de la figura 8-13a está sometida a una carga P en su extremo. 
Determine el desplazamiento en C. Ef es constante. 


=- 


Ia = 
n= 


Figura 8-13 


SOLUCIÓN 


Curva elástica. La viga se deforma como se muestra en la figura 
8-13a. Debido a la carga, deben considerarse dos coordenadas x. 


Funciones de momento. Si se usan los diagramas de cuerpo libre 
que se muestran en la figura 8-13b, se tiene 


Pendiente y curva elástica. Aplicando la ecuación. 8-4, 


para x1, A 
P 
EE + C; 


P 
NN 7% + Cix1 + C) 


8.3 EL MÉTODO DE INTEGRACIÓN DOBLE 313 


Px, —- 3Pa 


Po 
¿2 = 3Pax), + C; 


P al 
= qa - Pa + C3x2 + Ca (4) 


Las cuatro constantes de integración se determinan mediante tres 
condiciones de frontera, a saber, v, = 0 en x¡ = 0,v, =0en x¡ = 2a y 
v, = Den x, = 2a, y una ecuación de continuidad. Aquí la continuidad 
de la pendiente en el rodillo requiere que dv;/dx, = dv,/dx, en x¡ = Xx, 
= 2a. (Tenga en cuenta que la continuidad del desplazamiento en B 
ha sido considerado de manera indirecta en las condiciones de fron- 
tera, puesto que v, = v, = 0 en x, = x, = 2a.) Al aplicar estas cuatro 
condiciones resulta 


v =0en x¡ =0; 0=0+0+C) 


P 
v = Den x, = 24; 0 = =p Ray + C¡(2a) + Ca 


P 3 
v, = Den x, = 2a; o ¿ay — ¿Pa(ay + Cs(2a) + Cy 


dv; (2a) dv,(2a) 
dx; o dx) 


P P 
a A (2a? + C, = ¿ay — 3Pa(2a) + C; 


Resolviendo, se obtiene 


Al sustituir C¿ y C4 en la ecuación (4) resulta 


3Paz, 10Pa? 


2EI” e 


que 
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M PROBLEMAS FUNDAMENTALES 


FS-4. Determine la ecuación de la curva elástica para la 
viga empleando la coordenada x que es válida para0 <x<L. 
ET es constante. 


í 


F8-4 


FS-5. Determine la ecuación de la curva elástica para la 
viga empleando la coordenada x que es válida para0<x<L. 
ET es constante. 


PX 


F8-5 


FS-6. Determine la ecuación de la curva elástica para la 
viga empleando la coordenada x que es válida para0<x<L. 
ET es constante. 


My 


ES, | 


FS-6 


F8-7. Determine la ecuación de la curva elástica para la 
viga empleando la coordenada x que es válida para 0 <x < £. 
El es constante. 


Mo 


F8-—7 


FS-8. Determine la ecuación de la curva elástica para la 
viga empleando la coordenada x que es válida para0<x<L. 
ET es constante. 


y 
= 
Y 


F8-8 


FS-9. Determine la ecuación de la curva elástica para la 
viga empleando la coordenada x que es válida para0 <x < £. 
ET es constante. 
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MM PROBLEMAS 


S-1. Determine las ecuaciones de la curva elástica para la 
viga empleando las coordenadas x; y x>. Especifique la pen- 
diente en A y la deflexión máxima. El es constante. 


P P 


a 


a: 


X1 =) 


* 
L L »| 


Prob. 8-1 


8-2. La barra está soportada por una restricción de rodillo 
en B, que permite el desplazamiento vertical pero resiste la 
carga axial y el momento. Si la barra se somete a la carga 
que se muestra, determine la pendiente en A y la deflexión 
en C. El es constante. 


8-3. Determine la deflexión en el punto B de la barra del 
problema 8-2. 


A yo El B 
La - 
l LL 


Probs. 8-2/8-3 


“8-4, Determine las ecuaciones de la curva elástica usando 
las coordenadas x; y x,, especifique la pendiente y la defle- 
xión en B. El es constante. 


8-5. Determine las ecuaciones de la curva elástica usando 
las coordenadas x, y x3 y especifique la pendiente y la defle- 
xión en el punto B. El es constante. 


w 


Lylylido 


B 
—x 
a] 
* 


Pers 


Bl E » 


Probs. 8-4/8-5 


8-6. Determine la deflexión máxima entre los soportes A y B. 
ET es constante. Utilice el método de integración. 


HERO 
C 44 
A = 


8-7. Determine la curva elástica para la viga simplemente 
apoyada usando la coordenada x, 0 = x <= L/2. Además, de- 
termine la pendiente en A y la deflexión máxima de la viga. 
ET es constante. 


e 


ya » 


Prob. 8-7 


“8-8. Determine las ecuaciones de la curva elástica em- 
pleando las coordenadas x; y x,, y especifique la pendiente 
en C y el desplazamiento en B. El es constante. 


8-9. Determine las ecuaciones de la curva elástica em- 
pleando las coordenadas x; y x3, y especifique la pendiente 
en B y la deflexión en C. El es constante. 


AAA 


A E 


X1 


Ed 


x3 > 


Probs. 8-8/8-9 
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w 
pa 
x > -— dx 
(a) 
M 
“El M 
El 


(b) 


8.4 Teoremas del momento de área 


Las ideas iniciales para los dos teoremas del momento de área fueron 
desarrolladas por Otto Mohr y más tarde establecidas formalmente por 
Charles E. Greene en 1873. Estos teoremas proporcionan una técnica se- 
migráfica para determinar la pendiente de la curva elástica y su altera- 
ción debido a la flexión. Resultan particularmente ventajosos cuando se 
utilizan para resolver problemas de vigas, en especial las sujetas a una 
serie de cargas concentradas o que tienen segmentos con diferentes mo- 
mentos de inercia. 

Para desarrollar los teoremas, se hace referencia a la viga de la figura 
8-14a. Si se dibuja el diagrama de momento para la viga y después se di- 
vide entre la rigidez a la flexión, El, resulta el “diagrama de M/ET” que se 
muestra en la figura 8-14b. Con base en la ecuación 8-2, 


Así puede verse que el cambio d0 en la pendiente de las tangentes a cada 
lado del elemento dx es igual al área con sombreado claro bajo el dia- 
grama M/El. Al integrar desde el punto A hasta el punto B de la curva 
elástica, figura 8-14c, se tiene 


B 

M 
0 - | Ga 8-5 
ma= | (85) 


Esta ecuación es la base para el primer teorema del momento de área. 


Teorema 1: El cambio en la pendiente entre dos puntos cualesquiera 
de la curva elástica es igual al área del diagrama M/ET entre esos dos 
puntos. 


La notación 0, se conoce como el ángulo de la tangente en B medido 
con respecto a la tangente en 4. A partir de la comprobación debería ser 
evidente que este ángulo se mide en sentido antihorario desde la tan- 
gente A hasta la tangente B, si el área del diagrama M/EI es positiva, fi- 
gura 8-14c. De manera inversa, si esta área es negativa, o está por debajo 
del eje x, el ángulo 6g,, se mide en sentido horario desde la tangente A 
hasta la tangente B. Además, con base en las dimensiones de la ecuación 
8-5, 0,4 se mide en radianes. 


tan B tan A 


curva elástica 


(c) 
Figura 8-14 


8.4 TEOREMAS DEL MOMENTO DE ÁREA 


El segundo teorema del momento de área se basa en la desviación re- 
lativa de las tangentes a la curva elástica. En la figura 8-15c se muestra 
una vista muy exagerada de la desviación vertical dt de las tangentes a 
cada lado del elemento diferencial dx. Esta desviación se mide a lo largo 
de una línea vertical que pasa a través del punto 4. Como se supone que 
la pendiente de la curva elástica y su deflexión son muy pequeñas, resulta 
satisfactorio aproximar la longitud de cada línea de la tangente mediante 
x y el arco ds' por medio de df. Si se usa la fórmula del arco circular s = 
Gr, donde r tiene una longitud x, se puede escribir dí = x d9. Empleando 
la ecuación 8-2, d0 = (M/El) dx, la deflexión vertical de la tangente en A 
con respecto a la tangente en B puede encontrarse por integración, en 
cuyo caso 


B 
M 
tan = xx dx (8-6 
aa ó El ) 


Recuerde que al estudiar la estática se estableció que el centroide de un 
área se determina a partir de xfdA = fx dA. Puesto que [M/El dx 
representa un área del diagrama M/ET, también es posible escribir 


B 
LAJB = xXx — dx (8—7) 


Aquí xes la distancia desde el eje vertical que pasa por A hasta el cen- 
troide del área comprendida entre A y B, figura 8-15b. 

Ahora puede enunciarse el segundo teorema del momento de área de 
la manera siguiente: 


Teorema 2: La desviación vertical de la tangente en un punto (A) de 
la curva elástica con respecto a la tangente extendida desde otro 
punto (B) es igual al “momento” del área bajo el diagrama M/El 
entre los dos puntos (A y B). Este momento se calcula respecto del 
punto A (el punto sobre la curva elástica), donde debe determinarse 
la desviación £yyp. 


Cuando se calcula el momento de un área positiva M/El desde A hasta 
B,como en la figura 8-15b, éste indica que la tangente en el punto A está 
por encima de la tangente a la curva extendida desde el punto B, figura 
8-15c. Del mismo modo, las áreas negativas M/El indican que la tangente 
en A está por debajo de la tangente extendida desde B. Observe que, en 
general, (1,8 no es igual a fg,1, que se muestra en la figura 8-15d. En 
específico, el momento del área bajo el diagrama M/ET entre A y B se 
calcula respecto del punto A para determinar £ 4/8, figura 8-15b, y se calcula 
respecto al punto B para determinar g/a- 

Es importante tener en cuenta que los teoremas del momento de área 
sólo pueden usarse para determinar los ángulos o las desviaciones entre 
las dos tangentes de la curva elástica de la viga. Por lo general no propor- 
cionan una solución directa para la pendiente o el desplazamiento en un 
punto de la viga. Estas incógnitas deben relacionarse primero con los án- 
gulos o las desviaciones verticales de las tangentes sobre los puntos de la 
curva elástica. Habitualmente, las tangentes en los soportes se dibujan 
con esta intención, puesto que estos puntos no están sometidos a despla- 
zamientos y/o tienen pendiente cero. En los problemas de ejemplo se 
proporcionan casos específicos para el establecimiento de estas relacio- 
nes geométricas. 
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(a) 


lAJB 
dtf 


lA/B 


curva elástica 


(c) 


tan A 
tan B 


curva elástica 


(d) 
Figura 8-15 


Ba 


IB/A 
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CAPÍTULO 8 


DEFLEXIONES 


Procedimiento de análisis 


El siguiente procedimiento proporciona un método que puede usarse para determinar el 
desplazamiento y la pendiente en un punto de la curva elástica de una viga mediante los 
teoremas del momento de área. 


Diagrama M/El 


Determine las reacciones en los soportes y dibuje el diagrama M/ET de la viga. 


Si la viga está cargada con fuerzas concentradas, el diagrama M/ET consistirá en una 
serie de segmentos de línea recta, por lo que las áreas y momentos requeridos para 
aplicar los teoremas del momento de área podrán calcularse con relativa facilidad. 


Si la carga consiste en una serie de fuerzas concentradas y cargas distribuidas, puede 
resultar más sencillo calcular las áreas y sus momentos requeridos al dibujar el dia- 
grama M/El por partes, empleando el método de superposición como se estudió en la 
sección 4-5. En cualquier caso, el diagrama M/El constará de curvas parabólicas, O 
quizá de orden superior, por lo que para localizar el área y el centroide bajo cada 
curva se sugiere consultar la tabla que aparece en el interior de la contraportada de 
este libro. 


Curva elástica 


Dibuje una vista exagerada de la curva elástica de la viga. Recuerde que los puntos de 
pendiente cero ocurren en los soportes fijos y que los puntos de desplazamiento cero 
se producen en los soportes fijos, articulados y de rodillo. 


Si es difícil dibujar la forma general de la curva elástica, utilice el diagrama de mo- 
mento (o M/El). Observe que cuando la viga está sometida a un momento positivo 
ésta se dobla cóncava hacia arriba, en tanto que un momento negativo curva la viga 
cóncava hacia abajo. Por otra parte, un punto de inflexión o cambio en la curvatura 
ocurre cuando el momento en la viga (o M/ET) es igual a cero. 


El desplazamiento y la pendiente a determinar deben indicarse en la curva. Como los 
teoremas del momento de área sólo se aplican entre dos tangentes, debe prestarse 
atención a que las tangentes estén construidas de modo que los ángulos o las desvia- 
ciones entre ellas conduzcan a la solución del problema. En este sentido, deben consi- 
derarse las tangentes en los puntos con pendiente y desplazamiento desconocidos, así 
como en los soportes, ya que generalmente la viga tiene desplazamiento cero y/o pen- 
diente cero en los soportes. 


Teoremas del momento de área 


Aplique el teorema 1 para determinar el ángulo entre dos tangentes, y el teorema 2 
para encontrar las desviaciones verticales entre las tangentes. 


Tenga en cuenta que, por lo general, el teorema 2 no resultará en el desplazamiento de 
un punto sobre la curva elástica. Cuando se aplica correctamente, sólo dará la distan- 
cia vertical o la desviación de una tangente en el punto A sobre la curva elástica con 
respecto a la tangente en B. 


Después de aplicar el teorema 1 o el teorema 2, el signo algebraico de la respuesta puede 
verificarse a partir del ángulo o la desviación según se indique en la curva elástica. 


8.4 TEOREMAS DEL MOMENTO DE ÁREA 


EJEMPLO [8.6 


Determine la pendiente en los puntos B y C de la viga que se muestra 
en la figura 8-16a. Considere que E = 29(10*) ksi y que / = 600 pulg*. .% 


SOLUCIÓN pos me ]P 
30 pies —————_, 


Diagrama M/El. Este diagrama se muestra en la figura 8-16b. Re- 
sulta más sencillo resolver el problema en términos de £l y sustituir 
los datos numéricos como último paso. 


(a) 


Curva elástica. La carga de 2 k hace que la viga se deforme como se 
muestra en la figura 8-16c. (La viga se vuelve cóncava hacia abajo, 
puesto que M/ET es negativo.) Aquí la tangente en A (el soporte) 
siempre es horizontal. También se indican las tangentes en B y C. Se 
debe encontrar Oz y 6c. Por la construcción, el ángulo entre tan A y 
tan B, es decir 0g,,, es equivalente a Op. 


03 = 03/A 
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Además, 


0c = Oca 


Teorema del momento de área. Aplicando el teorema 1, Og,4 es 
igual al área bajo el diagrama M/ET entre los puntos A y B,es decir, 


30 k - pie ] 1/60k-pie  30k: pie 
00 = 09 =—( El Jus pies) - 5 El El 


675 k « pie? 
(15 pies) = tp 


El 


Al sustituir los datos numéricos de £ e 1, y convertir de pies a pulga- 
das, se tiene 


=675 k * pie?(144 pulg?/1 pie?) 
Ñ 29(10*) k/pulg?(600 pulg?) 


Figura 8-16 


= —0.00559 rad Resp. 


El signo negativo indica que el ángulo se mide en sentido horario 
desde A, figura 8-16c. 

De manera similar, el área bajo el diagrama M/ET entre los puntos 
A y Ces igual a 6,4. Entonces, 


. 900 k - pie? 
El )co pies) = El 
Sustituyendo los valores numéricos de El, se obtiene 
_ —900k: pie?(144 pulg?/pie?) 
29(10%) k/pulg?(600 pulg?) 
= —0.00745 rad 


(Le 


Oc = Oya = > 


el 
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EJEMPLO [8.7 


Determine la deflexión en los puntos B y C de la viga que se muestra 
en la figura 8-17a. Los valores para el momento de inercia de cada 
segmento se indican en la figura. Considere que £ = 200 GPa. 

C. 500 N:m 


5 q0E05+=<XA SOLUCIÓN 
Lag = 8(10) mm Ine = 4(105) mm* 
M 0 > 3 10 ma Diagrama M/El. Por inspección, el diagrama de momento para la 
(a) viga es un rectángulo. Aquí se construirá el diagrama M/ET relativo a 
Igc, teniendo en cuenta que [4 = 21gc, figura 8-17b. Como último 
paso, se sustituirán los datos numéricos para El gc. 


A 


Curva elástica. El momento de par en C hace que la viga se de- 
forme, como se muestra en la figura 8-17c. Se indican las tangentes en 
A (el soporte), B y C. Se debe encontrar Az y Ac. Estos desplazamien- 
tos pueden relacionarse directamente con las desviaciones entre las 
tangentes, de manera que por construcción Ay es igual a la desviación 
de tan B en relación con tan A; es decir, 


500 Az = taa 
Elgc Además, 


Ac = tc/a 


Teorema del momento de área. Aplicando el teorema 2, fg,4 es 
igual al momento del área bajo el diagrama M/ET gc entre A y B calcu- 
lado con respecto al punto B, ya que éste es el punto donde debe de- 
terminarse la desviación tangencial. Por lo tanto, a partir de la figura 
8-17b, 


2000 N - mé 
Else 


(4 m) (21m) = 


ctanC Al sustituir los datos numéricos resulta 


2 tanB_ [407 feia 2000 N- mó 
P200(10>) N/m?][4(10% mm*(1 m*/(105* mm5)] 


(c) = 0.0025 m = 2.5 mm Resp. 


Az = I/A tan A Az 


Figura 8-17 Del mismo modo, para tc, se debe calcular el momento de todo el 
diagrama M/Elg¿ desde A hasta C respecto del punto C. Se tiene 


250N:«m 
El gc 


E 
El pc 


(4) m) +| 6 0) (6. m) 


Ac = laa = | 


7250 N + mé 7250 N «mé 


El pc p00(10>) N/m2][4(109 (107) m*] 


= 0.00906 m = 9.06 mm Resp. 


Dado que ambas respuestas son positivas, indican que los puntos B 
y Cse encuentran por encima de la tangente en A. 


8.4 TEOREMAS DEL MOMENTO DE ÁREA 


EJEMPLO [8.8 


Determine la pendiente en el punto C de la viga que se muestra en la 
figura 8-18a. E = 200 GPa, 1 = 6(10) mm!. 


e 
ma tan D orizontal 


tan C 


(c) 
Figura 8-18 


SOLUCIÓN 
Diagrama M/El. Figura 8-18b. 


Curva elástica. Como la carga se aplica a la viga en forma simé- 
trica, la curva elástica es simétrica, como se muestra en la figura 8-18c. 
Se debe encontrar 6¿. Esto puede hacerse fácilmente si se tiene en 
cuenta que la tangente en D es horizontal y entonces, por construc- 
ción, el ángulo 6p,c entre tan C y tan D es igual a 66; es decir, 


0c = Bpyc 


Teorema del momento de área. Con base en el teorema 1, 9p,c es 
igual al área sombreada bajo el diagrama M/ET entre los puntos C y D. 
Se tiene 


30kN-m jl 60kN-m  30kN-m 
+2(3m) - 
El 2 El El 


c = Oc NN 3 


_ 135kN+«m? 
El 


Por lo tanto, 


135 kN - m? 
0 = ; a "——————=0Ql12rad Resp. 
[200(10%) kN/m?][6(10%) (1072) m!] 
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EJEMPLO [8.9 


(a) 


6 e” ale mi 
(b) 


(c) 
Figura 8-19 


x 


Determine la pendiente en el punto C de la viga que se muestra en la 
figura 8-19a. E = 29(10*) ksi, ] = 600 pulg?. 


SOLUCIÓN 
Diagrama M/El. Figura 8-19b. 


Curva elástica. La curva elástica se muestra en la figura 8-19c. Se 
debe encontrar 0c; para ello, se establecen las tangentes en A, B (los 
soportes) y C, también observe que 6c,, es el ángulo entre las tangen- 
tes en A y C. Además, el ángulo q de la figura 8-19c puede encontrarse 
usando $ = tg/a/La g. Esta ecuación es válida porque fy,, es realmente 
muy pequeño, y puede aproximarse mediante la longitud de un arco 
circular definido por un radio de Lg = 24 pies y el alcance de 4. (Re- 
cuerde que s = Gr.) Con base en la geometría de la figura 8-19c, se 
tiene 


0c = 0 = a 0 1 
c=b= Ocja = y C/A (1) 
Teoremas del momento de área. Usando el teorema 1, 6g,, es 


equivalente al área bajo el diagrama M/ET entre los puntos A y C; 
es decir, 


1, . /(12k-piey  36k: pie? 
deja = (6 pics) El )- El 


Al aplicar el teorema 2, fg,, es equivalente al momento del área 
bajo el diagrama M/ET entre B y A respecto al punto B, puesto que 
éste es el punto donde debe determinarse la desviación tangencial. Se 
tiene 


1 1 36 k 
tan B Enja > 6 pies + 348 pies) [Zas pies) EE 


2 . 1 É 36 k- pe)| 
+ pus == qÓA AS 
3 (6 pies) 3 (6 pies) El 
_ 4320k: pie” 
El 


Sustituyendo estos resultados en la ecuación 1, resulta 


á 4320 k-pie?  36k-pie”  144k-pie” 
C (24 pies) El El El 


de modo que 
144 k - pie? 
29(10%) k/pulg?(144 pulg?/pie?) 600 pulg*(1 pie*/(12)* pulg?) 
= 0.00119 rad Resp. 


Oc 
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EJEMPLO [8.10 


Determine la deflexión en el punto C de la viga que se muestra en la 
figura 8-20a. Considere que E = 29(10*) ksi, 7 = 21 pule?*. 


S k-pie 
(e 


A , 
¿ . RR m8 
«——12 pies 12 A 


(a) 


SOLUCIÓN 
Diagrama M/El. Figura 8-20b. 


Curva elástica. Aquí debemos encontrar Ac, figura 8-20c. Ésta no 
es necesariamente la deflexión máxima de la viga, puesto que la carga, 
y por lo tanto la curva elástica, no son simétricas. En la figura 8-20c 
también se indican las tangentes en A, B (los soportes) y C. Si se de- 
termina £4/g, entonces A” puede encontrarse por triángulos semejan- 
tes, es decir, A'/12 = £y/g/24 o bien A' = £y/g/ 2. A partir de la construc- 
ción en la figura 8-20c se tiene que 


LA/B 
de == Yo 0) 


2 
Teorema del momento de área. Se aplicará el teorema 2 para de- 
terminar £4/g Y tc. AQuí £ 4/8 es el momento del diagrama M/ET entre 
A y B respecto al punto A, 


1 . il -  (Sk-pie 480 k « pie? 
Caja = 30 pies) [Ls pies) El ) = El 


y tc¡g es el momento del diagrama M/El entre C y B respecto de C. 


teja = 30 pies) [512 pies) El 


Sustituyendo estos resultados en la ecuación (1) se obtiene 


2.5 3) 60 k * pie* 


El 


dj a _ 60k-pie*  180k: pie” 
ió El El El 


Si se trabaja en unidades de kips y pulgadas, resulta 
180 k - pie*(1728 pulg'/pie*) Figura 8-20 
Ñ 29(10*) k/pulg?(21 pulg?) 
= 0.511 pulg 
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EJEMPLO [8.11 


Determine la deflexión en el punto C de la viga que se muestra en la 
figura 8-21a. E = 200 GPa, 1 = 250(10%) mm. 

C A 
SOLUCIÓN 


Diagrama M/El. Como se muestra en la figura 8-21b, este diagrama 
se compone de un triángulo y un segmento parabólico. 


Curva elástica. La carga hace que la viga se deforme, como se 
muestra en la figura 8 21c. Se debe encontrar Ac. Mediante la cons- 
trucción de las tangentes en A, B (los soportes) y C, se ve que Ac = 
tcia — A'. Sin embargo, A” puede relacionarse con fg,a por triángulos 
semejantes, es decir, A'/16 = tg,4/8 o bien A” = 2£g,1. Por lo tanto, 


Ac = teja — ga (1) 


Teorema del momento de área. Se aplicará el teorema 2 para de- 
terminar tc, y tg,4- Si se usa la tabla de la contraportada interior del 
libro para el segmento parabólico y se considera el momento del dia- 
grama M/ET entre A y C respecto del punto C, se tiene 


tan A 
1 2-3] 


teja = ASES mo 5 
E (Sm) + 3 am )| 
_ 11264kN-m' 
El 


Figura 8-21 


1 1 192 kN «m 2048 kN - mé 
Ema = EC m) [56m (- El ) ES El 


¿Por qué estos términos son negativos? Al sustituir los resultados en 
la ecuación (1) se obtiene 


Ac = 


_11264kN-m? a(- 2048 a) 


El 
_ 7168 kN -m' 
El 


El 


Por lo tanto, 


7168 kN - m3 
P00(10%) kN/m?]p250(10% (1072) m*] 
= -0.143 m 


Ac = 
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EJEMPLO [8.12 


Determine la pendiente en el rodillo B de la viga con doble saliente 
que se muestra en la figura 8-22a. Considere que E = 200 GPa, / = 18 
(10%) mm?. 


SOLUCIÓN 


Diagrama M/El. La elaboración del diagrama M/ET puede simplifi- 
carse al dibujarlo por partes y considerar los diagramas M/EI de las 
tres cargas, donde cada una actúa sobre una viga en voladizo fija en D, 
figura 8.22b. (La carga de 10 kN no se toma en cuenta dado que no 
produce ningún momento en torno a D). 


Curva elástica. Si se dibujan tangentes en B y C, figura 8-22c, la 
pendiente en B puede determinarse al encontrar fc,g, y para los ángu- 
los pequeños, 


_ ic 


B 


(1) 


-—2m 


Teorema del momento de área. Para determinar t¿,g se aplica el 
teorema del momento de área, a fin de encontrar el momento del dia- 
grama M/EI entre B y C respecto del punto C. Esto sólo involucra 
al área sombreada bajo dos de los diagramas de la figura 8-22b. En- 
tonces, 


a ES A] 


- 53.33kN -m' 
El 


Sustituyendo en la ecuación (1), 


53.33 kN + m* 
(2 m)[200(10%) kN/m]18(109 (1072) m'] 


= 0.00741 rad 


03 = 


Figura 8-22 
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8.5 Método de la viga conjugada 


H. Miiller-Breslau desarrolló el método de la viga conjugada en 1865. En 
esencia, requiere la misma cantidad de cálculos que los teoremas de mo- 
mento de área para determinar la pendiente o la deflexión de una viga; 
sin embargo, este método se basa sólo en los principios de la estática y, 
por lo tanto, su aplicación resultará más familiar. 

La base para el método proviene de la similitud de las ecuaciones 4-1 y 
4-2 con las ecuaciones 8-2 y 8-4. Para demostrar esta semejanza, las ecua- 
ciones pueden escribirse de la siguiente manera: 


dv ÍM 
dx de 
do  M dv M 
dx El de El 


O al integrar 


M ) M 
= — ) dx v= | (29) ax | dx 
z ] (5 El 
AP B 

| L | Aquí la fuerza cortante V se compara con la pendiente 6, el momento M 
' se compara con el desplazamiento v, y la carga externa w se compara con 
iia el diagrama M/ET. Para aplicar esta comparación ahora se considerará, 
figura 8-23, una viga con la misma longitud que la viga real, pero aquí se 
denominará como la “viga conjugada”, la cual se “carga” con el diagrama 
M/EI obtenido de la carga w sobre la viga real. A partir de las compara- 
el ciones anteriores se pueden enunciar dos teoremas relacionados con la 


viga conjugada, a saber, 


Teorema 1: La pendiente en un punto de la viga real es numérica- 
mente igual a la fuerza cortante en el punto correspondiente de la 
| viga conjugada. 


| 5 


miga Gon Jugada Teorema 2: El desplazamiento de un punto en la viga real es numéri- 


Figura 8-23 camente igual al momento en el punto correspondiente de la viga 
conjugada. 


Soportes de la viga conjugada. Al dibujar la viga conjugada 
es importante que la fuerza cortante y el momento desarrollados en sus 
soportes tomen en cuenta la pendiente y el desplazamiento correspon- 
dientes de la viga real en sus soportes, lo cual es una consecuencia de los 
teoremas 1 y 2. Por ejemplo, como se muestra en la tabla 8.2, un soporte 


8.5 MÉTODO DE LA VIGA CONJUGADA 


de pasador o rodillo en el extremo de la viga real proporciona un despla- 
zamiento cero, pero la viga tiene una pendiente distinta de cero. Por 
consiguiente, a partir de los teoremas 1 y 2, la viga conjugada debe estar 
soportada por un pasador o un rodillo, dado que este soporte tiene un 
momento cero pero tiene una fuerza cortante o una reacción en el ex- 
tremo. Cuando la viga real está fijamente apoyada (3), tanto la pen- 
diente como el desplazamiento en el soporte son iguales a cero. Aquí la 
viga conjugada tiene un extremo libre, ya que en este extremo hay una 
fuerza cortante cero y un momento cero. En la tabla se enumeran los so- 
portes correspondientes de las vigas real y conjugada en otros casos, y en 
la figura 8-24 se muestran ejemplos de vigas reales y conjugadas. Ob- 
serve que, como regla, al pasar por alto la fuerza axial, las vigas reales 
estáticamente determinadas tienen vigas conjugadas estáticamente de- 
terminadas; y las vigas reales estáticamente indeterminadas, como en el 
último caso de la figura 8-24, se convierten en vigas conjugadas inesta- 
bles. Aunque esto ocurra, la carga M/El proporcionará el “equilibrio” ne- 
cesario para mantener la estabilidad de la viga conjugada. 


TABLA 8-2 


Viga real Viga conjugada 
1) 0 MA v Y al 
A=0 M=0 
pasador pasador 


CI. <A A a 


A=0 . M=0 : 
rodillo rodillo 
3) 0=0 ===> vV=0 
A=0 pe M=0 . 
fijo libre 
4) 0 ==. Vv 
A libre M fijo 
5) 0 ERES v 
CA 
A=0 pasador interno M=0 bisagra 
6) 0 — 3 —y V 
CA 
A=0 rodillo interno MED bisagra 


O 


bisagra sk 
5 rodillo interno 
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"y == A e - 


viga real viga conjugada 


Figura 8-24 


Procedimiento de análisis 


El siguiente procedimiento proporciona un método que puede emplearse para determi- 
nar el desplazamiento y la pendiente en un punto sobre la curva elástica de una viga si- 
guiendo el método de la viga conjugada. 


Curva elástica 


e Dibuje la viga conjugada para la viga real. Esta viga tiene la misma longitud que la 
viga real y los soportes correspondientes según se presentan en la tabla 8-2. 


En general, si el soporte real permite una pendiente, el soporte conjugado debe desa- 
rrollar una fuerza cortante; y si el soporte real permite un desplazamiento, el soporte 
conjugado debe desarrollar un momento. 


La viga conjugada se carga con el diagrama M/ET de la viga real. Se supone que esta 
carga está distribuida en la viga conjugada y que se dirige hacia arriba cuando M/El es 
positiva, y hacia abajo cuando M/ET es negativa. En otras palabras, la carga actúa siem- 
pre alejándose de la viga. 


Equilibrio 

e Usando las ecuaciones de equilibrio, determine las reacciones en los soportes de la 
viga conjugada. 
La sección la viga conjugada en el punto donde deben determinarse la pendiente 0 y 
el desplazamiento A de la viga real. En la sección muestre la fuerza cortante V' desco- 
nocida y el momento M” que actúa en su sentido positivo. 


Determine la fuerza cortante y el momento empleando las ecuaciones de equilibrio. 
V” y M' son iguales a 0 y Á, respectivamente, para la viga real. En particular, si estos 
valores son positivos, la pendiente tiene un sentido antihorario y el desplazamiento es 
hacia arriba. 


8.5 MÉTODO DE LA VIGA CONJUGADA 


EJEMPLO [8.13 


Determine la pendiente y la deflexión en el punto B de la viga de 
acero que se muestra en la figura 8-25a. Las reacciones ya se han 
calculado. E = 29(10%) ksi, 7 = 800 pulg*. 


Sk 


| 
de 15 pies 


viga real 


(a) 
Figura 8-25 


SOLUCIÓN 


Viga conjugada. La figura 8-25b muestra la viga conjugada. Los so- ds 


portes en A” y B' corresponden a los soportes A y B de la viga real, 

tabla 8-2. Es muy importante entender por qué sucede esto. El dia- 75 

grama M/El es negativo, por lo que la carga distribuida actúa hacia E! viga conjugada 
(b 


abajo, es decir, se aleja de la viga. 
Equilibrio. Dado que hay que determinar 6z y Ag, es necesario calcu- 


lar Vg: y My en la viga conjugada, figura 8-25c. 


_ 562.5 k: pie? 
El 


+13F, =0; - Vy=0 


_562.5k- pie? 
El 


Oz = Va = 


e =562.5k- pie? reacciones 
29(10*) k/pulg?(144 pulg/pie?)800 pulg*(1 pie*/(12)* pulg?) (c) 


= —0.00349 rad Resp. 


562.5 k : pie? 


+3Myp =0; 
Ú B > El 


(25 pies) + My =0 


14 062.5 k - pie? 
Ñ El 
Ñ —14 062.5 k : pie” 
29(10%) (144) k/pie?[800/(12)*] pie* 


Az= My = 


0.0873 pies = —1.05 pulg Resp. 


Los signos negativos indican que la pendiente de la viga se mide en 
sentido horario y que el desplazamiento es hacia abajo, figura 8-25d. 


329 


330 CAPÍTULO 8 DEFLEXIONES 


EJEMPLO [8.14 


viga real 


(a) 
Figura 8-26 


reacciones externas 


(c) 


1 = 2 
Er'9 El 


reacciones internas 


(a) 


Determine la deflexión máxima de la viga de acero que se muestra en 
la figura 8-26a. Las reacciones ya han sido calculadas. E = 200 GPa, 
I = 60(10%) mm!*, 

18 


viga conjugada 


(b) 


SOLUCIÓN 


Viga conjugada. En la figura 8-26b se muestra la viga conjugada 
cargada con el diagrama M/El. Como éste es positivo, la carga distri- 
buida actúa hacia arriba (alejándose de la viga). 


Equilibrio. Las reacciones externas sobre la viga conjugada se de- 
terminaron en primer lugar y se indican en el diagrama de cuerpo 
libre de la figura 8-26c. La deflexión máxima de la viga real se produce 
en el punto donde la pendiente de la viga es cero. Esto corresponde al 
mismo punto en la viga conjugada donde la fuerza cortante es cero. Si 
se supone que este punto actúa dentro de la región O <= x < 9 m desde 
A”, se puede aislar la sección que se muestra en la figura 8-26d. Ob- 
serve que el pico de la carga distribuida se determinó por triángulos 
semejantes, es decir, w/x = (18/EI)/9. Se requiere que V' = 0 de modo 
que 


45 .1/2x 
+ == -— + a 
1SF, =0; Er E) 0 
x=6.711m (0=x=9m) OK 


Usando este valor de x, la deflexión máxima en la viga real corres- 
ponde al momento M'”. Por consiguiente, 


45 
(+EM=0 (6.71) - | 


1 Ez 


Jer [367 +M'=0 


2 El 


_201.2kN- mé 
El 


Á máx =M' = 


—201.2 kN - mé 
[200(10%) kN/m?][60(10% mm*(1 m*/(105* mm5)] 
= 0.0168 m = -—16.8 mm 


El signo negativo indica que la deflexión es hacia abajo. 
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EJEMPLO [8.15 


La trabe de la figura 8-27a está hecha de una viga continua y refor- 

zada en su centro, con placas de cobertura en el sitio donde su mo- 6k 8k  6k 

mento de inercia es mayor. Los SagIactios extremos de 12 pies tienen | 2 0 

un momento de inercia de / = 450 pulg" y la parte central tiene un 

momento de inercia de 1” = 900 pulg*. Determine la deflexión en el e i=a50 9 

centro C. Considere que E = 29(10*) ksi. Las reacciones ya han sido iS Pe sl 00 e E 7 
es 


12 pies 12 pies 
calculadas. P 6 pies|6 pies 
10k 10k 


SOLUCIÓN viga real 


Viga conjugada. En primer lugar se determina el diagrama de (2) 
momento para la viga, figura 8-27b. Como /' = 21, por simplicidad, Figura 8-27 
la carga sobre la viga conjugada puede expresarse en términos de la 

constante de Ef, como se muestra en la figura 8-27c. 


B 


Equilibrio. Las reacciones sobre la viga conjugada pueden calcu- 
larse por la simetría de la carga o mediante las ecuaciones de equili- 
brio. Los resultados se muestran en la figura 8-27d. Como debe deter- 
minarse la deflexión en C,se debe calcular el momento interno en C”. 
Empleando el método de las secciones, el segmento A'C' se aísla y se 
determinan las resultantes de las cargas distribuidas, así como su ubi- 
cación, figura 8-27e. Por lo tanto, 


1116 720 360 36 
«E n= Y = = 
Pao ly Si El 2) El (8) El 


El 
11736 k * pie* M (k-pie) 
El 


(2) + Mo =0 


Al sustituir los datos numéricos para El y al convertir las unidades, se 
tiene 


x (pies 
12 18 24 6 ques) 


11 736 k + pie*(1728 pulg*/pie*) 
29(10*) k/pulg*(450 pulg?) 


Ac = = —1.55 pulg Resp. diagrama de momento 


El signo negativo indica que la deflexión es hacia abajo. 


B' 


111 11 y 
pa e, 
1116 O 
Mirar Eu pies $ y ET  H10pies= 
12 pies a a 12 Hs 


1116 1116 -—— 18 pies 
“El EL 


viga conjugada reacciones externas reacciones internas 


(c) (4) (e) 
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EJEMPLO [8.16 


Determine el desplazamiento del pasador en B y la pendiente de cada 
segmento de viga conectado al pasador para la viga compuesta que se 
muestra en la figura 8-28a. E = 29(107) ksi, 1 = 30 pulg*. 


j | 


30 k-pie 
C 


? a 30 k-pie 
B iz. Az ca 


12 pies 12 pies 15 pies —- (05)r | /B (05), 


viga conjugada curva elástica 


(a) (b) 


A 


Figura 8-28 


SOLUCIÓN 


Viga conjugada. En la figura 8-28b se muestra la curva elástica 
para la viga con el fin de identificar el desplazamiento desconocido Az 
y las pendientes (95), y (0g)r a la izquierda y a la derecha del pasa- 
dor. Usando la tabla 8.2, la viga conjugada se muestra en la figura 
8.28c. Por simplicidad en el cálculo, el diagrama M/ET se ha elaborado 
en partes empleando el principio de superposición como se describe 
en la sección 4-5. A este respecto, la viga real se considera en voladizo 
desde el soporte izquierdo, A. Se proporcionan los diagramas de mo- 
mento para la carga de 8 k, la fuerza reactiva C, =2 k, y la carga de 30 
k « pie. Observe que las regiones negativas de este diagrama desarro- 
llan una carga distribuida hacia abajo y las regiones positivas tienen 
una carga distribuida que actúa hacia arriba. 


1521 
El 


e 1 pies = 


B' 


| 12 pies | 12 pies 


viga conjugada reacciones externas 


(c) (d) 


8.5 MÉTODO DE LA VIGA CONJUGADA 


Equilibrio. En primer lugar se calculan las reacciones externas en 
B' y C' y los resultados se indican en la figura 8-28d. Para determinar 
(03)r se secciona la viga conjugada justo a la derecha de B” y se calcula 
la fuerza cortante (V g») x, figura 8-28e. Entonces, 


225 450 3.6 
+P3F,=0; Valet 0 
PEF, =0; (Var El El El 


228.6 k * pie? 
(03)r = (Vig)r= ——gy > 


228.6 k * pie? 
[29(10*) (144) k/pie?][30/(12)*] pie* 


= 0.0378 rad Resp. 


El momento interno en B* produce el desplazamiento del pasador. 
Así que, 


225 450 3.6 
El NN El qn El 


2304 k + pie? 
El 


Az My 


—2304 k - pie* 
[29(103) (144) k/pie?][30/(12)*] pie* 


= —0.381 pies = —4.58 pulg Resp. 


La pendiente (9z), puede encontrarse a partir de una sección de la 
viga justo a la izquierda de B”, figura 8-28f. Por lo tanto, 


228.6 e 225 450 3,6 
El El El El 


0 


+1 EF, = 0; (Va) + 
(03), = (Vg), =0 Resp. 


Por supuesto, Ag = My, para este segmento es el mismo que se calculó 
con anterioridad, ya que en las figuras 8-28e y 8-28f los brazos del mo- 
mento sólo son algo diferentes. 
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M PROBLEMAS FUNDAMENTALES 


FS-10. Use los teoremas del momento de área y deter- 
mine la pendiente en A y la deflexión en A. El es constante. 


FS-11. Resuelva el problema F8-10 empleando el método 
de la viga conjugada. 


3m »| 


FS-10/8-11 


FS-12. Use los teoremas del momento de área y deter- 
mine la pendiente en B y la deflexión en B. El es constante. 


FS-13. Resuelva el problema F8-12 empleando el método 
de la viga conjugada. 


8kN-:m 
4 m 
B 
p 4m 


FS-12/8-13 


F8-14. Use los teoremas del momento de área y deter- 
mine la pendiente en A y el desplazamiento en C. El es 
constante. 


FS-15. Resuelva el problema F8-14 empleando el método 
de la viga conjugada. 


SkN:m 
Ñ A == B 
a 
- 15m ll 15m »| 


FS-14/8-15 


FS-16. Use los teoremas del momento de área y deter- 
mine la pendiente en A y el desplazamiento en C. El es 
constante. 


F8S-17. Resuelva el problema F8-16 empleando el método 
de la viga conjugada. 


8 kN 


OS E dr ti 
- 3m L 3m . 


F8-16/8-17 


F8-18. Use los teoremas del momento de área y deter- 
mine la pendiente en A y el desplazamiento en C. El es 
constante. 


FS-19. Resuelva el problema F8-18 empleando el método 
de la viga conjugada. 


F8-18/8-19 


F8-20. Use los teoremas del momento de área y deter- 
mine la pendiente en B y el desplazamiento en B. El es 
constante. 


FS-21. Resuelva el problema F8-20 empleando el método 
de la viga conjugada. 


NO 
a 
Z, 


a 


F8-20/8-21 


8.5 MÉTODO DE LA VIGA CONJUGADA 


EJ PROBLEMAS 


8-10. Determine la pendiente en B y el desplazamiento 
máximo de la viga. Use los teoremas del momento de área. 
Considere que E = 29(107) ksi, 7 = 500 pulg*. 


S-11. Resuelva el problema 8-10 empleando el método de 
la viga conjugada. 


15k 


A 
E = 


B 
p 6 pies 


Probs. 8-10/8-11 


6 pies »| 


*8-12. Determine la pendiente y el desplazamiento en C. 
El es constante. Use los teoremas del momento de área. 


8-13. Resuelva el problema 8-12 empleando el método de 
la viga conjugada. 


15k 


Probs. 8-12/8-13 


8-14. Determine el valor de a de modo que la pendiente 
en A sea igual a cero. El es constante. Use los teoremas del 
momento de área. 


8-15. Resuelva el problema 8-14 empleando el método de 
la viga conjugada. 


*8-16. Determine el valor de a de modo que el desplaza- 
miento en C sea igual a cero. El es constante. Use los teore- 
mas del momento de área. 


8-17. Resuelva el problema 8-16 empleando el método de 
la viga conjugada. 


Bo - 


L l L Al 
2 2 


Probs. 8-14/8-15/8-16/8-17 


8-18. Determine la pendiente y el desplazamiento en C. 
El es constante. Use los teoremas del momento de área. 


8-19. Resuelva el problema 8-18 empleando el método de 
la viga conjugada. 


P 
A 
IN E 


Probs. 8-18/8-19 


*8-20. Determine la pendiente y el desplazamiento en el 
extremo C de la viga. E = 200 GPa, 1 = 70(10%) mm!. Use 
los teoremas del momento de área. 


8-21. Resuelva el problema 8-20 empleando el método de 
la viga conjugada. 


8kN 
4kN 


Probs. 8-20/8-21 


8-22. ¿A qué distancia a deben colocarse los soportes de 
cojinete en A y B, de modo que el desplazamiento en el cen- 
tro del eje sea igual a la deflexión en sus extremos? Los co- 
jinetes sólo ejercen reacciones verticales sobre el eje. El es 
constante. Use los teoremas del momento de área. 


8-23. Resuelva el problema 8-22 empleando el método de 
la viga conjugada. 


Probs. 8-22/8-23 
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*8-24. Determine el desplazamiento en C y la pendiente 
en B. El es constante. Use los teoremas del momento de 
área. 


8-25. Resuelva el problema 8.24 empleando el método de 
la viga conjugada. 


9 B 


e 3m »| 


-—1.5m le 15m-— 


Probs. 8-24/8-25 


8-26. Determine el desplazamiento en C y la pendiente 
en B. El es constante. Use los teoremas del momento de 
área. 


A E 118 
4 - a >|. a > a | | 
Prob. 8-26 


8-27. Determine el desplazamiento en C y la pendiente 
en B. El es constante. Use el método de la viga conjugada. 


lo] 


LA 


Prob. 8-27 


“8-28. Determine la fuerza F en el extremo de la viga C 
de modo que el desplazamiento en C sea igual a cero. El es 
constante. Use los teoremas del momento de área. 


l. 


Mm 
ga 8 


Prob. 8-28 


a 


8-29. Determine la fuerza F en el extremo de la viga C de 
modo que el desplazamiento en C sea igual a cero. El es 
constante. Use el método de la viga conjugada. 


Prob. 8-29 


8-30. Determine la pendiente en B y el desplazamiento 
en C. El es constante. Use los teoremas del momento de 
área. 


a 
— 
a 
E 


E 


Prob. 8-30 


8-31. Determine la pendiente en B y el desplazamiento 
en C. El es constante. Use el método de la viga conjugada. 


Prob. 8-31 


*8-32. Determine el desplazamiento máximo y la pen- 
diente en A. El es constante. Use los teoremas del momento 
de área. 


e E 


ea 

[oo] 
—=— 
5 lol 
JE A 


Prob. 8-32 


8-33. Determine el desplazamiento máximo en B y la 
pendiente en A. El es constante. Use el método de la viga 
conjugada. 


4 4 


Prob. 8-33 


8-34. Determine la pendiente y el desplazamiento en C. 
El es constante. Use los teoremas del momento de área. 


A Y 


M,= Pa 
A € 
dl 
a a 
Prob. 8-34 


8-35. Determine la pendiente y el desplazamiento en C. 
ET es constante. Use el método de la viga conjugada. 


5 

' 

AS 
—— y 


Prob. 8-35 
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*8-36. Determine el desplazamiento en C. Suponga que A 
es un soporte fijo, B es una articulación y D es un rodillo. 
ET es constante. Use los teoremas del momento de área. 


25 kN 
C 
3 
= D 
B — 
3m - 3m - 3m > 


Prob. 8-36 


8-37. Determine el desplazamiento en C. Suponga que A 
es un soporte fijo, B es una articulación y D es un rodillo. 
ET es constante. Use el método de la viga conjugada. 


25 kN 
E 
13 A 
B Ls 
3m - 3m - 3m d 
Prob. 8-37 


8-38. Determine el desplazamiento en D y la pendiente 
en D. Suponga que A es un soporte fijo, B es una articulación 
y C es un rodillo. Use los teoremas del momento de área. 


6 k 


B C 
12 pies 12 pies >< 12 pies ». 
Prob. 8-38 


8-39, Determine el desplazamiento en D y la pendiente 
en D. Suponga que A es un soporte fijo, B es una articula- 
ción y C es un rodillo. Use el método de la viga conjugada. 


6k 


D 


B € 
12 pies 12 pies >< 12 pies >. 


Prob. 8-39 


338 CAPÍTULO 8 DEFLEXIONES 


REPASO DEL CAPÍTULO 


La deflexión de un elemento (o estructura) siempre 
puede establecerse cuando se conoce el diagrama de 
momento, porque los momentos positivos tenderán a 
doblar el elemento cóncavo hacia arriba, y los mo- 
mentos negativos tenderán a doblar el elemento cón- 
cavo hacia abajo. Del mismo modo, la forma general 
del diagrama de momento puede determinarse si se 
conoce la curva de deflexión. 


viga 


ue de inflexión 


curva de deflexión 


ea E 


diagrama de momento 


La alteración de una viga debido a la deflexión puede 
determinarse mediante la doble integración de la 
ecuación 


Lo a 
dx? El 


Aquí, el momento interno M debe expresarse en fun- 
ción de las coordenadas x que se extienden a través 
de la viga. Las constantes de integración se obtienen de 
las condiciones de frontera, como la deflexión cero en 
un soporte de pasador o rodillo, y la deflexión y la 
pendiente cero en un soporte fijo. Si se requieren algu- 
nas coordenadas x, entonces debe considerarse la con- 
tinuidad de la pendiente y la deflexión, donde 6,(a) = 
0,(a) y vi(a) = va) en x = x= 4. 
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Si el diagrama de momento tiene una forma simple, se pueden usar los teoremas del momento de área o el método de la 
viga conjugada para determinar la desviación y la pendiente en un punto de la viga. 

Los teoremas del momento de área consideran los ángulos y las desviaciones verticales entre las tangentes en dos pun- 
tos A y B sobre la curva elástica. El cambio en la pendiente se encuentra a partir del área bajo el diagrama M/ET entre los 
dos puntos, y la desviación se determina con base en el momento de área del diagrama M/E[ con respecto al punto donde 
ocurre la desviación. 


A 
0B/A 
tan B tan A 


0p/a = Área del diagrama M/El 


"= 


tan A 
tan B 


aja =X (Área del diagrama M/EI) 


El método de la viga conjugada es muy detallado y requiere la aplicación de los principios de la estática. De manera muy 
simple, se establece la viga conjugada usando la tabla 8-2, después se considera la carga como el diagrama M/El. La pen- 
diente (deflexión) en un punto sobre la viga real es entonces igual a la fuerza cortante (momento) en el mismo punto sobre 
la viga conjugada. 


w 


L | 


viga real viga conjugada 


El desplazamiento en los extremos de la cubierta de este puente puede deter- 
minarse durante su construcción empleando métodos de energía. 


Deflexiones empleando 
métodos de energía 


En este capítulo se mostrará cómo aplicar los métodos de energía 
para resolver problemas que involucran a la pendiente y a la deflexión. 
El capítulo comienza con un análisis del trabajo y la energía de defor- 
mación, seguido por un desarrollo del principio del trabajo y la 
energía. Después se estudian el método del trabajo virtual y el teo- 
rema de Castigliano, y estas técnicas se emplean para determinar los 
desplazamientos en puntos específicos de armaduras, vigas y marcos. 


9.1 Trabajo externo y energía 
de deformación 


Los métodos semigráficos presentados en los capítulos anteriores son 
muy efectivos para encontrar los desplazamientos y pendientes en pun- 
tos de vigas sometidas a cargas bastante simples. Para cargas más compli- 
cadas o en estructuras como armaduras y marcos, se sugiere realizar los 
cálculos siguiendo los métodos de energía. La mayoría de los métodos de 
energía se basan en el principio de conservación de la energía, que esta- 
blece que el trabajo realizado por todas las fuerzas externas que actúan 
sobre una estructura, U,, se transforma en trabajo interno o energía de 
deformación, U,, la cual se desarrolla al deformarse la estructura. Si no se 
excede el límite elástico del material, la energía de deformación elástica 
regresará a la estructura a su estado sin deformar, cuando las cargas sean 
retiradas. El principio de conservación de la energía puede establecerse 
matemáticamente como 


U, = U, (9-1) 


Sin embargo, antes de desarrollar cualquiera de los métodos de 
energía basados en este principio, primero se determinarán el trabajo ex- 
terno y la energía de deformación causados por una fuerza y un mo- 
mento. Las formulaciones que se presentarán servirán de base para com- 
prender los métodos de trabajo y energía que le siguen. 
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Trabajo externo, fuerza. Cuando una fuerza F experimenta un 
desplazamiento dx en la misma dirección que la fuerza, el trabajo reali- 
zado es dU, = F dx. Si el desplazamiento total es x, el trabajo se con- 
vierte en 


Ds / F dx (9-2) 
0 


Considere ahora el efecto causado por una fuerza axial aplicada al ex- 
tremo de una barra como la que se muestra en la figura 9-1a. A medida 
que la magnitud de F se incrementa gradualmente desde cero hasta un 
valor límite F = P, la elongación final de la barra se convierte en A. Si el 
material tiene una respuesta elástica lineal, entonces F = (P/A)x. Si se 
sustituye en la ecuación 9-2 y se integra desde 0 hasta Á, resulta 


U, = PA (9-3) 


lo que representa el área triangular sombreada de la figura 9-1a. 

De esto también puede concluirse que cuando una fuerza se aplica 
gradualmente sobre la barra, y su magnitud se construye linealmente 
desde cero hasta algún valor P, el trabajo realizado es igual a la magnitud 
de la fuerza media (P/2) por el desplazamiento (A). 


-—— A —= 


(a) 


Figura 9-1 


9.1 TRABAJO EXTERNO Y ENERGÍA DE DEFORMACIÓN 


Suponga ahora que P ya está aplicada sobre la barra y que ahora se 
aplica otra fuerza F”, por lo que la barra se deforma aún más en una can- 
tidad A”, figura 9-1b. Entonces, el trabajo realizado por P (no por F”) 
cuando la barra experimenta la deformación adicional Á' es 


U/ =PN (9-4) 


Aquí el trabajo representa el área rectangular sombreada de la figura 
9-15. En este caso, P no cambia su magnitud porque A' es causado sólo 
por F'. Por lo tanto, el trabajo es simplemente la magnitud de la fuerza 
(P) por el desplazamiento (A”). 

Entonces, puede afirmarse de manera resumida que al aplicar una 
fuerza P a la barra, seguida por la aplicación de una fuerza F", el trabajo 
total realizado por las dos fuerzas está representado por el área triangu- 
lar ACE de la figura 9-1b. El área triangular ABG representa el trabajo 
de P que es causado por su desplazamiento A, el área triangular BCD re- 
presenta el trabajo de F' debido a que esta fuerza provoca un desplaza- 
miento A' y, por último, el área rectangular sombreada BDEG repre- 
senta el trabajo adicional realizado por P cuando se desplaza A' a causa 
de F'. 


Trabajo externo, momento. El trabajo de un momento se de- 
fine por el producto de la magnitud del momento M y el ángulo d0 a 
través del cual gira, es decir, dU, = M d6, figura 9-2. Si el ángulo total de 
rotación es O radianes, el trabajo se convierte en 


0 
U, = M do (9-5) 
0 


Como en el caso de la fuerza, si el momento se aplica gradualmente a 
una estructura que tiene respuesta elástica lineal entre cero y M, enton- 
ces el trabajo es 


U. =3M0 (9-6) 


Sin embargo, si el momento ya está aplicado a la estructura y otras cargas 
deforman aún más la estructura en una cantidad 0”, entonces M gira 0” y 
el trabajo es 


U/ = MO' (9-7) 


De 


Figura 9-2 


F 
pd O E 
e B 
A G 
L A al Af > 
(b) 
Figura 9-1 
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Energía de deformación, fuerza axial. Cuando se aplica una 
fuerza axial N de manera gradual a la barra que se muestra en la figura 
9-3, deformará el material de manera que el trabajo externo realizado 
por N se convierte en energía de deformación, la cual se almacena en la 
barra (ecuación 9-1). Siempre que el material sea elástico lineal, la ley de 
Hooke será válida, o = Ee, y si la barra tiene un área constante A en su 
sección transversal y una longitud L£, el esfuerzo normal es 0 = N/A y la 
deformación final es e = A/L. En consecuencia, N/A = E(A/L), y la des- 
viación final es 


_ NL 


A=== 
AE 


(9-8) 


Por lo tanto, al sustituir con P = N en la ecuación 9-3, la energía de de- 

formación en la barra es 

_ NL 
2 AE 


U; (9-9) 


Energía de deformación, flexión. Considere la viga de la fi- 
gura 9-4a, que se distorsiona por la aplicación gradual de las cargas P y 
w. Estas cargas crean un momento interno M en la viga en una sección si- 
tuada a una distancia x del soporte izquierdo. La rotación resultante del 
elemento diferencial dx, figura 9-4b, puede determinarse con base en la 
ecuación 8-2, es decir, dd = (M/El) dx. En consecuencia, la energía de 
deformación, o el trabajo almacenado en el elemento, se determina a 
partir de la ecuación 9-6 puesto que el momento interno se desarrolla 
gradualmente. Entonces, 


dU, = M? dx 
BT 


(9-10) 


La energía de deformación para la viga se determina al integrar este re- 
sultado por toda la longitud L£ de la viga. El resultado es 


Er 
M? dx 
¡ = -11 
Us o 2El pa) 


Figura 9-4 
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9.2 Principio del trabajo y la energía 


Ahora que ya se han formulado el trabajo y la energía de deformación 
para una fuerza y un momento, se ilustrará cómo pueden aplicarse la 
conservación de la energía o el principio del trabajo y la energía para de- 
terminar el desplazamiento en un punto sobre una estructura. Para ha- 
cerlo, considere la determinación del desplazamiento D en el punto 
donde se aplica la fuerza P a la viga en voladizo de la figura 9-5. A partir 
de la ecuación 9-3, el trabajo externo es U, = 5fPA. Para obtener la 
energía de deformación resultante, primero debe determinarse el mo- 
mento interno como una función de la posición x en la viga y después 
aplicar la ecuación 9-11. En este caso M = —Px, de modo que 


a LM? dx Pp 1 P213 
j 0 


a DET 2El. 6 El 


Al igualar el trabajo externo con la energía de deformación interna y al 
despejar el desplazamiento desconocido A, se tiene 


U,.=U, 
1 1 P?[? 
—PA e 
2 6 El 
PI? 
A == AS 
3El 


Aunque la solución aquí es bastante directa, la aplicación de este mé- 
todo se limita a unos cuantos problemas seleccionados. Cabe señalar que 
sólo puede aplicarse una carga a la estructura, puesto que si se aplicase 
más de una carga habría un desplazamiento desconocido bajo cada carga 
e inclusive podría escribirse sólo una ecuación de “trabajo” para la viga. 
Además, sólo puede obtenerse el desplazamiento bajo la fuerza, porque el 
trabajo externo depende tanto de la fuerza como de su desplazamiento 
correspondiente. Una manera de sortear estas limitaciones consiste en 
emplear el método del trabajo virtual o el teorema de Castigliano, los 
cuales se explican en las siguientes secciones. 


pue” 
Z 

<—— 

IM 


Figura 9-5 
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Aplicación de la carga virtual P' = 


(a) 


Aplicación de las cargas reales P,, P,, P; 
(b) 


Figura 9-6 


9.3 Principio del trabajo virtual 


Este principio fue desarrollado por John Bernoulli en 1717, y en ocasio- 
nes se le conoce también como el método de la carga unitaria. Propor- 
ciona un medio general para obtener el desplazamiento y la pendiente 
en un punto específico de una estructura, ya sea una viga, un marco O 
una armadura. 

Antes de desarrollar el principio del trabajo virtual se requiere hacer 
algunos enunciados generales sobre el principio del trabajo y la energía, 
lo cual se analizó en la sección anterior. Si se toma una estructura de- 
formable de cualquier forma o tamaño y se le aplica una serie de cargas 
externas P, se producirán cargas internas u en puntos a través de toda la 
estructura. Es necesario relacionar las cargas internas y externas mediante 
las ecuaciones de equilibrio. Como consecuencia de estas cargas, ocu- 
rrirán desplazamientos externos Á en las cargas P y se presentarán des- 
plazamientos internos $ en cada punto de carga interna u. En general, 
estos desplazamientos no tienen que ser elásticos, y quizá no se relacionen 
con las cargas; sin embargo, los desplazamientos internos y externos deben 
estar relacionados por la compatibilidad de los desplazamientos. En otras 
palabras, si se conocen los desplazamientos externos, los desplazamien- 
tos internos correspondientes estarán definidos de manera única. Enton- 
ces, el principio del trabajo y los estados de energía puede enunciarse de 
manera general como sigue: 


2PA = 2u0 
Trabajo de las Trabajo de las (9-12) 
cargas externas cargas internas 


Con base en este concepto, ahora se desarrollará el principio del tra- 
bajo virtual. Para ello se considerará que la estructura (o cuerpo) tiene 
una forma arbitraria como se muestra en la figura 9.6b.* Suponga que es 
necesario determinar el desplazamiento A del punto A en el cuerpo cau- 
sado por las “cargas reales” P,, P, y Pz. Debe entenderse que estas cargas 
no causan movimiento de los soportes; sin embargo, en general, pueden 
deformar el material más allá del límite elástico. Como ninguna carga ex- 
terna actúa sobre el cuerpo en A ni en la dirección de A, el desplaza- 
miento Á puede determinarse si se coloca primero una carga “virtual” 
sobre el cuerpo de modo que esta fuerza P” actúe en la misma dirección 
que A, figura 9-6a. Por conveniencia, que será evidente más adelante, se 
elegirá P” con una magnitud “unitaria”, es decir, P' = 1. Para describir la 
carga se usa el término “virtual” debido a que es imaginaria y en realidad 
no existe como parte de la carga real. Sin embargo, la carga unitaria (P”) 
crea una carga virtual interna u en un elemento o fibra representativa 
del cuerpo, como se muestra en la figura 9-6a. Aquí se requiere que P” y 
u se relacionen mediante las ecuaciones de equilibrio.* 


*Esta forma arbitraria representará posteriormente una armadura, una viga o un marco es- 
pecíficos. 

'Aunque estas cargas provocarán desplazamientos virtuales, no se tomarán en cuenta sus 
magnitudes. 
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Una vez aplicadas las cargas virtuales, el cuerpo está sometido a las cargas 
reales P,, P> y P3, figura 9-6b. El punto A se desplazará una cantidad A, la 
cual causará que el elemento se deforme una cantidad dL. Como resul- 
tado, la fuerza virtual externa P” y la carga virtual interna u se “pasearán 
alo largo” de A y dL, respectivamente, y por lo tanto realizarán un trabajo 
virtual externo de 1 + A sobre el cuerpo y un trabajo virtual interno de u » dL 
sobre el elemento. Si se toma en cuenta que el trabajo virtual externo es 
igual al trabajo virtual interno realizado en todos los elementos del 
cuerpo, es posible escribir la ecuación del trabajo virtual como 


[ Í cargas virtuales 
e 


A = Xu-*dL 
¡l ÚN desplazamientos reales (9-13) 


donde 
P' = 1 = carga unitaria virtual externa que actúa en la dirección de A. 


u = carga virtual interna que actúa sobre el elemento en la dirección de dL. 
A = desplazamiento externo causado por las cargas reales. 


dL = deformación interna del elemento causada por las cargas reales. 


Al elegir P' = 1, puede verse que la solución para Á resulta directa- 
mente, puesto que Á = 2u dL. 

De manera parecida, si deben determinarse el desplazamiento rotacio- 
nal o la pendiente de la tangente en un punto sobre una estructura, se 
aplica un momento de par virtual M' con magnitud unitaria en el punto. 
Como consecuencia, este momento de par causa una carga virtual uy en 
uno de los elementos del cuerpo. Si se supone que las cargas reales defor- 
man el elemento una cantidad d£, la rotación 9 puede encontrarse a par- 
tir de la ecuación del trabajo virtual 


[ 1 cargas virtuales 


1-0 = Zu dL (9-14) 
1 desplazamientos reales 


donde 


M'= 1 = momento de par unitario virtual externo que actúa en la 
dirección de 6. 


uy = carga virtual interna que actúa sobre un elemento en la dirección 
de dL£. 


6 = desplazamiento rotacional externo o pendiente en radianes 
causados por las cargas reales. 
dL = deformación interna del elemento causada por las cargas reales. 


Este método para aplicar el principio del trabajo virtual se conoce 
comúnmente como el método de las fuerzas virtuales, dado que se aplica 
una fuerza virtual de lo que resulta el cálculo de un desplazamiento real. 
En este caso, la ecuación del trabajo virtual representa un requisito de 
compatibilidad para la estructura. Aunque aquí no es importante, ob- 
serve que también es posible aplicar el principio del trabajo virtual como 
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Aplicación de la carga unitaria virtual en B 


(a) 


- Bi” 


Hr 


Aplicación de las cargas reales P,, P> 
(b) 


Figura 9-7 


un método de desplazamientos virtuales. En este caso, se imponen despla- 
zamientos virtuales sobre la estructura cuando ésta se encuentra some- 
tida a cargas reales. Este método puede usarse para determinar una 
fuerza sobre o dentro una estructura,* de modo que la ecuación del tra- 
bajo virtual se expresa entonces como un requisito de equilibrio. 


9.4 Método del trabajo virtual: 
Armaduras 


El método del trabajo virtual puede usarse para determinar el desplaza- 
miento de una junta de armadura cuando la armadura está sometida a 
una carga externa, a un cambio de temperatura, o por errores de fabrica- 
ción. A continuación se analizará cada una de estas situaciones. 


Carga externa. Para facilitar la explicación, considere el desplaza- 
miento vertical A de una junta B de la armadura que se muestra en la fi- 
gura 9-7a. Aquí, un miembro típico de la armadura sería uno de sus ele- 
mentos con longitud £, figura 9-7b. Si las cargas aplicadas P, y P, 
ocasionan una respuesta material lineal elástica, este miembro se deforma 
en una cantidad AL = NL/AE, donde N es la fuerza normal o axial en el 
elemento, causada por las cargas. Si se aplica la ecuación 9-13, entonces 
la ecuación del trabajo virtual para la armadura es 


ln 
1-A= Y a (9-15) 


donde 


1 = carga unitaria virtual externa que actúa sobre la junta de la 
armadura en la dirección indicada de A. 


n = fuerza normal virtual interna en un elemento de una armadura 
causada por la carga unitaria virtual externa. 

A = desplazamiento externo de la junta causado por las cargas reales 
sobre la armadura. 


N = fuerza normal interna en un elemento de la armadura causada 
por las cargas reales. 


= longitud de un elemento. 


= área transversal de un elemento. 
E = módulo de elasticidad de un elemento. 


La formulación de esta ecuación se sigue en forma natural del desarro- 
llo en la sección 9-3. Aquí la carga unitaria virtual externa crea fuerzas 
virtuales internas n en cada uno de los elementos de la armadura. Enton- 
ces las cargas reales hacen que la junta de la armadura se desplace A en 
la misma dirección que la carga unitaria virtual, y que cada elemento se 
desplace NL/AE en la misma dirección que su respectiva fuerza m. En 
consecuencia, el trabajo virtual externo 1 + Á es igual al trabajo virtual in- 
terno o la energía de deformación interna (virtual) almacenada en todos 
los elementos de la armadura, es decir, EnNL/AE. 


*Así se usó en la sección 6-3 en relación con el principio de Múller-Breslau. 
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Temperatura. En algunos casos, los elementos de una armadura 
podrían cambiar su longitud debido a la temperatura. Si a es el coefi- 
ciente de expansión térmica de un elemento y AT es el cambio en su tem- 
peratura, el cambio en la longitud de un elemento es AL = a AT L. Por lo 
tanto, el desplazamiento de una junta seleccionada en una armadura de- 
bido a este cambio de temperatura puede determinarse a partir de la 
ecuación 9-13, escrita como 


1-A = Ena ATL (9-16) 


donde 


1 = carga unitaria virtual externa que actúa sobre la junta 
de la armadura en el sentido indicado de A. 

n = fuerza normal virtual interna en un elemento de una armadura 
causada por la carga unitaria virtual externa. 

Á = desplazamiento externo de la junta causado por el cambio de 
temperatura. 

a = coeficiente de expansión térmica del elemento. 

AT = cambio en la temperatura del elemento. 
L = longitud del elemento. 


Errores de fabricación y comba. En ocasiones pueden presen- 
tarse errores de fabricación en las longitudes de los elementos de una ar- 
madura. Además, en algunos casos es necesario hacer los elementos un 
poco más largos o más cortos para obtener una comba en la armadura. 
La comba suele construirse en una armadura de puente para que la 
cuerda inferior se curve hacia arriba en una cantidad equivalente a la de- 
flexión hacia abajo de la cuerda cuando está sometida a todo el peso 
muerto del puente. Si un elemento de la armadura es más o menos largo 
de lo previsto, el desplazamiento de una junta de la armadura respecto a 
su posición esperada puede determinarse mediante la aplicación directa 
de la ecuación 9-13, escrita como 


1-A = EnAL (9-17) 


donde 
1 = carga unitaria virtual externa que actúa sobre la junta 
de la armadura en la dirección indicada de A. 
n = fuerza normal virtual interna de un elemento de una armadura 
causada por la carga unitaria virtual externa. 
Á = desplazamiento externo de la junta ocasionado por los errores 
de fabricación. 
AL = diferencia en longitud del elemento respecto a su tamaño 
esperado a causa de un error de fabricación. 


Si sobre la armadura actúan cargas externas y algunos de los elementos 
están sometidos a un cambio térmico o se han fabricado con dimensio- 
nes incorrectas, será necesaria una combinación de los lados derechos de 
las ecuaciones 9-15 a 9-17. 
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Procedimiento de análisis 


El siguiente procedimiento puede usarse para determinar un desplazamiento específico 
de cualquier junta en una armadura aplicando el método del trabajo virtual. 


Fuerzas virtuales n 


Coloque la carga unitaria sobre la armadura en la junta donde debe determinarse el 
desplazamiento. La carga debe estar en la misma dirección que el desplazamiento es- 
pecificado, por ejemplo, horizontal o vertical. 


Con la carga unitaria colocada de esta manera y con todas las cargas reales retiradas 
de la viga, utilice el método de los nudos o el método de las secciones y calcule la 
fuerza interna n en cada elemento de la armadura. Suponga que las fuerzas de tensión 
son positivas y que las fuerzas de compresión son negativas. 


Fuerzas reales N 


Use el método de las secciones o el método de los nudos para determinar la fuerza N 
en cada elemento. Estas fuerzas son causadas únicamente por las cargas reales que 
actúan sobre la armadura. Una vez más, suponga que las fuerzas de tensión son positi- 
vas y que las fuerzas de compresión son negativas. 


Ecuación del trabajo virtual 


Aplique la ecuación del trabajo virtual, para determinar el desplazamiento deseado. 
Es importante conservar el signo algebraico de cada una de las fuerzas n y N corres- 
pondientes al sustituir estos términos en la ecuación. 


Si la sumatoria resultante EnNNL/AE es positiva, el desplazamiento A tiene la misma 
dirección que la carga unitaria. Si se obtiene un valor negativo, Á es opuesto a la carga 
unitaria. 


Al aplicar 1 +. A= 2na ATL, tenga en cuenta de que si alguno de los elementos experi- 
menta un aumento de temperatura, AT será positivo, en tanto que una disminución de 
la temperatura resultará en un valor negativo para AT. 


Para que l .-A= 21 AL, cuando un error de fabricación aumenta la longitud de un ele- 
mento, AL es positiva, en tanto que una disminución de la longitud es negativa. 


Al aplicar cualquier fórmula debe prestarse atención a las unidades de cada cantidad nu- 
mérica. En particular, a la carga unitaria virtual puede asignársele cualquier unidad 
arbitraria (1b, kip, N, etc.), puesto que las fuerzas n tendrán estas mismas unidades, y en 
consecuencia las unidades, tanto de la carga unitaria virtual como de las fuerzas n se 
cancelarán a ambos lados de la ecuación. 
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EJEMPLO [9.1 


Determine el desplazamiento vertical de la junta C de la armadura de 
acero que se muestra en la figura 9-84. El área de la sección transver- 
sal de cada elemento es A = 0.5 pulg? y E = 29(107) ksi. 


E 
- OS +; 


BLE 
A 
L 10 pies 10 pies 
4k 


(a) 
SOLUCIÓN 


Fuerzas virtuales n. Sólo se coloca una carga vertical de 1 k en la 
junta C y la fuerza en cada elemento se calcula aplicando el método 
de los nudos. Los resultados se muestran en la figura 9-8b. Los núme- 
ros positivos indican fuerzas de tensión y los números negativos indi- 
can fuerzas de compresión. 


Fuerzas reales N. Las fuerzas reales en los elementos se calculan 
usando el método de los nudos. Los resultados se muestran en la fi- 
gura 9-8c. 


(o 
0.333 k 0.667 k 0.667 k 
Ecuación del trabajo virtual. Al disponer los datos en forma tabu- (333 k 


lar, se tiene NA 


fuerzas virtuales n 


Elemento n (k) L (pies) nNL (k? +» pie) (b) 


AB 0.333 13.33 
BC 0.667 26.67 
CD 0.667 26.67 
DE 0.943 75.42 
FE 13.33 
EB 0 

BF 13.33 
AF A 37.11 
CE 40 


2246.47 


fuerzas reales N 


nNL _ 246.47 k?- pie 
AE AE (o) 


Entonces, —1k-*A¿= y 


Si se convierten las unidades de longitud del elemento a pulgadas y se Figura 9-8 
sustituyen los valores numéricos de A y E, resulta 


_ (246.47 k? - pie) (12 pulg/pie) 
(0.5 pulg?)(29(107) k/pulg?) 
Ac, = 0.204 pulg 
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0.667 kN 
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El área de la sección transversal de cada elemento de la armadura que 
se muestra en la figura 9-9a es A = 400 mm? y E = 200 GPa. (a) De- 
termine el desplazamiento vertical de la junta C si se aplica una fuerza 
de 4 kN sobre la armadura en C. (b) Si ninguna carga actúa sobre la 
viga, ¿cuál sería el desplazamiento vertical de la junta C si el elemento 
AB fuera 5 mm más corto de lo esperado? 


Figura 9-9 


SOLUCIÓN 
Inciso (a) 


Fuerzas virtuales n. Dado que debe determinarse el desplaza- 
miento vertical de la junta C, se aplica una fuerza virtual de 1 kN en C 
con dirección vertical. Las unidades de esta fuerza son las mismas que 
las de la carga real. Se calculan las reacciones en los soportes A y B y 
después se determina la fuerza N en cada elemento por el método de 
los nudos, como se muestra en los diagramas de cuerpo libre de las 
juntas A y B, figura 9-9b. 


0.833 kN 0.833 kN 
3 


0.667 kN 0.667 kN 


fuerzas virtuales n 


Fuerzas reales N. Enla figura 9-9c se muestra el análisis de las jun- 
tas A y B cuando se aplica la carga real de 4 kN sobre la armadura. 
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fuerzas reales N 


(c) 


Ecuación del trabajo virtual. Como AE es constante, cada uno de 
los términos NL puede calcularse y disponerse en forma tabular. 
Aquí los números positivos indican fuerzas de tensión y los números 
negativos indican fuerzas de compresión. 


Elemento n (kN) N (kN) n NL (kN2+ m) 


AB 0.667 2 10.67 
AC 0.833 2,5 10.41 
CB 0.833 —2 10.41 


210.67 


Por lo tanto, 


nNL _ 10:67 kN?-m 
AE AE 


1kN-Ac, = sy 


Al sustituir los valores A = 400 mm? = 400 (10%) m?, E = 200 GPa = 
200 (10%) kN /m?, se tiene 


10.67 kN? + m 
400109) m?(200(10%) kN/m?) 


1kN+Ac, 
Ac, = 0.000133 m = 0.133 mm Resp. 


Inciso (b). Aquí debe aplicarse la ecuación 9-17. Como se desea de- 
terminar el desplazamiento vertical de C, pueden usarse los resulta- 
dos de la figura 9-7b. Sólo el elemento AB experimenta un cambio en 
su longitud, esto es, de AL = - 0.005 m. Entonces, 


1-A= En AL 
1 kN + Ac, = (0.667 kN )(—0.005 m) 


Ac, = -0.00333 m = -3.33 mm Resp. 


v 


El signo negativo indica que la junta Cse desplaza hacia arriba, en forma 
opuesta a la carga vertical de 1 kN. Observe que si se toman en cuenta 
la carga de 4 kN y el error de fabricación, el desplazamiento resul- 
tante es Ac, = 0.133 — 3.33 = —3.20 mm (hacia arriba). 
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EJEMPLO [9.3 


Determine el desplazamiento vertical de la junta C de la armadura 
que se muestra en la figura 9-10a. Debido al calor radiante de la pared, 
el elemento AD está sometido a un aumento en la temperatura de AT 
= + 120% Considere que a: = 0.6(107*)/“F y que E = 29(10*) ksi. El 
área de la sección transversal de cada elemento se indica en la figura. 


fuerzas virtuales n fuerzas reales N 


Figura 9-10 (b) (o) 


SOLUCIÓN 


Fuerzas virtuales n. Se aplica una carga vertical de 1 k sobre la ar- 
madura en la junta C y se calculan las fuerzas en los elementos, figura 
9-10b. 


Fuerzas reales N. Como las fuerzas n en los elementos AB y BC 
son iguales a cero, no es necesario calcular las fuerzas N en esos ele- 
mentos. ¿Por qué? Sin embargo, con el propósito de completar el mé- 
todo, en la figura 9-10c se muestra el análisis de todas las fuerzas reales. 


Ecuación del trabajo virtual. Tanto las cargas como la tempera- 
tura afectan la deformación; por lo tanto, las ecuaciones 9-15 y 9-16 se 
combinan. Si se emplean unidades de kips y pulgadas, resulta 


nNL 
+ 
N AE 2na AT L 


(0.75)(120)(6)(12)  (1)(80)(8)(12) 

2[29(107)] 2[29(10*)] 

(-1.25)(-100)(10)(12) 
1.5[29(10*)] 


+ (1)[0.6(107)120)(8)(12) 


Ac, = 0.658 pulg Resp. 
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9.5 Teorema de Castigliano 


En 1879, Alberto Castigliano, ingeniero italiano de ferrocarriles, publicó un 
libro en el que exponía un método para determinar la deflexión o la pen- 
diente en un punto en una estructura, en una armadura, una viga o un 
marco. Este método, conocido como el segundo teorema de Castigliano, o el 
método del trabajo mínimo, sólo aplica a las estructuras que tienen una tem- 
peratura constante, soportes que no ceden y respuesta material elástica li- 
neal. Si debe determinarse el desplazamiento de un punto, el teorema esta- 
blece que éste es igual a la primera derivada parcial de la energía de 
deformación en la estructura con respecto a una fuerza que actúa en el 
punto y en la dirección del desplazamiento. De una manera parecida, la 
pendiente en un punto de una estructura es igual a la primera derivada par- 
cial de la energía de deformación en la estructura con respecto a un mo- 
mento de par que actúa en el punto y con la dirección de la rotación. 

Para obtener el segundo teorema de Castigliano, considere un cuerpo 
(estructura) de cualquier forma arbitraria que está sometido a una serie de 
n fuerzas P;, P,,..., P,,, Como el trabajo externo realizado por estas cargas 
es igual a la energía de deformación interna almacenada en el cuerpo, 
puede escribirse 


U;,= U, 


El trabajo externo es una función de las cargas externas (U, = 2./P dx). Por 
lo tanto, 


U;=U.= f(P,,Po,..., P,) 


Ahora bien, si cualquiera de las fuerzas, por ejemplo P;, se incrementa en 
una cantidad diferencial dP,, el trabajo interno también aumenta de modo 
que la mueva energía de deformación se convierte en 


0U, 


1 


Sin embargo, este valor no debe depender de la secuencia en la que estas n 
fuerzas se aplican al cuerpo. Por ejemplo, si primero se aplica dP; al cuerpo, 
esto hará que el cuerpo se desplace una cantidad diferencial dA, en la dirección 
de dP,. Por la ecuación 9-3 (U e= 1PA), el incremento de la energía de defor- 


mación sería 3dP, dA,. Sin embargo, esta cantidad es un diferencial de 
segundo orden y puede pasarse por alto. Una aplicación posterior de las 
cargas P;, P,..., P,, que desplazaría al cuerpo A;, A>,..., A,,, produciría la si- 
guiente energía de deformación. 


U; + dU; = U; + dP;¡A; (9-19) 


Aquí, como antes, U; es la energía de deformación interna en el cuerpo, cau- 
sada por las cargas P,, P»,..., P, y dU; = aP;A, es la energía de deformación 
adicional causada por dP; (ecuación 9-4, U, = PA”). 

En resumen, la ecuación 9-18 representa la energía de deformación en el 
cuerpo, determinada al aplicar primero las cargas P,, P»,..., P,, después dP;, 
y la ecuación 9-19 representa la energía de deformación determinada al 
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aplicar primero dP,; y luego las cargas P;, P,,..., P,, Como estas dos ecua- 
ciones deben ser iguales, se requiere que 
A, = du (9-20) 
oP; 
lo que demuestra el teorema; es decir, el desplazamiento A; en la direc- 
ción de P;, es igual a la primera derivada parcial de la energía de defor- 
mación con respecto a P;.* 

Debe señalarse que la ecuación 9-20 es un enunciado acerca de la com- 
patibilidad de la estructura. Además, la deducción anterior exige que en 
el análisis sólo se consideren las fuerzas conservadoras. Estas fuerzas 
realizan trabajo que es independiente de la trayectoria y por lo tanto no 
crean pérdidas de energía. Como las fuerzas que causan una respuesta li- 
neal elástica son conservadoras, el teorema se limita a un comporta- 
miento lineal elástico del material. Esto constituye una diferencia con el 
método de la fuerza virtual analizado en la sección anterior, que se aplica 
tanto al comportamiento elástico como al no elástico. 


9.6 Teorema de Castigliano para 
armaduras 


La energía de deformación para un elemento de una armadura está dada 
por la ecuación 9-9, U, = N?L/2AE. Al sustituir esta ecuación en la ecua- 
ción 9-20 y si se omite el subíndice i, resulta 


Por lo general es más fácil realizar la diferenciación antes de la sumato- 
ria. En el caso general L, A y E son constantes para un elemento dado, y 
por lo tanto puede escribirse así 


al ) - (9-21) 


A = MA AE 


donde 

A = desplazamiento de la junta externa de la armadura. 

P = fuerza externa aplicada a la junta de la armadura en la dirección 
de A. 

N = fuerza interna en un elemento causada tanto por la fuerza P como 
por las cargas sobre la armadura. 

L = longitud de un elemento. 

A = área de la sección transversal de un elemento. 

E = módulo de elasticidad de un elemento. 


*El primer teorema de Castigliano es parecido a su segundo teorema; sin embargo, rela- 
ciona la carga P; con la derivada parcial de la energía de deformación respecto al des- 
plazamiento correspondiente, es decir P, = 9U;/9A,. La comprobación es parecida a la 
dada anteriormente y, como el método del desplazamiento virtual, el primer teorema de 
Castigliano se aplica tanto al comportamiento material elástico como al no elástico. Este 
teorema es otra manera de expresar los requisitos de equilibrio para una estructura y, 
puesto que tiene un uso muy limitado en el análisis estructural, no se analiza en este libro. 
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Esta ecuación es semejante a la que se utiliza en el método del trabajo 
virtual, ecuación 9-15 (1 - A = EnNL/AE), excepto que n se sustituye 
por ¿N/4P. Observe que con el fin determinar esta derivada parcial será 
necesario tratar P como una variable (no una cantidad numérica especí- 
fica) y, además, cada elemento de la fuerza N debe expresarse en función 
de P. En consecuencia, el cálculo de 9N/9P generalmente requiere un 
poco más de operaciones que las necesarias para calcular cada fuerza n 
de manera directa. Por supuesto, estos términos serán iguales porque n o 
oN/0JP es simplemente el cambio de la fuerza interna del elemento con 
respecto a la carga P, o el cambio en la fuerza del elemento por carga 
unitaria. 


Procedimiento de análisis 


El siguiente procedimiento proporciona un método que puede utilizarse para determi- 
nar el desplazamiento de cualquier junta de una armadura usando el teorema de Casti- 
eliano. 


Fuerza externa P 


e Coloque una fuerza P sobre la armadura en la junta donde se desea determinar el des- 
plazamiento. Se supone que esta fuerza tiene una magnitud variable con el fin de ob- 
tener el cambio ¿N/0P. Asegúrese de que P esté dirigida a lo largo de la línea de 
acción del desplazamiento. 


Fuerzas internas N 


e Determine la fuerza N en cada elemento causada tanto por las cargas reales (numéri- 
cas) como por la fuerza variable P. Suponga que las fuerzas de tensión son positivas y 
que las de compresión son negativas. 

Calcule las derivadas parciales respectivas 9N/JP para cada elemento. 
Después de determinar N y 9N/0P, asigne a P su valor numérico si ha reemplazado 
una fuerza real sobre la armadura. De lo contrario, considere que P es igual a cero. 


Teorema de Castigliano 


e Aplique el teorema de Castigliano para determinar el desplazamiento Á deseado. Es 
importante conservar los signos algebraicos para los valores correspondientes de N y 
IN/0P al sustituir estos términos en la ecuación. 


e Si la sumatoria resultante 2N(9N/9P)L/AE es positiva, A tiene la misma dirección 
que P. Si se obtiene un valor negativo, Á es opuesto a P. 
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EJEMPLO [9.4 


0.5P — 1.5kN 


Nac = 0.833P — 2.5 kN 
SA3 


4kNe 242 


Na = 0.667P + 2kN 


0.5P — 1.5kN 


Nac = 0.833P + 2.5 kN 


3 
4 B 


Nan =0.667P + 2 kN 
0.5P + 1.5 kN 
(c) 
Figura 9-11 


Determine el desplazamiento vertical de la junta C de la armadura 
que se muestra en la figura 9-11a. El área de la sección transversal de 
cada elemento es A = 400 mm? y E = 200 GPa. 


SOLUCIÓN 


Fuerza externa P. Se aplica una fuerza vertical P sobre la arma- 
dura en la junta C, puesto que es donde debe determinarse el despla- 
Zzamiento vertical, figura 9-115b. 


Fuerzas internas N. Se determinan las reacciones en los soportes 
A y B de la armadura y los resultados se muestran en la figura 9-115b. 
Utilizando el método de los nudos, se determinan las fuerzas N en 
cada elemento, figura 9-11c.* Por conveniencia, estos resultados junto 
con las derivadas parciales 9N/9P se enuncian en forma tabular de la 
siguiente manera: 


IN IN 
Elemento N Er] L q) 


0.667P + 2 0.667 8 10.67 
-(0.833P — 2.5)  —0.833 a 5 10.42 


-(0.833P + 2.5)  —0.833 ; 5 10.42 


0.5P + 1.5kN 


Y = 10.67kN:«m 


En vista de que P en realidad no existe como una carga real sobre la 
armadura, se requiere que P = 0 en la tabla anterior. 


Teorema de Castigliano. Al aplicar la ecuación 9-21, se tiene 


AE AE 


2) L 10.67 kN -m 


Ac,= mE 


Si se sustituye A = 400 mm? = 400(107*) m?, E = 200 GPa = 200(10”) 
Pa, y las unidades de N se convierten de kN a N, se tiene 
10.67(10%) N-m 


= = 0.000133 m = 0.133 mm 
400(106) m?(200(10?) N/m?) 


Ac, 


Resp. 


Esta solución debe compararse con el método del trabajo virtual del 
ejemplo 9-2. 


*Quizá sea más conveniente analizar la armadura sólo con la carga de 4 kN sobre ella, 
y luego analizar la armadura con la carga P. De este modo pueden sumarse los resul- 
tados para obtener las fuerzas N. 
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EJEMPLO [9.5 


Determine el desplazamiento horizontal de la junta D de la armadura 
que se muestra en la figura 9-17a. Considere que E = 29(10%) ksi. El 
área de la sección transversal de cada elemento se indica en la figura. 


10 + 0.75P 20 + 0.75P 


(b) 
Figura 9-12 


SOLUCIÓN 


Fuerza externa P. Como debe determinarse el desplazamiento ho- 
rizontal de D, se aplica una fuerza variable horizontal P a la junta D, 
figura 9-12b. 


Fuerzas internas N. Aplicando el método de los nudos, se calcula 
la fuerza N en cada elemento.* Una vez más, al aplicar la ecuación 9-21, 
se establece P = O porque esta fuerza no existe realmente sobre la ar- 
madura. Los resultados se muestran en la figura 9-12b. Al disponer los 
datos en forma tabular, se tiene 


Elemento N 


AB -13.33 
BC -13.33 
CD 16.67 
DA 16.67 + 125P. 125 
BD (20 + 0.75P) 0.75 


Teorema de Castigliano. Al aplicar la ecuación 9-21, se tiene 
2) L 312.50 k * pie(12 pulg/pie) 135.00 k * pie(12 pulg/pie) 


Ap, = MY) 0+0+0+ 
9,72 9P) AE (0.5 pulg?) [29(10%) k/pulg?] — (0.75 pulg?)[29(10*) k/pulg?] 


= (0.333 pulg Resp. 


*Como en el ejemplo anterior, quizá lo recomendable sea realizar un análisis por sepa- 
rado de la armadura cargada con 10 k y cargada con P, para después superponer los 
resultados. 
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EJEMPLO [9.6 


Determine el desplazamiento vertical de la junta C de la armadura 
que se muestra en la figura 9-13a. Suponga que A = 0.5 pulg? y que E 
= 29 (10%) ksi. 


SOLUCIÓN 


Fuerza externa P. La fuerza de 4 k en C se sustituye por una fuerza 
variable P en la junta C, figura 9-13b. 


Fuerzas internas N. Se usa el método de los nudos para deter- 

ias minar la fuerza N en cada elemento de la armadura. Los resultados 

El se resumen en la figura 9-13b. Aquí, P = 4k cuando se aplica la 

¿D ecuación 9-21. Los datos requeridos pueden disponerse en forma 
tabular de la siguiente manera: 


B 
+ 10 pies ] 10 pies ] 10 pies 7 
4k 4k 


(a) 


Elemento N 


AB 0.333P + 2.667 0.333 

BC 0.667P + 1.333 0.667 

CD 0.667P + 1.333 0.667 

DE —(0.943P + 1.886) 0.943 ; 14.14 
EF —(0.333P + 2.667) 0.333 10 
FA —(0.471P + 3.771) 0.471 o 14.14 
BF 0.333P + 2.667 0.333 10 
BE —0.471P + 1.886 0.471 14.14 
CE P 1 10 


2 = 246.47 k * pie 


F-(0.333P + 2.667) E 
A 


Teorema de Castigliano. Si se sustituyen los datos en la ecuación 
9-21, resulta 


Ko3332 +2.667|0.667P + 1333 |0.667P + =p a Es ) L 246.47 k * pie 


OP) AE — AE 
0.333P+2.667k  4k P 0.667P+1.333k 


(b) Al convertir las unidades de longitud del elemento en pulgadas y al 
Figura 9-13 sustituir el valor numérico de A£, se tiene 


(246.47 k * pie)(12 pulg/pie) 
(0.5 pulg?)(29(10*) k/pulg?) 


Cc, = = 0.204 pulg Resp. 


Debe observarse la semejanza entre esta solución y la del método 
del trabajo virtual, ejemplo 9-1. 
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9-1. Determine el desplazamiento vertical de la junta A. 
Cada barra está hecha de acero y tiene un área en su sección 
transversal de 600 mm?. Considere que E = 200 GPa. Use el 
método del trabajo virtual. 


9-2. Resuelva el problema 9-1 usando el teorema de Casti- 
eliano. 


SkN 


Probs. 9-1/9-2 


9-3. Determine el desplazamiento vertical de la junta B. 
Para cada elemento A = 400 mm?, E = 200 GPa. Use el mé- 
todo del trabajo virtual. 


*9-4, Resuelva el problema 9-3 usando el teorema de Cas- 
tigliano. 


9-5. Determine el desplazamiento vertical de la junta E. 
Para cada elemento A = 400 mm?, E = 200 GPa. Use el mé- 
todo del trabajo virtual. 


9-6. Resuelva el problema 9-5 usando el teorema de Casti- 
eliano. 


Probs. 9-3/9-4/9-5/9-6 


9-7. Determine el desplazamiento vertical de la junta D. 
Use el método del trabajo virtual. AE es constante. Su- 
ponga que los elementos están articulados en sus extremos. 


*9-8, Resuelva el problema 9-7 usando el teorema de Cas- 
tigliano. 


d JO L_ Poo! 
A [OO | O y 


15kN 
Probs. 9-7/9-8 


20kN 


9-9. Use el método del trabajo virtual. 


9-10. Resuelva el problema 9-9 usando el teorema de Cas- 
tigliano. 


600 lb 


Probs. 9-9/9-10 
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9-11. Determine el desplazamiento vertical de la junta A. 9-15. Determine el desplazamiento vertical de la junta C 
El área de la sección transversal de cada elemento se indica de la armadura. Cada elemento tiene un área en su sección 
en la figura. Suponga que los elementos están articulados en transversal de A = 300 mm?. E = 200 GPa. Use el método 
sus extremos. E = 29(10)* ksi. Use el método del trabajo del trabajo virtual. 

Pa *9-16. Resuelva el problema 9-15 usando el teorema de 
*9-12. Resuelva el problema 9-11 usando el teorema de Castigliano. 

Castigliano. 


4kN 
Probs. 9-15/9-16 


9-17. Determine el desplazamiento vertical de la junta A. 
Suponga que los elementos están articulados en sus extre- 
mos. Considere que A = 2 pulg? y E = 29(107) para cada 
elemento. Use el método del trabajo virtual. 


9-18. Resuelva el problema 9-17 usando el teorema de 


Probs. 9-11/9-12 Castigliano. 


9-13. Determine el desplazamiento horizontal de la junta D. 
Suponga que los elementos están articulados en sus extre- 
mos. AE es constante. Use el método del trabajo virtual. 


9-14. Resuelva el problema 9-13 usando el teorema de 
Castigliano. 


Probs. 9-17/9-18 


9-19. Determine el desplazamiento vertical de la junta A si > 
los elementos AB y BC experimentan un aumento de la 


temperatura de AT= 200 “E Considere que A =2 pulg? y E 
=29(107) ksi. Además, a: = 6.60(10%)/*F 


*9-20. Determine el desplazamiento vertical de la junta A 
si el elemento A£ se fabrica 0.5 pulgadas más corto de lo es- 
perado. 


Probs. 9-13/9-14 Probs. 9-19/9-20 
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1 


Aplicación de la carga unitaria virtual al punto 4 


(a) 
w 


NOT 


7 y ms 
y Des 
de 
[ | y 
a v 
R 
Aplicación de la carga real w 
(b) 
Figura 9-14 
1 
8 T 3 
PE A —,_ 
—— 


E! 


Aplicación del momento de par unitario virtual 
en el punto A 


(a) 


Aplicación de la carga real w 


Figura 9-15 


9.7 Método del trabajo virtual: 
Vigas y marcos 


El método del trabajo virtual también puede aplicarse a los problemas de 
deflexión en vigas y marcos. Como las deformaciones debidas a la flexión 
son la causa principal de las deflexiones en vigas o marcos, primero se ana- 
lizarán sus efectos. Las deflexiones debidas a las cargas cortantes, axiales y 
de torsión, así como a la temperatura, se considerarán en la sección 9-8. 

El principio del trabajo virtual o, más exactamente, el método de la 
fuerza virtual, puede formularse para deflexiones en vigas y marcos al 
considerar la viga que se muestra en la figura 9-14b. Aquí debe determi- 
narse el desplazamiento A de un punto A. Para calcular Á se coloca una 
carga virtual unitaria que actúa en la dirección de Á sobre la viga en A, y 
el momento virtual interno m se determina mediante el método de las sec- 
ciones en una ubicación arbitraria x medida desde el soporte de la iz- 
quierda, figura 9-14a. Cuando las cargas reales actúan sobre la viga, figura 
9-14b, el punto A se desplaza A. Siempre que estas cargas causen una res- 
puesta material elástica lineal, entonces con base en la ecuación 8-2, el ele- 
mento dx se deforma o gira d9 = (M/El)dx.* Aquí M es el momento in- 
terno en x causado por las cargas reales. En consecuencia, el trabajo 
virtual externo realizado por la carga unitaria es 1 . A, y el trabajo virtual 
interno realizado por el momento m es m d9= m(M/ElT) dx. La sumatoria 
de los efectos sobre todos los elementos dx a lo largo de la viga requiere 
una integración y, por lo tanto, la ecuación 9-13 se convierte en 


1-A= | dx (9-22) 


donde 

1 = carga unitaria virtual externa que actúa sobre la viga o el marco en 
la dirección de A. 

m = momento virtual interno en la viga o el marco, expresado como una 
función de x y que es causado por la carga unitaria virtual externa. 

A = desplazamiento externo del punto causado por las cargas reales 
que actúan sobre la viga o el marco. 

M =momento interno en la viga o el marco, expresado como una 
función de x y que es causado por las cargas reales. 

E = módulo de elasticidad del material. 

IT = momento de inercia del área transversal, calculado con respecto 
al eje neutro. 


De una manera semejante, si debe determinarse la rotación de la tan- 
gente o el ángulo 0 de la pendiente en un punto A de la curva elástica de 
la viga, figura 9-15, se aplica primero un momento de par unitario en el 
punto, y se determinan los momentos internos correspondientes mp. 
Como el trabajo del par unitario es 1 + %, entonces 


E 
my¿M 


1-9 = 
o El 


dx (9-23) 


*Recuerde que si el material se deforma más allá de su límite elástico, todavía puede apli- 
carse el principio del trabajo virtual, aun cuando en este caso debe emplearse un análisis 
no lineal o plástico. 
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A > . . E 
- Ea BIC ID 


Xi 
X2 


aplicación de la carga unitaria virtual 


(a) 


a == 


X4 


| AURA 


aplicación de las cargas reales 
(b) 
Figura 9-16 


Al aplicar las ecuaciones 9-22 y 9-23, es importante tener en cuenta 
que las integrales definitivas al lado derecho representan en realidad 
la cantidad de energía de deformación virtual que está almacenada en la 
viga. Si sobre la viga actúan fuerzas concentradas o momentos de par o si 
la carga distribuida es discontinua, no se puede realizar sólo una integra- 
ción a través de toda la longitud de la viga. En vez de esto deberán ele- 
girse coordenadas x separadas dentro de las regiones que no tienen dis- 
continuidad de carga. Además, no es necesario que cada x tenga el 
mismo origen; sin embargo, la x seleccionada para determinar el mo- 
mento M real en una región particular debe ser la misma x que la selec- 
cionada para determinar el momento virtual m o my dentro de la misma 
región. Por ejemplo, considere la viga de la figura 9-16. Para determinar 
el desplazamiento de D deben considerarse cuatro regiones de la viga, y 
por lo tanto, deben evaluarse cuatro integrales que contengan la forma 
J(mM/El, dx.Es posible usar x, para determinar la energía de deforma- 
ción en la región AB, x, para la región BC, x3 para la región DE y x4 para 
la región DC. En cualquier caso, cada coordenada x debe seleccionarse 
de modo que M y m (o my) se puedan formular con facilidad. 


Integración utilizando tablas. Cuando la estructura está some- 
tida a una carga relativamente simple y que aún así la solución para un 
desplazamiento requiere varias integraciones, puede usarse un método 
tabular para realizar estas integraciones. En este método, primero se di- 
bujan los diagramas de momento para cada elemento, tanto para las car- 
gas reales como virtuales. Al relacionar estos diagramas para m y M con 
los indicados en la tabla de la portada interior, se puede determinar la 
integral [mM dx con base en la fórmula apropiada. Los ejemplos 9-8 y 
9-10 ilustran la aplicación de este método. 
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Procedimiento de análisis 


El siguiente procedimiento puede usarse para determinar el desplazamiento y/o la pen- 
diente en un punto de la curva elástica de una viga o un marco mediante el método del 
trabajo virtual. 


Momentos virtuales m o m, 


Coloque una carga unitaria sobre la viga o marco en el punto y en la dirección del des- 
plazamiento deseado. 


Si debe determinarse la pendiente, coloque un momento de par unitario en el punto. 


Establezca las coordenadas x apropiadas que son válidas dentro de las regiones de la 
viga o el marco donde no haya discontinuidad de la carga real o virtual. 


Con la carga virtual en su sitio y todas las cargas reales removidas de la viga o el 
marco, calcule el momento interno m o m¿ como una función de cada coordenada x. 
Suponga que m o m, actúan en la dirección positiva convencional, según se indica en 
la figura 4-1. 


Momentos reales 


Usando las mismas coordenadas x que las establecidas para m o my, determine los mo- 
mentos internos M causados sólo por las cargas reales. 


Debido a que se supone que m o m, actúan en la dirección positiva convencional, es 
importante que M positivo actúe en la misma dirección. Esto es necesario porque el 
trabajo interno positivo o negativo depende del sentido direccional de la carga (defi- 
nido por + mo = my) y el desplazamiento (definido por + M dx/ET). 


Ecuación del trabajo virtual 


Aplique la ecuación del trabajo virtual para determinar el desplazamiento deseado A 
O la rotación 6. Es importante conservar el signo algebraico de cada integral calculada 
dentro de su región específica. 


Si la suma algebraica de todas las integrales para toda la viga o marco es positiva, Á o 
6 tienen la misma dirección que la carga unitaria virtual o el momento de par unitario, 
respectivamente. Si se obtiene un valor negativo, la dirección de A o 9 es opuesta a la 
de la carga unitaria o el momento de par unitario. 
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EJEMPLO [9.7 


Determine el desplazamiento del punto B de la viga de acero que se 
muestra en la figura 9.17a. Considere que E = 200 GPa, 1=500(10%) mm. 


12 kN /m 


ARRARRRRRRRARR RR 


SOLUCIÓN 


Momento virtual m. El desplazamiento vertical del punto B se ob- 
tiene al colocar una carga virtual unitaria de 1 kN en B, figura 9-17b. 
Por inspección se observa que no hay discontinuidades de carga en la 
viga, tanto para las cargas reales como para las virtuales. Así, puede 
usarse una sola coordenada x para determinar la energía de deforma- 
ción virtual. Esta coordenada se seleccionará con origen en B, porque 
de ese modo no habrá necesidad de determinar las reacciones en A 
con el fin de encontrar los momentos internos m y M. Usando el mé- 
todo de las secciones, el momento interno m se formula de la manera 
que se muestra en la figura 9-17b. fuerza unitaria 


: b 
Momento real M. Con base en la misma coordenada x, el momento (0) 


interno M se formula como se muestra en la figura 9-17c. 


de B es ho e 
y x 


“ 12 kN/m 
Ecuación del trabajo virtual. Entonces, el desplazamiento vertical”; AXRRRRRARRARRRN! 2 > 


12x 


15(10%) kN? - m* 
El 


M=-6x 


carga real 


or bien, (c) 
Figura 9-17 


15(10%) kN + m* 
200(10%) KN/m?(500(10%) mm*) (102 mmm!) 


Az 


= 0.150 m = 150 mm Resp. 
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EJEMPLO [9.8 


Determine la pendiente 9 en el punto B de la viga de acero que se mues- 
tra en la figura 9 18a. Considere que E = 200 GPa, / = 60(10%) mm*. 


Figura 9-18 


SOLUCIÓN 


Momento virtual m,. La pendiente en B se determina al colocar un 
momento de par unitario virtual de 1 kN + m en B, figura 9-18b. Aquí 
deben seleccionarse dos coordenadas x con el fin de determinar la 
energía de deformación virtual total en la viga. La coordenada x; 
toma en cuenta la energía de deformación dentro del segmento AB y 
la coordenada x, incluye la del segmento BC. Los momentos internos 
my dentro de cada uno de estos segmentos se calculan usando el mé- 
todo de las secciones como se muestra en la figura 9-18b. 


par unitario virtual 


(b) 
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| | =-3x 1 


carga real 
MM) =-3 (5 + 1) 


| 


y y, 


Momentos reales M. Si se usan las mismas coordenadas xy y x>, los 
momentos internos M se calculan como se muestra en la figura 9-18c. 


Ecuación del trabajo virtual. Entonces, la pendiente en B es resul- 
tado de 


E myM 
El 


_ Í (0)(=3x1) dx, A pues + x2)] dx, 
0 0 


1-0 = dx 


El 


112.5 kN - m? 
= jl 
B El (1) 


El 


También se pueden evaluar las integrales /m¿M dx de forma grá- 
fica, empleando la tabla que se encuentra al reverso de la portada de 
este libro. Para ello, primero es necesario establecer los diagramas 
de momento para las vigas en las figuras 9-18b y 9-18c. Éstos se mues- 
tran en las figuras 9-18d y 9-18e, respectivamente. Como no hay 
momento m para O = x < 5 m, sólo se utilizan las áreas sombreadas 
rectangulares y trapezoidales para evaluar la integral. Después de en- 
contrar estas formas en la fila y la columna correspondientes de la 
tabla, se tiene 


10 
/ mM dx = my(M; + MAL = H1)(-15 — 30)5 
5 M(kN-m) 
112.5 kN? - m* 


Este es el mismo valor que se determinó en la ecuación 1. Por lo tanto, 


112.5 kN? + m* 
200(10%) kN/m?[60(10%) mm*] (10? m*/mm?) 
03 = —0.00938 rad Resp. 


(1kN -m)- 05 


El signo negativo indica que 6 es opuesto a la dirección del momento 
de par virtual que se muestra en la figura 9-18b. 
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EJEMPLO [9.9 


Determine el desplazamiento en D de la viga de acero que se muestra 
en la figura 9-19a. Considere que E = 29(10*) ksi, 7 = 800 pulg?*. 


80 k-pie 
E 1 
A E ra] 
. 10 pies 


Figura 9-19 


SOLUCIÓN 


Momentos virtuales m. La viga está sometida a una carga virtual 
unitaria en D, como se muestra en la figura 9-19b. Por inspección, 
deben usarse tres coordenadas, como x;, Xx, y x3 para cubrir todas las 
regiones de la viga. Observe que estas coordenadas cubren las regio- 
nes donde no ocurren discontinuidades en las cargas ya sean reales o 
virtuales. Los momentos internos m se calcularon en la figura 9-19b 
por el método de las secciones. 


cargas virtuales 


(b) 
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80 k-pie 


M3=80-— 1x3 


cargas reales 


(c) 


Momentos reales M. En primer lugar se calculan las reacciones 
sobre la viga; después, empleando las mismas coordenadas x que se 
usaron para m,se determinan los momentos internos M como se mues- 
tra en la figura 9-19c. 


Ecuación del trabajo virtual. Al aplicar la ecuación del trabajo vir- 
tual a la viga, con los datos de las figuras 9-19b y 9-19c, se tiene 


, 10 0,75x, — 151(7x2) dx, 
/ El 


10 (—0.75x3)(80 — 1x3) dx3 
El 


3500 2750 6250 k - pie? 
El El El 


6250 k * pie*(12)* pulg” /pie? 
29(10%) k/pulg?(800 pulg?) 
= —0,466 pulg Resp. 


El signo negativo indica que el desplazamiento es hacia arriba, 
opuesto a la carga unitaria hacia abajo, figura 9-19b. También tenga en 
cuenta que en realidad no hay necesidad de calcular m, puesto que 
Mi; = 0. 
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EJEMPLO [9.10 


Determine el desplazamiento horizontal del punto C en el marco que 
se muestra en la figura 9-20a. Considere que E = 29(10%) ksi e 1 = 600 
pulg? para ambos elementos. 


(a) 
Figura 9-20 


SOLUCIÓN 


Momentos virtuales m. Por conveniencia, se usarán las coordena- 
das x, y x, en la figura 9-20b. Se aplica una carga unitaria horizontal 
en C, figura 9-20b. ¿Por qué? Las reacciones en los soportes y los mo- 
mentos internos virtuales se calculan como se muestra. 


m, = 1.25x, 


m < 


125k 


cargas virtuales 


(b) 
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My =40x, — 2x2 


25 k 


cargas reales 


(c) 


Momentos reales M. De igual manera, las reacciones en los sopor- 
tes y los momentos reales se calculan como se muestra en la figura 
9-20c. 


Ecuación del trabajo virtual. Con base en los datos de las figuras 
9-20b y 9-20c, se tiene 


1-Ac, NN 


10 (1x1)(40x, — 2x7) dx, 8 (1.25x,)(25x,) dx, 
dx = / añ d 
0 0 


El El El 


_ 83333 , 53333 _ 13666.7 k + pie? 
e" El El El 


(1) 


Si se desea, las integrales /mM/dx también pueden evaluarse gráfi- 
camente empleando la tabla que está detrás de la portada. Los diagra- 
mas de momento para el marco de las figuras 9-20b y 9-20c se muestran 
en las figuras 9-20d y 9-20e, respectivamente. Por lo tanto, utilizando las 
fórmulas para las formas semejantes de la tabla, se obtiene 


fra dx = $(10)(200)(10) + 1(10)(200)(8) 


8333.3 + 5333.3 = 13 666.7 k? + pie? 
Que es igual a lo que se calculó en la ecuación 1. Así, 
13 666.7 k - pie? 


[29(10*) k/pulgX((12)* pulg?/pie”)][600 pulg*pie*/(12)* pulg?*)] 
= 0.113 pies = 1.36 pulg Resp. 


Ac, = 
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EJEMPLO [9.11 


Determine la rotación tangencial en el punto C del marco que se mues- 
tra en la figura 9-21a. Considere que E = 200 GPa, 7 = 15(10%) mm!, 


Y > 
| 


m 


Figura 9-21 


cargas virtuales 


(b) 


cargas reales 


(c) 


SOLUCIÓN 


Momentos virtuales m,. Se usarán las coordenadas x, y x, que se 
muestran en la figura 9-21a. Se aplica un momento de par unitario en 
C y se calculan los momentos internos mp, figura 9-21b. 


Momentos reales M. De una manera similar, se calculan los mo- 
mentos reales M como se muestra en la figura 9-21c. 


Ecuación del trabajo virtual. Con base en los datos de las figuras 
9-21b y 9-21c, se tiene 


3(- == Xx X A X 
f 1(25x1) d 1, PA 
0 0 


El El 


y 15 _ 2625 KN + m? 
El El 


Ñ 26.25 kN - m? 
200(10%) kN/m?[15(10%) mm*](107% m*/mm!?) 
= 0.00875 rad Resp. 


Oc 
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9.8 Energía de deformación virtual 
causada por carga axial, fuerza 
cortante, torsión y temperatura 


Aunque las deflexiones en vigas y marcos se producen principalmente 
debido a la energía de deformación por flexión, en algunas estructuras la 
energía de deformación adicional de la carga axial, la fuerza cortante, 
la torsión y quizá la temperatura pueden llegar a ser importantes. A con- 
tinuación se considerará cada uno de estos efectos. 


Carga axial. Los elementos de un marco pueden estar sometidos a 
cargas axiales y la energía de deformación virtual causada por estas car- 
gas se ha establecido en la sección 9-4. Para los elementos que cuentan 
con un área constante en su sección transversal, se tiene 


nNL 
U, = 9-24 
n= (9-24) 
donde 
n = carga axial virtual interna causada por la carga unitaria virtual 
externa. 


N = fuerza axial interna en el elemento causada por las cargas reales. 
E = módulo de elasticidad del material. 

A = área de la sección transversal del elemento. 

L = longitud del elemento. 


Fuerza cortante. Para determinar la energía de deformación vir- 
tual debida a la fuerza cortante en una viga, se considerará el elemento 
dx de la viga que se muestra en la figura 9-22. La distorsión cortante dy 
del elemento cuando es causada por las cargas reales es dy = y dx. Si la 
deformación cortante y es causada por la respuesta de un material elás- 
tico lineal, entonces puede aplicarse la ley de Hooke, y = 7/G. Por lo 
tanto, dy = (7/G) dx. El esfuerzo cortante puede expresarse como T = 
K(V/A), donde K es un factor de forma que depende del perfil del área 
transversal A de la viga. Por lo tanto, se puede escribir dy = K(V/GA) dx . 
El trabajo virtual interno hecho por una fuerza cortante virtual v, que 
actúa sobre el elemento dy mientras se deforma, es entonces dU, = v dy 
= v(KV/GA) dx. Para toda la viga, la energía de deformación virtual se 
determina por integración. 


,= / x(%) dx (9-25) 


fuerza cortante virtual interna en el elemento, expresada en 
función de x y causada por la carga virtual unitaria externa. 
V = fuerza cortante interna en el elemento, expresada como una 
función de x y causada por las cargas reales. 
A = área de la sección transversal del elemento. 
K = factor de forma para el área de la sección transversal: 
K = 1.2 para secciones transversales rectangulares. 
K = 10/9 para secciones transversales circulares. 
K 1 para vigas de ala ancha o doble T, donde A es el área del alma. 
G = módulo de elasticidad al corte para el material. 


donde 
V 


V 
EL, 
dx —— 
Figura 9-22 
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Figura 9-23 


DEFLEXIONES EMPLEANDO MÉTODOS DE ENERGÍA 


Torsión. Con frecuencia, los marcos tridimensionales se someten a 
cargas de torsión. Si el elemento tiene una sección transversal circular, 
no ocurrirá ningún pandeo en su área transversal al cargarlo. Como re- 
sultado, puede obtenerse la energía de deformación virtual en el ele- 
mento. Para ello se considera un elemento dx del elemento que está 
sometido a un par de torsión T aplicado, figura 9-23. Este par de torsión 
produce una deformación cortante de y = (cd6)/dx. Dado que se pro- 
duce una respuesta material lineal elástica, entonces, y = 7/G, donde 7 = 
Tc/J. Por lo tanto, el ángulo de giro d9 = (y dx)/c = (1/Gc) dx = (T/GJ) 
dx. Si se aplica una carga unitaria virtual a la estructura que ocasione un 
par de torsión virtual interno t en el elemento, después de aplicar las car- 
gas reales, la energía de deformación virtual en el elemento de longitud 
dx será dU, = td6 = tT dx/GJ. Integrar a toda la longitud L del elemento 
da por resultado 


(TL 
U.= == 9-26 
=E (926) 
donde 
t = par de torsión virtual interno causado por la carga unitaria virtual 
externa. 


T = par de torsión interno en el elemento causado por las cargas reales. 
G = módulo de elasticidad al corte del material. 


J = momento polar de inercia para la sección transversal, J = rc*/2, 
donde c es el radio del área de la sección transversal. 


L = longitud del elemento. 


La energía de deformación virtual debida a la torsión de elementos 
que no tienen áreas transversales circulares se determina mediante un 
análisis más riguroso que el que se ha presentado aquí. 


Temperatura. En la sección 9-4 se consideró el efecto de un cambio 
de temperatura uniforme AT sobre un elemento de una armadura y se in- 
dicó que el elemento se alargaría o acortaría una cantidad AL = a ATL. 
Sin embargo, en algunos casos un elemento estructural puede estar so- 
metido a una diferencia de temperatura en toda su profundidad, como en 
el caso de la viga que se muestra en la figura 9-24a. Si esto ocurre, es po- 
sible determinar el desplazamiento de los puntos a lo largo de la curva 
elástica de la viga usando el principio del trabajo virtual. Para ello, pri- 
mero debe calcularse la cantidad de rotación de un elemento diferencial 
dx de la viga, causado por el gradiente térmico que actúa sobre la sección 
transversal de la viga. Para hacer más claro el análisis, se elegirá el caso 
más común de una viga que tiene un eje neutro situado a la mitad de la 
profundidad (c) de la viga. Al graficar el perfil de la temperatura, figura 
9-24b, se observará que la temperatura media es T), = (T, + T>)/2.Si T; 
> T,, la diferencia de temperatura en la parte superior del elemento 
causa una deformación de alargamiento, mientras que en la parte baja 
provoca una deformación por contracción. En ambos casos la diferencia 
de temperatura es AT), = T, — Tin = Tin — T,. Como el cambio térmico 
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a T; 


de longitud en la parte superior e inferior es de 9x = a AT, dx, figura 
9-24c, entonces la rotación del miembro es 


a AT, dx 
c 


do = 


Si se aplica una carga unitaria virtual en un punto de la viga donde 
debe determinarse el desplazamiento, o se aplica un momento de par 
unitario virtual en un punto donde desea conocerse el desplazamiento 
rotacional de la tangente, entonces esta carga crea un momento virtual m 
en la viga en el punto donde se encuentra el elemento dx. Cuando se im- 
pone el gradiente de temperatura, la energía de deformación virtual en 
la viga es 


L ma AT j, dx 
U emp => 6 (9-27) 


Cc 


donde 


m = momento virtual interno en la viga expresado en función de x, y 
causado por la carga unitaria virtual externa o el momento de 
par unitario virtual externo. 

a = coeficiente de expansión térmica. 

AT, = diferencia de temperatura entre la temperatura media y la tem- 
peratura en la parte superior o inferior de la viga. 
c= profundidad media de la viga. 


A menos que se indique lo contrario, en este texto se considerarán sólo 
las deflexiones en vigas y marcos debidas a la flexión. No obstante, por lo 
general los elementos de vigas y marcos pueden estar sometidos a varias 
de las otras cargas analizadas en esta sección. Sin embargo, como se men- 
cionó anteriormente, las deflexiones adicionales causadas por las fuerzas 
cortantes y axiales alteran la deflexión de las vigas en sólo un pequeño 
porcentaje por lo que generalmente se ignoran, incluso en el análisis de 
“pequeños” marcos de dos o tres elementos con un nivel de altura. Si 
éstos y otros efectos de la torsión y la temperatura deben considerarse 
en un análisis, entonces simplemente se agrega su energía de deforma- 
ción virtual definida por las ecuaciones 9-24 a 9-27 a la ecuación del 
trabajo virtual definido por la ecuación 9-22 o la ecuación 9-23. Los si- 
guientes ejemplos ilustran la aplicación de estas ecuaciones. 


pl ME, 

cl 
— 
¿OA 


|—T Sar, 


perfil de la temperatura 


(b) 


rotación positiva 


[es 


yan 


(c) 
Figura 9-24 
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EJEMPLO [9.12 


Determine el desplazamiento horizontal del punto C en el marco de 
la figura 9-25a. Considere que E = 29(10%) ksi, G = 12(10?) ksi, 1 = 
600 pulg* y A = 80 pulg? para ambos elementos. El área de la sección 
transversal es rectangular. Incluya la energía de deformación interna 
debida a la carga axial y la fuerza cortante. 


8 pies »| 
Ke 
A 


A 


(a) 
Figura 9-25 


SOLUCIÓN 

Aquí debe aplicarse una carga unitaria horizontal en C. Los diagra- 
mas de cuerpo libre necesarios para las cargas reales y virtuales se 
muestran en las figuras 9-25b y 9-25c. 


mo, = 1.25x) 


n,=1 


40 El 


1.25 k 25 k 


cargas virtuales cargas reales 


(b) (c) 


40 k —o»> 
V, = 40 — 4x, Í 
S pies 
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Flexión. La energía de deformación virtual debida a la flexión se 
determinó en el ejemplo 9-10. Se demostró que 


= = 1.357 pulg -k 


A í mM dx _13666.7k?-pie?  13666.7 k? - pie? (12* pulg*/1 pie”) 
Pdo El El [29(10*) k/pule?](600 pulg”) 


Carga axial. A partir de los datos de las figuras 9-25b y 9-25c, se 
tiene 


nNL 
U, NN Y AE 


1.25 k(25 k)(120 pulg) 1 k(0)(96 pulg) 
= + 
80 pulg?[29(10*) k/pulg?] — 80 pulg?[29(10*) k/pulg?] 


= 0.001616 pulg - k 


Fuerza cortante. Al aplicar la ecuación 9-25 con K = 1.2 para sec- 
ciones transversales rectangulares y al utilizar las funciones de fuerza 
cortante que se muestran en la figura 9-25b y 9-25c, resulta 


[E — 4x1) dx; A > dx, 
Ñ 0 0 


GA GA 


540 k? - pie(12 pulg/pie 
= E piel E e/P ne = 0.00675 pulg - k 
[12(10”) k/pulg”](80 pulg”) 


Si se aplica la ecuación del trabajo virtual, se tiene 


1k-+ Ac, = 1.357 pulg-k + 0.001616 pulg + k + 0.00675 pulg - k 


Ac, = 1.37 pulg Resp. 


h 


La inclusión de los efectos de la fuerza cortante y la carga axial contri- 
buyó sólo con un aumento del 0.6% sobre la respuesta que se deter- 
minó usando únicamente la flexión. 
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EJEMPLO [9.13 


La viga que se muestra en la figura 9-26a se utiliza en un edificio so- 
metido a dos ambientes térmicos diferentes. Si la temperatura en la 
superficie superior de la viga es de 80%F y en la inferior es de 160*F, 
determine la deflexión vertical de la viga en su punto medio, debido al 
gradiente de temperatura. Considere que a = 6.5(10—%)/%E. 


Figura 9-26 


SOLUCIÓN 

Dado que la deflexión en el centro de la viga debe determinarse, se 
coloca una carga virtual unitaria allí y se calcula el momento virtual 
interno en la viga, figura 9-26b. 

La temperatura media en el centro de la viga es (160? + 80%)/2 = 
120%F, por lo que para la aplicación de la ecuación 9-27, AT, = 120F 
— 80F = 40%. Además, c = 10 pulg/2 = 5 pulg. Al aplicar el princi- 
pio del trabajo virtual, se tiene 


Ema AT j, dx 
11b-Ag = 
0 (6 


dx 


' pule (3 x)6.5(1079)/*F(40*F) 
=2 
0 5 pulg 


Ac, = 0.0936 pulg 


El resultado indica una deflexión muy insignificante. 
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9.9 Teorema de Castigliano para vigas 
y marcos 


La energía de deformación por flexión interna para una viga o un marco 
resulta de la ecuación 9-11 (U, = fM? dx/2EI). Al sustituir esta ecuación 
en la ecuación 9-20 (A; = 9U,/0P;) y omitir el subíndice ¡, se tiene 


o LM dx 
0P Jl 2El 


WI 


En lugar de elevar al cuadrado la expresión del momento interno M, in- 
tegrar y luego obtener la derivada parcial, generalmente resulta más fácil 
diferenciar antes de la integración. Dado que E e / son constantes, se 


tiene 
IL 
IMY dx 
NS mí de (9-28) 


donde 


A = desplazamiento externo del punto causado por las cargas reales 
que actúan sobre la viga o marco. 

P = fuerza externa aplicada a la viga o marco en la dirección de A. 

M =momento interno en la viga o marco, expresado como una función 
de x y causado tanto por la fuerza P como por las cargas reales 
sobre la viga. 

E = módulo de elasticidad del material de la viga. 

/[ = momento de inercia del área de la sección transversal calculado 
respecto al eje neutro. 


Si debe determinarse la pendiente 9 en un punto, es necesario encon- 
trar la derivada parcial del momento interno M con respecto a un mo- 
mento de par externo M' que actúa en el punto, es decir, 


lb 
IM Y dx 
= il MESS (9-29) 


Las ecuaciones anteriores son similares a las usadas para el método del 
trabajo virtual, ecuaciones 9-22 y 9-23, excepto que oM/0P y ¿M/0M' 
remplazan a m y my, respectivamente. Como en el caso de las armaduras, 
generalmente se requiere un poco más de cálculo para determinar las 
derivadas parciales y aplicar el teorema de Castigliano en vez de em- 
plear el método del trabajo virtual. También, recuerde que este teorema 
sólo se aplica a materiales que tengan una respuesta elástica lineal. Si se 
desea una determinación más completa de la energía de deformación en 
la estructura, debe incluirse la energía de deformación debida a las fuer- 
zas cortantes, axiales y de torsión. Las deducciones para la fuerza cor- 
tante y la torsión siguen el mismo desarrollo que las ecuaciones 9-25 y 
9-26. Las energías de deformación y sus derivadas son, respectivamente, 
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Sin embargo, estos efectos no se incluyeron en el análisis de los proble- 
mas para este texto, debido a que las deflexiones en vigas y marcos se 
producen principalmente debido a la energía de deformación por fle- 
xión. Los marcos más grandes, o aquellos que tienen una geometría inu- 


sual, pueden analizarse por computadora, donde estos efectos pueden 
incorporarse fácilmente al análisis. 


Procedimiento de análisis 


El siguiente procedimiento proporciona un método que puede emplearse para determi- 
nar la deflexión y/o la pendiente en un punto de una viga o un marco usando el teorema 
de Castigliano. 


Fuerza externa P o momento de par M”' 


e Coloque una fuerza P sobre la viga o el marco en el punto y en la dirección del despla- 
zamiento deseado. 
e Si debe determinarse la pendiente, coloque un momento de par M' en el punto. 


e Se supone que tanto P como M' tienen una magnitud variable para obtener los cam- 
bios IM/9P o 9M/0M'. 


Momentos internos M 


e Establezca las coordenadas x apropiadas que son válidas dentro de las regiones de la 
viga o el marco donde no hay discontinuidad en la fuerza, la carga distribuida o el mo- 
mento. 


Calcule el momento interno M en función de P y M' y cada coordenada x. Además, 
calcule la derivada parcial 9M/9P o 9M/4M' para cada coordenada x. 
Después de determinar M y 9M/9P o 9M/9M”, asigne a Po M' su valor numérico si 


han sustituido a una fuerza o momento reales. De lo contrario, establezca P o M' igua- 
les a cero. 


Teorema de Castigliano 


e Aplique la ecuación 9-28 o 9-29 para determinar el desplazamiento A o la pendiente Q 
deseados. Es importante conservar los signos algebraicos de los valores correspon- 
dientes de M y 9M/0P o 9M/0M". 


e Sila suma resultante de todas las integrales definidas es positiva, A o O tienen la misma 
dirección que P o M”. 
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EJEMPLO [9.14 


Determine el desplazamiento del punto B de la viga que se muestra 
en la figura 9 27a. Considere que E = 200 GPa e 1 = 500(10%) mm!. 


12 kN/m 


SOLUCIÓN 


Fuerza externa P. Se coloca una fuerza vertical P sobre la viga en 
B como se muestra en la figura 9-27b. 


Momentos internos M. Se requiere una sola coordenada x para 
obtener la solución, puesto que no hay discontinuidades de carga 
entre A y B. Si se usa el método de las secciones, figura 9-27c, se tiene 


Dor y. 
)- xo 


(+EM =0; =M - E o 
Cc 
aM 


A Figura 9-27 
9P 


M= -6x? — Px 


Al establecer P = 0, su valor real, resulta 


aM 


AL tp 
6x 3P 


Teorema de Castigliano. Si se aplica la ecuación 9-28, se tiene 


Az = Pu(ee) dx Peso dx _ 15(10) kN mé 


OP)EI El El 
o bien 


15(10%) kN + m* 
200(10%) KN/m?[500(10%) mm*](10—2 m*/mm!) 
= 0.150 m = 150 mm Resp. 


Az 


Debe observarse la semejanza entre esta solución y la obtenida me- 
diante el método del trabajo virtual, ejemplo 9-7. 
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EJEMPLO [9.15 


Determine la pendiente en el punto B de la viga que se muestra en la 
figura 9-28a. Considere que E = 200 GPa, / = 60(10%) mm!. 


SOLUCIÓN 


Momento de par externo M'. Dado que debe determinarse la 
pendiente en el punto B, se coloca un par externo M' sobre la viga en 
ese punto, figura 9-28b. 


Momentos internos M. Para determinar los momentos interno en 
la viga deben usarse dos coordenadas, x, y x>, puesto que hay una dis- 
continuidad, M', en B. Como se muestra en la figura 9.28b, x, va de A 
a B y x, va de B a C. Utilizando el método de las secciones, figura 
9-28c, los momentos internos y las derivadas parciales se calculan de 
la siguiente manera: 


Para x:: 


q — —a— 
(+EM =0; M¡+3x,=0 


(0) M¡= 3x1 
My 


=0 
oM' 


M,-=M'+3(5+x,)=0 
M>,=M' - 3(5 + x>) 
IM, 

M' 


Teorema de Castigliano. Sise establece M' = 0, su valor real, y se 


Figura 9-28 aplica la ecuación 9-29, resulta 


_ fe 10) dx 1 + x2)(1) dx 1125kN-m? 
0 0 


El El El 


o bien 


112.5 kN « m? 
200(10%) kN /m?[60(10%) mm*](1072 m*/mm!?) 
= —0.00938 rad Resp. 


0 


El signo negativo indica que Oy es opuesto a la dirección del momento 
de par M'. Observe la similitud entre esta solución y la del ejemplo 9-8. 
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EJEMPLO |9.16 


Determine el desplazamiento vertical del punto C de la viga que 
se muestra en la figura 9-29a. Considere que E = 200 GPa, / = 
150(10%) mm. 


SOLUCIÓN 


Fuerza externa P. Se aplica una fuerza vertical P en el punto C, 
figura 9-29b. Después, esta fuerza será igual a un valor fijo de 
20 kN. 


Momentos internos M. En este caso se requieren dos coordenadas 
x para la integración, figura 9-29b, puesto que la carga es discontinua 
en C. Empleando el método de las secciones, figura 9-29c, se tiene 


Para x1: 


X1 


(+EM=0; -(24+0.5P)x, + a (3) +M,¡=0 


M,= (24 +0.5P)x, — 4% re! 
24 +0,5P 


M> = (8 + 0.5P)x, 


24 + 0.5P 


Teorema de Castigliano. Si se establece P = 20 kN, su valor real, y Figura 9-29 
se aplica la ecuación 9-28, resulta 


E 
IMA dx 
Ac= | ME=]= 
Es / (E 
4(34x, — 4x2)(0.5x,) dx, m pe dx, 
/ El 0 El 


234.7 kN - m* de 19 kKN-m  426.7kN- mé 
o El El El 


o bien 


426.7 kN - m* 
200(10%) kN/m?[150(10%) mm*] (107? m*/mm?) 
= 0.0142 m = 14.2 mm Resp. 


An, 
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EJEMPLO [9.17 


x, cos 60” + 6 pies  (c) 


Figura 9-30 


Determine la pendiente en el punto C del marco de dos elementos 
que se muestra en la figura 9-30a. El soporte en A es fijo. Considere que 
E = 29(10*) ksi, 7 = 600 pulg?*. 


SOLUCIÓN 


Momento de par externo M'. Se aplica un momento variable M' 
sobre el marco en el punto C, puesto que debe determinarse la pen- 
diente en este punto, figura 9-30b. Después, este momento se igualará 
a Cero. 


Momentos internos M. Debido a la discontinuidad de la carga in- 
terna en B,se eligen dos coordenadas x; y x>, como se muestra en la fi- 
gura 9-30b. Usando el método de las secciones, figura 9-30c, se tiene 


Para x1: 


(+2M =0; 


—M, — 24(x2c08 60? + 6) - M' =0 
M), = -24(x,c08 60” + 6) — M' 


Ma, 
oM' 


Teorema de Castigliano. Al establecer M' = 0 y aplicar la ecua- 
ción 9-29 se obtiene 


El El 


ED dx, , E cos 60% + 6)(-1) dx, 
0 


576 k * pie? mm 2040 k «pie?  2616k- pie? 
El El a El 


2616 k - pie?(144 pulg?/pie? 
0c = e a PO - ortórad 
29(10”) k/pulg”(600 pulg?) 


MM PROBLEMAS FUNDAMENTALES 


F9-1. Determine el desplazamiento vertical de la junta B. 
AE es constante. Use el principio del trabajo virtual. 


F9-2. Resuelva el problema F9-2 usando el teorema de 
Castigliano. | s0lb 


F9-1/9-2 
F9-3. Determine el desplazamiento horizontal de la junta A. 
AE es constante. Use el principio del trabajo virtual. 


| 8 pies 


F9-4. Resuelva el problema F9-3 usando el teorema de 
Castigliano. 


F9-3/9-4 


F9-5. Determine el desplazamiento horizontal de la junta D. 
AE es constante. Use el principio del trabajo virtual. 

F9-6. Resuelva el problema F9-5 usando el teorema de 
Castigliano. 


6KkN 


F9-5/9-6 


F9-7. Determine el desplazamiento vertical de la junta D. 
AE es constante. Utilice el principio del trabajo virtual. 


F9-8. Resuelva el problema F9-7 usando el teorema de 
Castigliano. 


SO kN 
F9-7/9-8 


F9-9, Determine el desplazamiento vertical de la junta B. 
AE es constante. Utilice el principio del trabajo virtual. 


F9-10. Resuelva el problema F9-9 usando el teorema de 
Castigliano. 


8 kN 


F9-9/9-10 


F9-11. Determine el desplazamiento vertical de la junta C. 
AE es constante. Use el principio del trabajo virtual. 


F9-12. Resuelva el problema F9-11 usando el teorema de 
Castigliano. 
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M PROBLEMAS FUNDAMENTALES 


F9-13. Determine la pendiente y el desplazamiento en el 
punto A. ET es constante. Use el principio del trabajo virtual. 


F9-14. Resuelva el problema F9-13 usando el teorema de 
Castigliano. 


30 kN 


3m - 


F9-13/9-14 


F9-15. Determine la pendiente y el desplazamiento en el 
punto A. ET es constante. Use el principio del trabajo virtual. 


F9-16. Resuelva el problema F9-15 usando el teorema de 
Castigliano. 


4kN-"m 
A B 
» 3m »| 


F9-15/9-16 


F9-17. Determine la pendiente y el desplazamiento en el 
punto B. ET es constante. Use el principio del trabajo virtual. 


F9-18. Resuelva el problema F9-17 usando el teorema de 
Castigliano. 


18 kN/m 


a 3m al 


F9-17/9-18 


F9-19. Determine la pendiente en A y el desplazamiento 
en el punto C. El es constante. Use el principio del trabajo 
virtual. 


F9-20. Resuelva el problema F9-19 usando el teorema de 
Castigliano. 


CREA PE n 


F9-21. Determine la pendiente y el desplazamiento en el 
punto C. ET es constante. Use el principio del trabajo virtual. 


F9-22. Resuelva el problema F9-21 usando el teorema de 
Castigliano. 


12kN 
A 2 B 
G 
Le 2m > 2m > 
F9-21/9-22 


F9-23. Determine el desplazamiento en el punto C. El es 
constante. Use el principio del trabajo virtual. 


F9-24. Resuelva el problema F9-23 usando el teorema de 
Castigliano. 


12 kKN/m 


F9-23/9-24 
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9-21. Determine el desplazamiento del punto C y la pen- 
diente en el punto B. El es constante. Use el principio del 
trabajo virtual. 


9-22. Resuelva el problema 9-21 usando el teorema de 
Castigliano. 


Probs. 9-21/9-22 


9-23. Determine el desplazamiento en el punto C. El es 
constante. Use el método del trabajo virtual. 


*9-24. Resuelva el problema 9-23 usando el teorema de 
Castigliano. 


Probs. 9-23/9-24 


9-25. Determine la pendiente en el punto C. El es cons- 
tante. Use el método del trabajo virtual. 


9-26. Resuelva el problema 9-25 usando el teorema de 
Castigliano. 


9-27. Determine la pendiente en el punto A. El es cons- 
tante. Use el método del trabajo virtual. 


*9-28. Resuelva el problema 9-27 usando el teorema de 
Castigliano. 


— Y 


A 


Probs. 9-25/9-26/9-27/9-28 


9-29. Determine la pendiente y el desplazamiento en el 
punto C. Use el método del trabajo virtual. E = 29(10%) ksi, 
T = 800 pulg”. 


9-30. Resuelva el problema 9-29 usando el teorema de 
Castigliano. 


6k 
A Les C >. 12 k-pie 
6 pies l. 6 pies ] 


Probs. 9-29/9-30 


9-31. Determine el desplazamiento y la pendiente en el 
punto C de la viga en voladizo. El momento de inercia de 
cada segmento se indica en la figura. Considere que E = 
29(10%) ksi. Use el principio del trabajo virtual. 


*9-32, Resuelva el problema 9-31 usando el teorema de 
Castigliano. 


B C 


Lag = 500 pulg* 


A = 200 pulg li kpie 


6 pies 3 pies 


Probs. 9-31/9-32 


9-33. Determine la pendiente y el desplazamiento en el 
punto B. ET es constante. Use el método del trabajo virtual. 


9-34. Resuelva el problema 9-33 usando el teorema de 
Castigliano. 


300 N/m 
CERRO RRRERERRRE 
r 3m 


Probs. 9-33/9-34 


9.9 


9-35. Determine la pendiente y el desplazamiento en el 
punto B. Suponga que el soporte en A es un pasador y en C 
es un rodillo. Considere E = 29(10%) ksi e 7 = 300 pulg*. Use 
el método del trabajo virtual. 


*9-36. Resuelva el problema 9-35 usando el teorema de 
Castigliano. 


ass 
10 pies 


Probs. 9-35/9-36 


9-37. Determine la pendiente y el desplazamiento en el 
punto B. Suponga que el soporte en A es un pasador y en C 
es un rodillo. Tome en cuenta la energía de deformación 
adicional debida a la fuerza cortante. Considere que E = 
29(10*) ksi, 7 = 300 pulg*, G = 12(10”) ksi y suponga que 
AB tiene un área en su sección transversal de A = 7.50 
pulg?. Use el método del trabajo virtual. 


4 k/pie 


Prob. 9-37 


9-38. Determine el desplazamiento del punto C. Use el 
método del trabajo virtual. Ef es constante. 


9-39, Resuelva el problema 9-38 usando el teorema de 
Castigliano. 


Probs. 9-38/9-39 
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*9-40. Determine la pendiente y el desplazamiento en el 
punto A. Suponga que C está articulado. Use el principio 
del trabajo virtual. El es constante. 


9-41. Resuelva el problema 9-40 usando el teorema de 
Castigliano. 


IE 2 


Probs. 9-40/9-41 


9-42. Determine el desplazamiento en el punto D. Use el 
principio del trabajo virtual. El es constante. 


8k 
3 k/pie 
y PORRO 
| — 
A B D 
-—4 pies ——>¡-—4 pies—|-—4 pies . 4 pies—> 


Prob. 9-42 


9-43. Determine el desplazamiento en el punto D. Use el 
teorema de Castigliano. El es constante. 


8k 


Br D 4 
-—4 pies 4 pies-—+—4 pies -| 


Prob. 9-43 


-—4 pies > 
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*9-44. Use el método del trabajo virtual para determinar la 
deflexión vertical en el soporte de oscilador D. ET es constante. 


9-45. Resuelva el problema 9-44 usando el teorema de 
Castigliano. 


8 pies 


Probs. 9-44/9-45 


9-46. El marco en forma de L se compone de dos segmen- 
tos, cada uno de longitud L y rigidez a la flexión El. Si se so- 
mete a la carga uniformemente distribuida, determine el 
desplazamiento horizontal del extremo C. Use el método 
del trabajo virtual. 


9-47. El marco en forma de L se compone de dos segmen- 
tos, cada uno de longitud L y rigidez a la flexión El. Si se so- 
mete a la carga uniformemente distribuida, determine el 
desplazamiento vertical del punto B. Use el método del tra- 
bajo virtual. 


*9-48. Resuelva el problema 9-47 usando el teorema de 
Castigliano. 


Probs. 9-46/9-47/9-48 


ladra darirrss, 
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9-49. Determine el desplazamiento horizontal del punto C. 
ET es constante. Use el método del trabajo virtual. 


9-50. Resuelva el problema 9-49 usando el teorema de 
Castigliano. 


400 lb/pie 


yá 
| 


C 200 1b/pie 


Probs. 9-49/9-50 


9-51. Determine la deflexión vertical en C. El área de la 
sección transversal y el momento de inercia de cada seg- 
mento se muestran en la figura. Considere que E = 200 
GPa. Suponga que A es un soporte fijo. Use el método del 
trabajo virtual. 


*9-52, Resuelva el problema 9-51, incluyendo el efecto de 
la energía de deformación cortante y axial. 


9-53. Resuelva el problema 9-51 usando el teorema de 
Castigliano. 


Ac = 6.5(10*) mm? 


C 
Igc = 100106) mm? | Pp” SO kN 


Arg = 18(10*) mm? 


Zag = 400(106) mm? | 

a Ñ 
y EA B 

Al 3m > 


Probs. 9-51/9-52/9-53 


29 


9-54. Determine la pendiente en A. Considere que E = 
29(107) ksi. El momento de inercia de cada segmento del 
marco se indica en la figura. Suponga que D es un soporte 
articulado. Use el método del trabajo virtual. 


9-55. Resuelva el problema 9-54 usando el teorema de 
Castigliano. 


12 k 
| 5 pies | S pies | 
Bo 30 
| Ipc= 900 pulg* 
| 
Lag = 600 pulg? 
12 pies 

Icp = 600 pulg* 


Probs. 9-54/9-55 


*9-56. Use el método del trabajo virtual y determine la de- 
flexión horizontal en C. El área de la sección transversal de 
cada elemento se indica en la figura. Suponga que los ele- 
mentos están articulados en sus extremos. E = 29(10*) ksi. 


9-57. Resuelva el problema 9-56 usando el teorema de 
Castigliano. 


B | 1 pulg? C 


4 pies 


= 3 pies ] 


Probs. 9-56/9-57 
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9-58. Use el método del trabajo virtual y determine la de- 
flexión horizontal en C. ET es constante. Hay un pasador en A. 
Suponga que C es un rodillo y que B es una junta fija. 


9-59, Resuelva el problema 9-58 usando el teorema de 
Castigliano. 


400 Ib/pie 


Be 


C 


Probs. 9-58/9-59 


*9-60. El marco está sometido a la carga de 5 k. Deter- 
mine el desplazamiento vertical en C. Suponga que los 
elementos están articulados en A, C y E, y que están conec- 
tados fijamente en las juntas acodadas B y D. El es cons- 
tante. Use el método del trabajo virtual. 


9-61. Resuelva el problema 9-60 usando el teorema de 
Castigliano. 


6 pies 


10 pies 


8 pies 8 pies >] 


Probs. 9-60/9-61 
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REPASO DEL CAPÍTULO 


Todos los métodos de energía se basan en el principio de la conservación de la energía, el cual establece que el trabajo rea- 
lizado por todas las fuerzas externas que actúan sobre la estructura, U,, se transforman en trabajo interno o energía de de- 
formación, U;, desarrollada en los elementos cuando la estructura se deforma. 


Una fuerza (momento) realiza trabajo U cuando experimenta un desplazamiento (rotación) en la dirección de la fuerza 
(momento). 


El principio del trabajo virtual se basa en el trabajo realizado por una fuerza unitaria “virtual” o imaginaria. Si debe obte- 
nerse la deflexión (rotación) en un punto de la estructura, se aplica una fuerza (momento de par) unitaria virtual a la es- 
tructura en ese punto. Esto ocasiona cargas virtuales internas en la estructura. El trabajo virtual se desarrolla cuando las 
cargas reales se colocan sobre la estructura provocando su deformación. 


Los desplazamientos en las armaduras se encuentran utilizando 


Si el desplazamiento es causado por la temperatura o errores de fabricación, entonces 


1-A = Ena ATL IAE ESA 
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Para las vigas y los marcos, el desplazamiento (rotación) se define a partir de 


El segundo teorema de Castigliano, también llamado el método del trabajo mínimo, puede usarse para determinar las de- 
flexiones en las estructuras que respondan elásticamente. Se afirma que el desplazamiento (rotación) en un punto de una 
estructura es igual a la primera derivada parcial de la energía de deformación en la estructura con respecto a una fuerza P 
(momento de par M”) que actúa en el punto y en la dirección del desplazamiento (rotación). Para una armadura 


Para vigas y marcos 


Las juntas de este marco de concreto conectadas fijamente hacen que la es- 
tructura sea estáticamente indeterminada. 


Análisis de estructuras 
estáticamente 
indeterminadas por el 
método de la fuerza 


En este capítulo se aplicará el método de la fuerza o de la flexibilidad 
para analizar armaduras, vigas y marcos estáticamente indetermina- 
dos. Al final del capítulo se presentará un método para dibujar la línea 
de influencia para una viga o un marco estáticamente indeterminado. 


10.1 Estructuras estáticamente 
indeterminadas 


En la sección 2-4 se estableció que una estructura de cualquier tipo se 
clasifica como estáticamente indeterminada cuando la cantidad de reac- 
ciones o fuerzas internas desconocidas excede a la de las ecuaciones de 
equilibrio disponibles para su análisis. En esta sección se analizarán los 
beneficios de utilizar las estructuras indeterminadas y dos formas funda- 
mentales en las que pueden analizarse. Tenga en cuenta que la mayoría 
de las estructuras diseñadas en la actualidad son estáticamente indeter- 
minadas. Esta indeterminación puede surgir como resultado de la añadi- 
dura de soportes o elementos, o debido a la forma general de la estruc- 
tura. Por ejemplo, las construcciones de concreto reforzado son casi 
siempre estáticamente indeterminadas porque las columnas y las vigas 
se vacían como elementos continuos a través de las juntas y sobre los 
soportes. 
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ANÁLISIS DE ESTRUCTURAS ESTÁTICAMENTE INDETERMINADAS POR... 


Ventajas y desventajas. Aunque el análisis de una estructura 
estáticamente indeterminada es más complicado que el de una estática- 
mente determinada, por lo general hay varias razones muy importantes 
para la elección de este tipo de estructura durante el diseño. Pero aún 
más importante es que, para una carga dada, el esfuerzo máximo y la de- 
flexión de una estructura indeterminada son generalmente más pe- 
queños que los de su contraparte estáticamente determinada. Por ejem- 
plo, la viga fijamente apoyada y estáticamente indeterminada de la 
figura 10-1a estará sometida a un momento máximo de Max = PL/8, 
mientras que la misma viga, cuando está simplemente apoyada, figura 
10-1b, se someterá a dos veces el momento, es decir, Mmáx = PL/4. En 
consecuencia, la viga fijamente apoyada tiene un cuarto de la deflexión y 
la mitad del esfuerzo en el centro que la viga simplemente apoyada. 

Otra razón importante para seleccionar una estructura estáticamente 
indeterminada es que tiene una tendencia a redistribuir su carga en sus 
soportes redundantes en las situaciones donde ocurre un diseño defec- 
tuoso o se presenta una sobrecarga. En estos casos, la estructura man- 
tiene su estabilidad y se evita el colapso. Lo anterior es particularmente 
importante cuando se imponen sobre la estructura cargas laterales re- 
pentinas, como las provocadas por el viento o los sismos. Para ilustrar 
esto, considere de nuevo la viga con un extremo fijo de la figura 10-1a. 
A medida que P aumenta, el material de la viga empieza a ceder en sus 
paredes y en su centro formando “articulaciones plásticas” localizadas, 
las cuales hacen que la viga se deforme, como si estuviera conectada me- 
diante bisagras o pasadores en estos puntos. Aunque la deflexión se haga 
grande, las paredes desarrollarán fuerzas horizontales y reacciones de 
momento que podrán sostener la viga y así evitar que se colapse por 
completo. En el caso de la viga simplemente apoyada de la figura 10-1b, 
una carga P excesiva hará que la “articulación plástica” se forme sólo en 
el centro de la viga y, debido a la gran deformación vertical, los soportes 
no desarrollarán ninguna fuerza horizontal ni reacciones de momento 
que pudieran ser necesarias para evitar un colapso total. 

Aunque las estructuras estáticamente indeterminadas pueden sopor- 
tar una carga con elementos más delgados y tienen mayor estabilidad en 
comparación con sus contrapartes estáticamente determinadas, hay 
casos en los que, por el contrario, estas ventajas pueden convertirse en 
desventajas. El ahorro de costos en material debe compararse con el 
costo adicional necesario para fabricar la estructura, puesto que en 
muchas ocasiones la construcción de los soportes y las juntas de una es- 
tructura indeterminada es más costosa que la de una determinada. Sin 
embargo, más importante aún es que las estructuras estáticamente inde- 
terminadas tienen reacciones redundantes en los soportes, es necesario 
tener mucho cuidado para evitar el desplazamiento diferencial de los so- 
portes, ya que este efecto introduce esfuerzos internos en la estructura. 
Por ejemplo, se ajustara si la pared ubicada en un extremo de la viga fija 
que se muestra en la figura 10-1a, se desarrollaría un esfuerzo en la viga 
debido a esta deformación “obligada”. Por otra parte, si la viga estuviera 
simplemente apoyada o estáticamente determinada, figura 10-15, enton- 
ces cualquier ajuste de su extremo no ocasionaría una deformación de la 
viga y, por lo tanto, no se desarrollará esfuerzo en la viga. Entonces, en 
general, cualquier deformación como la causada por el desplazamiento 
relativo de un soporte o los cambios en la longitud de los elementos por 
errores de fabricación o cambios de temperatura, introduce esfuerzos 
adicionales en la estructura, los cuales deben ser considerados en el di- 
seño de estructuras indeterminadas. 


10.1 ESTRUCTURAS ESTÁTICAMENTE INDETERMINADAS 


PO _—_= 8 pu 


Figura 10-1 


Métodos de análisis. Al analizar cualquier estructura indetermi- 
nada es necesario satisfacer los requisitos de equilibrio, compatibilidad y 
fuerza-desplazamiento para la estructura. El equilibrio se satisface cuando 
las fuerzas de reacción mantienen la estructura en reposo y la compatibi- 
lidad se cumple cuando los diferentes segmentos de la estructura se ajus- 
tan sin interrupciones o traslapes intencionales. Los requisitos de fuerza- 
desplazamiento dependerán de la forma en que responda el material; en 
este texto se ha supuesto una respuesta elástica lineal. En general, hay 
dos maneras diferentes de satisfacer estos requisitos cuando se analiza 
una estructura estáticamente indeterminada: el método de la fuerza o de 
la flexibilidad y el método del desplazamiento o de la rigidez. 


Método de la fuerza. Originalmente, James Clerk Maxwell desa- 
rrolló en 1864 el método de la fuerza y posteriormente fue refinado por 
Otto Mohr y Heinrich Miiller-Breslau. Este método fue uno de los pri- 
meros que existió para el análisis de estructuras estáticamente indeter- 
minadas. Como la compatibilidad forma la base de este método, en oca- 
siones se le ha llamado el método de la compatibilidad o el método de los 
desplazamientos consistentes. Este método consiste en escribir las ecua- 
ciones que satisfacen los requisitos de compatibilidad y de fuerza-despla- 
zamiento para la estructura con el fin de determinar las fuerzas redun- 
dantes. Una vez que se han determinado estas fuerzas, se calcula el resto 
de las fuerzas de reacción sobre la estructura mediante el cumplimiento de 
los requisitos de equilibrio. Los principios fundamentales involucrados 
en la aplicación de este método son fáciles de entender y desarrollar, y se 
estudiarán en este capítulo. 


Método del desplazamiento. Este método se basa en escribir 
primero las relaciones de fuerza-desplazamiento para los elementos, 
para luego satisfacer los requisitos de equilibrio de la estructura. En este 
caso las incógnitas en las ecuaciones son desplazamientos. Una vez que 
se han obtenido los desplazamientos, las fuerzas se determinan a partir 
de las ecuaciones de compatibilidad y de fuerza-desplazamiento. En los 
capítulos 11 y 12 se estudiarán algunas de las técnicas clásicas que se uti- 
lizan para aplicar el método del desplazamiento. Debido a que en la ac- 
tualidad casi todo el software para el análisis estructural se desarrolla 
usando este método, en los capítulos 14,15 y 16 se presentará una formu- 
lación de la matriz del método del desplazamiento. 

Cada uno de estos dos métodos de análisis, que se delinean en la figura 
10-2, tiene sus ventajas y desventajas particulares, dependiendo de la 
geometría de la estructura y de su grado de indeterminación. Al terminar 
la presentación de los métodos, se dará una explicación sobre la utilidad 
de cada uno de ellos. 
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Figura 10-2 


10.2 Método de análisis de la fuerza: 
Procedimiento general 


Tal vez la mejor manera de ilustrar los principios involucrados en el mé- 
todo de análisis de la fuerza sea considerar la viga que se muestra en la 
figura 10-3a. Si se dibujara su diagrama de cuerpo libre, habría cuatro 
reacciones desconocidas en los soportes; y como se puede disponer de 
tres ecuaciones de equilibrio para obtener una solución, la viga es inde- 
terminada de primer grado. Por lo tanto, se requiere una ecuación adicional 
para la solución. Con el fin de obtener esta ecuación se usará el principio 
de superposición y se considerará la compatibilidad del desplazamiento 
en uno de los soportes. Esto se hace al elegir una de las reacciones en los 
soportes como “redundante” y al eliminar temporalmente su efecto 
sobre la viga de manera que ésta se vuelva estáticamente determinada y 
estable. Esta viga se conoce como la estructura primaria. Aquí se elimi- 
nará la acción de restricción del oscilador en B. Como resultado, la carga 
P hará que B que se desplace hacia abajo en una cantidad Ag, como se 
muestra en la figura 10-3b. Sin embargo, por superposición, la reacción 
desconocida en B, es decir, B,, hace que la viga en B se desplace A' gg 
hacia arriba, figura 10-3c. Aquí, la primera literal de esta notación de 
doble subíndice se refiere al punto (B) donde se especifica la deflexión, y 
la segunda literal se refiere al punto (B) donde actúa la reacción desco- 
nocida. Si se supone que los desplazamientos positivos actúan hacia 
arriba, entonces, a partir de las figuras 10-3a a 10-3c, es posible escribir la 
ecuación de compatibilidad necesaria en el oscilador como 


Ahora se indicará el desplazamiento en B causado por una carga uni- 
taria que actúa en la dirección de B, como el coeficiente de flexibilidad li- 
neal fgg, figura 10-3d. Si se emplea el mismo esquema anterior para esta 
notación de doble subíndice, fgy es la deflexión en B causada por una 
carga unitaria en B. Como el material se comporta de una manera lineal- 
elástica, una fuerza B, que actúa en B, en vez de la carga unitaria, cau- 
sará un incremento proporcional en fgg. Por lo tanto, es posible escribir 


Arg = Byf pg 


Cuando se escribe en este formato, puede verse que el coeficiente de fle- 
xibilidad lineal fyg es una medida de la deflexión por unidad de fuerza, por 
lo que sus unidades son m/N, pie/lb, etcétera. Por lo tanto, la ecuación 
de compatibilidad anterior puede escribirse en términos de la incógnita 
B, como 


0 = Az + Byf pg 


10.2 MÉTODO DE ANÁLISIS DE LA FUERZA: PROCEDIMIENTO GENERAL 


Si se emplean los métodos de los capítulos 8 o 9, o la tabla de deflexiones 
que se encuentra detrás de la portada del libro, es posible obtener las re- 
laciones adecuadas de carga-desplazamiento para la deflexión Ag, figura 
10-3b, y el coeficiente de flexibilidad fyg, figura 10-3d; asimismo puede 
determinarse la solución para B,, es decir, B, = Ag/fgp. Una vez hecho 
esto, se pueden encontrar las tres reacciones en la pared A a partir de las 
ecuaciones de equilibrio. 

Como se indicó anteriormente, la elección de la redundante es arbitra- 
ria. Por ejemplo, el momento en A, figura 10-4a, puede determinarse di- 
rectamente al eliminar la capacidad de la viga para soportar un momento 
en A, es decir, al sustituir el soporte fijo por un pasador. Como se mues- 
tra en la figura 10-4b, la rotación en A ocasionada por la carga P es 9 a, y la 
rotación en A causada por la redundante Ma en A es 0” 44, figura 10-4c. 
Si se denota un coeficiente de flexibilidad angular a, como el desplaza- 
miento angular en A causado por un momento de par unitario aplicado 
sobre A, figura 10-4d, entonces, 


, pan 
Ora = Mara 


Por lo tanto, el coeficiente de flexibilidad angular mide el desplaza- 
miento angular por unidad de momento par, y por lo tanto tiene unida- 
des de rad/N +. m o de rad/lb . pie, etcétera. Por lo tanto, la ecuación de 
compatibilidad para la rotación en A requiere que, 


(7+) 0= 01. + Ma0ar 


En este caso, MA = —0 4/94 4, un valor negativo; que simplemente significa 
que M, actúa en una dirección opuesta a la del momento de par unitario. 
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En la figura 10-5a se da un tercer ejemplo que ilustra la aplicación del 
método de la fuerza. Aquí la viga es indeterminada de segundo grado, y 
por lo tanto se requieren dos ecuaciones de compatibilidad para obtener 
la solución. Se elegirán las fuerzas verticales en los soportes de rodillo B 
y C como redundantes. La viga estáticamente determinada resultante se 
deforma como se muestra en la figura 10-5b cuando se retiran las fuer- 
zas redundantes. Cada una de estas fuerzas, que se supone actúan hacia 
abajo, deforma la viga como se muestra en las figuras 10-5c y 10-5d, res- 
pectivamente. Aquí, los coeficientes de flexibilidad fgg y fcg se encuen- 
tran a partir de una carga unitaria que actúa en B, figura 10-Se; y fec y fgc 
se hallan a partir de una carga unitaria que actúa en C, figura 10-5f. Por 
superposición, las ecuaciones de compatibilidad para la deflexión en B y 
C son, respectivamente 


(+4) 0= Az + Bf pg + Csfze 
(10-1) 
(ela 0 = Ac + Byfen + Cyfcc 


Una vez establecidas las relaciones carga-desplazamiento utilizando los 
métodos de los capítulos 8 o 9, se pueden resolver simultáneamente estas 
ecuaciones para obtener las dos fuerzas desconocidas, B, y C,,. 

Después de haber ilustrado la aplicación del método de análisis de la 
fuerza mediante un ejemplo, ahora se analizará su aplicación en térmi- 
nos generales y luego se empleará como base para la solución de proble- 
mas relacionados con armaduras, vigas y marcos. Sin embargo, para 
todos estos casos tenga en cuenta que como el método depende de la su- 
perposición de desplazamientos, es necesario que el material permanezca 
elástico lineal cuando se somete a una carga. Además, considere que cual- 
quier carga de reacción externa o interna en un punto de la estructura 
puede determinarse directamente al liberar en primer lugar la capacidad 
de la estructura para soportar la carga, y después escribir una ecuación de 
compatibilidad en el punto. Vea el ejemplo 10-4. 


*fgy es la deflexión en B causada por una carga unitaria en B; fcg es la deflexión en C cau- 
sada por una carga unitaria en B. 
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Procedimiento de análisis 


El siguiente procedimiento ofrece un método general para determinar las reacciones o 
cargas internas de estructuras estáticamente indeterminadas utilizando el método de 
análisis de la fuerza o la flexibilidad. 


Principio de superposición 


Determine el número de grados n en que la estructura es indeterminada. Después, espe- 
cifique las n fuerzas o los n momentos redundantes desconocidos que deben retirarse de 
la estructura para que sea estáticamente determinada y estable. Utilizando el principio 
de superposición, dibuje la estructura estáticamente indeterminada y muestre que es 
igual a una serie de estructuras estáticamente determinadas correspondientes. La estruc- 
tura primaria soporta las mismas cargas externas que la estructura estáticamente inde- 
terminada, y cada una de las estructuras que se añaden a la estructura primaria muestra 
la estructura cargada con una fuerza o momento redundante separado. También, trace la 
curva elástica en cada estructura e indique simbólicamente el desplazamiento o la rota- 
ción en el punto de cada fuerza o momento redundante. 


Ecuaciones de compatibilidad 


Escriba una ecuación de compatibilidad para el desplazamiento o la rotación en cada 
punto donde haya una fuerza o momento redundante. Estas ecuaciones deben expre- 
sarse en términos de las redundantes desconocidas y sus correspondientes coeficientes 
de flexibilidad obtenidos de las cargas o momentos de par unitarios que son colineales 
con las fuerzas o momentos redundantes. 

Determine todas las deflexiones y todos los coeficientes de flexibilidad empleando la 
tabla que aparece detrás de la portada, o los métodos de los capítulos 8 o 9.* Sustituya 
estas relaciones de carga-desplazamiento en las ecuaciones de compatibilidad y resuelva 
las redundantes desconocidas. En particular, si el valor numérico de una redundante es 
negativo, indica que la redundante actúa opuesta a su fuerza unitaria o momento unitario 
correspondiente. 


Ecuaciones de equilibrio 


Dibuje un diagrama de cuerpo libre de la estructura. Como las fuerzas y/o momentos re- 
dundantes ya han sido calculados, las reacciones desconocidas restantes pueden determi- 
narse a partir de las ecuaciones de equilibrio. 

Es necesario tener en cuenta que una vez que se hayan obtenido todas las reacciones 
en los soportes, es posible dibujar los diagramas de fuerza cortante y de momento, así 
como determinar la deformación en cualquier punto de la estructura mediante los 
mismos métodos descritos anteriormente para estructuras estáticamente determinadas. 


*Se sugiere que si el diagrama de M/El[ para una viga consiste en segmentos simples, se usen los teoremas del mo- 
mento de área o el método de la viga conjugada. La vigas con diagramas M/El complicados, es decir, aquellas que 
presentan muchos segmentos curvos (parabólicos, cúbicos, etcétera) pueden analizarse fácilmente utilizando el mé- 
todo del trabajo virtual, o el segundo teorema de Castigliano. 
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10.3 Teorema de Maxwell de los 
desplazamientos recíprocos; 
Ley de Betti 


Cuando Maxwell desarrolló el método de análisis de la fuerza, también 
publicó el teorema que relaciona los coeficientes de flexibilidad de cual- 
quiera de los dos puntos en una estructura elástica, ya sea una armadura, 
una viga o un marco. Este teorema se conoce como el teorema de los 
desplazamientos recíprocos y puede enunciarse como sigue: El desplaza- 
miento de un punto B en una estructura debido a una carga unitaria que 
actúa en el punto A es igual al desplazamiento del punto A cuando la 
carga unitaria actúa en el punto B, es decir, fza = fap. 

La comprobación de este teorema puede realizarse fácilmente me- 
diante el principio del trabajo virtual. Por ejemplo, considere la viga de la 
figura 10-6. Cuando una carga unitaria real actúa en A, suponga que los 
momentos internos en la viga están representados por ma. Para determi- 
nar el coeficiente de flexibilidad en B, es decir, fy,, se coloca una carga 
virtual unitaria en B, figura 10-7, y se calculan los momentos internos mg. 
Entonces, al aplicar la ecuación 9-18 se obtiene 


MgMaA 
= d 
Fea ] El Xx 


Del mismo modo, si debe determinarse el coeficiente de flexibilidad f4g 
cuando una carga unitaria real actúa en B, figura 10-7, entonces mg re- 
presenta los momentos internos en la viga debido a una carga unitaria 
real. Por otra parte, m representa los momentos internos debidos a una 
carga unitaria virtual en A, figura 10-6. Por lo tanto, 


MAMB 
= d 
Fañ El Xx 


Figura 10-6 


Figura 10-7 
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Por supuesto, ambas integrales dan el mismo resultado, lo que demuestra 
el teorema, el cual también se aplica en las rotaciones recíprocas, y puede 
enunciarse como sigue: La rotación en el punto B de una estructura de- 
bida al momento de par unitario que actúa en el punto A es igual a la ro- 
tación en el punto A, cuando el momento de par unitario actúa en el punto B. 
Por otra parte, si se usa una fuerza unitaria y un momento concentrado 
unitario, aplicados en puntos separados de la estructura, también se 
puede establecer que: la rotación en radianes en el punto B de una estruc- 
tura debida a una carga unitaria que actúa en la junta A es igual al despla- 
zamiento en el punto A, cuando un momento concentrado unitario actúa 
en el punto B. 

Como consecuencia de este teorema, es posible ahorrarse algunos tra- 
bajos al aplicar el método de la fuerza a los problemas que son estática- 
mente indeterminados de segundo grado o de un grado superior. Por 
ejemplo, en las ecuaciones 10-1 sólo debe calcularse uno de los dos coefi- 
cientes de flexibilidad fgc o fc, puesto que fgc = fcg. Por otra parte, el 
teorema de los desplazamientos recíprocos tiene aplicaciones en el aná- 
lisis de modelos estructurales y en la construcción de líneas de influencia 
con el principio de Múller-Breslau (vea la sección 10-10). 

Cuando el teorema de los desplazamientos recíprocos se formaliza en 
un sentido más general, se conoce como la ley de Betti. Dicho breve- 
mente: El trabajo virtual SU, g realizado por un sistema de fuerzas 2P y 
que experimentan un desplazamiento causado por un sistema de fuerzas 
2P, es igual al trabajo virtual SU, causado por las fuerzas 2P , cuando 
la estructura se deforma debido al sistema de fuerzas de Pz. En otras 
palabras, SU¿g = 8Uga. La comprobación de este enunciado es similar a 
la dada anteriormente para el teorema de los desplazamientos recíprocos. 


10.4 Método de análisis de la fuerza: Vigas 


El método de la fuerza aplicado a las vigas se describió de manera gene- 
ral en la sección 10-2. Utilizando el “procedimiento de análisis” que tam- 
bién se vio en esa misma sección, se presentan ahora varios ejemplos que 
ilustran la aplicación de esta técnica. 


E > - : ho : 


Estas trabes de puente son estáticamente indeterminadas 
puesto que son continuas sobre sus pilares. 
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EJEMPLO 


Determine la reacción en el soporte de rodillo B de la viga que se 
muestra en la figura 10-84. El es constante. 


viga real 


34.4 kN 


(a) 
Figura 10-8 


112kN-m 


M(kN-m) 


t 


B 
estructura primaria redundante B, aplicada 


SOLUCIÓN 


Principio de superposición. Por inspección, la viga es estática- 
mente indeterminada de primer grado. La redundante se tomará 
como B, de modo que esta fuerza pueda determinarse directamente. 
En la figura 10-8b se muestra la aplicación del principio de superposi- 
ción. Observe que la remoción de la redundante requiere que se retire 
el soporte de rodillo o la acción restrictiva de la viga en la dirección de 
B,. Aquí se ha supuesto que B, actúa hacia arriba sobre la viga. 


Ecuación de compatibilidad. Si se toma el desplazamiento posi- 
tivo como dirigido hacia arriba, figura 10-8b, se tiene 


(+1) 0=-—Az+ Bf ag (0) 


Los términos Ag y fgg se obtienen fácilmente usando la tabla de la 
portada interior. En particular, observe que Ag = Ac + 6c(6 m) Por lo 
tanto, 


P(L/2y óS A) 


Ap = 3] 2E1 M2 
(SOKN)(6m)?  (SOKN)(6 m)? 9000 kN « m? 
+ (6m) = y 
3El 2El El 
PL 10m? _ 576m 
3El 3El El 


Al sustituir estos resultados en la ecuación (1) resulta 


(+1) 0 = 0d + ES By, = 15.6kN Resp. 


1 


Fe = 


Si esta reacción se coloca sobre el diagrama de cuerpo libre de la viga, 
las reacciones en A pueden obtenerse a partir de las tres ecuaciones 
de equilibrio, figura 10-8c. 

Después de haber determinado todas las reacciones, puede cons- 
truirse el diagrama de momento como se muestra en la figura 10-8d. 
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EJEMPLO 


Dibuje los diagramas de fuerza cortante y de momento para la viga 
que se muestra en la figura 10-9a. El soporte en B se asienta 1.5 pulg. 
Considere que E = 29(10%) ksi, 7 = 750 pulg?. 
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viga real 


(a) 


estructura primaria redundante B, aplicada 


Figura 10-9 


SOLUCIÓN 


Principio de superposición. Por inspección, la viga es indetermi- 
nada de primer grado. Se elegirá el soporte central B como redun- 
dante, de manera que se elimina el rodillo en B, figura 10-9b. Aquí se 
supone que B, actúa hacia abajo sobre la viga. 


Ecuación de compatibilidad. Con referencia al punto B de la fi- 
gura 10-9b, usando unidades en pulgadas, se requiere 


(+1) 1.5 pulg = Az + B,f gg (1) 


Se utilizará la tabla de la portada interior. Observe que para Ag la ecua- 
ción de la curva de deflexión requiere que O < x < a. Como x = 24 
pies, entonces a = 36 pies. Por lo tanto, 


Ml Pbx > 
Ap= Eo 


_ 31,680 k* pie? 
a El 

PL 1(48)  2304k: pie? 
—48EI  48EI El 


Faz 


Al sustituir estos valores en la ecuación (1), se obtiene 


1.5 pulg (29(10*) k/pulg?) (750 pulg?) 
= 31,680 k - pie*(12 pulg/pie)? + B,(2304 k - pie?) (12 pulg/pie)* 
By = 300 É 


El signo negativo indica que B, actúa hacia arriba sobre la viga. 
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EJEMPLO [10.2 (Continuación) 


Ecuaciones de equilibrio. A partir del diagrama de cuerpo libre 
que se muestra en la figura 10-9c se tiene 


(+ EM =0; -20(12) + 5.56(24) + C,(48) =0 
0, = D02R 


+P3F, =0; Ay - 20+ 556 +222=0 
Aj IDD0R 


Con base en estos resultados, verifique los diagramas de fuerza cor- 
tante y de momento que se muestran en la figura 10-9d. 


A 
ll 12 | 1 | 
l— pies =— pies 24 pies 
A, =12.22k 5.56 k Cy = 2.22 k 
(c) 


na x (pies) 
.22 


x (pies) 
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EJEMPLO 


Dibuje los diagramas de fuerza cortante y de momento para la viga 
que se muestra en la figura 10-10a. El es constante. Ignore los efectos 
de la carga axial. 


SOLUCIÓN 


Principio de superposición. Como la carga axial es insignificante, 
la viga es indeterminada de segundo grado. Los dos momentos en los 
extremos A y B se considerarán como los redundantes. La capacidad 
de la viga para resistir estos momentos se elimina al colocar un pasa- 
dor en A y un oscilador en B. El principio de superposición aplicado a 
la viga se muestra en la figura 10-10b. 


Ecuaciones de compatibilidad. La referencia a los puntos A y B, 
figura 10-105, requiere que 


(7+) 0=014 + Maara + Mg0a8 (1) 
(1+) 0= 03 + Maaza + Mgagg (Q) 


, == 
rn = Madar 


momento redundante Ma aplicado 


momento redundante Mz aplicado 
(b) 
Figura 10-10 
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EJEMPLO |10.3 (Continuación) 


Las pendientes y los coeficientes de flexibilidad angular necesarios 
pueden determinarse usando la tabla que se encuentra detrás de la 
portada. Se tiene 


_ 3wL? _3Q)20)_ 375 
128E1  128EIl El 
TwL3  T7(Q)Q0Y 2917 


-384EI 384El El 
ML  1(20) 6.67 
e 25” ar El 
ML  1(20) 6.67 
“BB Sor ¿EN El 
ML  1(20) 3.33 


“AB GEL 6El El 


da 


Oz 


Observe que eg, = %4p, es consecuencia del teorema de Maxwell de 
los desplazamientos recíprocos. 
Si se sustituyen los datos en las ecuaciones (1) y (2) resulta 


375 6.67 3.33 
rra ml) id Maz) 


291.7 3.33 6.67 
Pe" mas) E ms) 


Al cancelar El y resolver estas ecuaciones simultáneamente, se ob- 
tiene 


Ma = -45.8k: pie Mp = -20.8 k: pie 


Con estos resultados pueden calcularse las fuerzas cortantes en los ex- 
tremos, figura 10-10c, y graficarse los diagramas de cortante y de mo- 
mento. 


En x (pies) 


3.19 


20 


x (pies) 
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EJEMPLO 


Determine las reacciones en los soportes de la viga que se muestra en 
la figura 10-11a. El es constante. 


SOLUCIÓN 


Principio de superposición. Por inspección, la viga es indetermi- 
nada de primer grado. Aquí, con fines ilustrativos, se elegirá el mo- 
mento interno en el soporte B como la redundante. En consecuencia, 
la viga se corta y se colocan pasadores extremos o una bisagra en Ba 
fin de liberar sólo la capacidad de la viga para resistir momentos en 
este punto, figura 10-115. El momento interno en B se aplica a la viga 
en la figura 10-11c. 


Ecuaciones de compatibilidad. A partir de la figura 10-11a se re- 
quiere que la rotación relativa de un extremo de una viga con res- 
pecto al extremo de la otra viga sea igual a cero, es decir, 


(7+) 03 + Mgagg = 0 
donde 
0 = 05 +05 


al P ” 
AB = Ag + Ugg 


120 lb/pie 500 lb 


ITITIIJ FT], 


E A 
=== 
12 pies ls dele pies 


viga real 


A 


estructura primaria 
(b) 
+ 


, "” 
Mgz0 gg Mg0” gg 


momento redundante Mz aplicado 


(c) Figura 10-11 
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EJEMPLO |10.4 (Continuación) 


Las pendientes y los coeficientes de flexibilidad angulares pueden 
determinarse a partir de la tabla que se presenta detrás de la portada, 
es decir, 


wL?  120(12)”  86401b:pie? 
24EI — 24El El 
PL? 500(10)?  31251b+pie? 
16EI 16El El 
ML 1(12) 4pies 
3El — 3El El 
ML  1(10) 3.33 pies 
3El — 3El El 


Así 


8640 lb «pie?  31251b-* pie? (E pies 3.33 pes) 
+ + Mz + = 
El El El El 
My = -1604 lb * pie 
El signo negativo indica que Mg actúa en la dirección opuesta a la 
que se muestra en la figura 10-11c. Utilizando este resultado, se calcu- 
lan las reacciones en los soportes como se muestra en la figura 10-11d. 


Además, los diagramas de fuerza cortante y de momento son como se 
muestra en la figura 10-11e. 


120 Ib/pie 


ALL | $0 
854 lb 854 1 | lb 410 lb | 


1264 lb 
D 


A 8 


(4) 


M (lb :pie) 


e x (pies) x (pies) 
—89.6 ] 
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10.5 Método de análisis de la fuerza: 
Marcos 


El método de la fuerza es muy útil para resolver problemas relacionados 
con marcos estáticamente indeterminados que tienen un solo nivel y una 
geometría inusual, como los bastidores de dos aguas. Los problemas que 
involucran marcos con varios niveles, o aquellos que presentan un alto 
grado de indeterminación, se resuelven de mejor manera mediante los 
métodos de pendiente-deflexión, de la distribución del momento, o de la 
rigidez que se analizarán en capítulos posteriores. 

Los siguientes ejemplos ilustran las aplicaciones del método de la 
fuerza usando el procedimiento de análisis descrito en la sección 10-2. 


EJEMPLO 


El marco, o caballete, que se muestra en la fotografía se usa para so- 
portar la cubierta del puente. Si se supone que El es constante, se 
puede presentar un dibujo del marco junto con sus dimensiones y la 
carga aplicada, figura 10-12a. Determine las reacciones en los soportes. 


(a) 
Figura 10-12 


SOLUCIÓN 


Principio de superposición. Por inspección, el marco es estática- 
mente indeterminado de primer grado. Se elegirá la reacción horizon- 
tal en A como redundante. En consecuencia, el pasador A se remplaza 
por un oscilador, puesto que un soporte de este tipo no restringirá A 
en la dirección horizontal. El principio de superposición aplicado al 
modelo idealizado de la estructura se muestra en la figura 10-12b. Ob- 
serve cómo se deforma el marco en cada caso. 
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EJEMPLO |10.5 (Continuación) 


40 kN/m 


estructura primaria 


40 kN/m 


Asf, AA 


fuerza redundante A, aplicada 


Ecuación de compatibilidad. La referencia al punto A de la figura 
10-12b requiere que 


(S) 0=Ar + Adra 0) 


Los términos A, y f14 se determinarán usando el método del tra- 
bajo virtual. Debido a la simetría de la geometría y la carga sólo se ne- 
cesitan tres coordenadas x. Éstas y los momentos internos se muestran 
en las figuras 10-12c y 10-12d. Es importante que cada coordenada x 
sea la misma tanto para las cargas reales como para las virtuales. 
Además, las direcciones positivas de M y m deben ser las mismas. 

Para A, se requiere la aplicación de las cargas reales, figura 10-12c, 
y una carga unitaria virtual en A, figura 10-12d. Así, 


d (0 (1x,)dx; A (200x,)(-5)dx> 
/ El ha 2/ El 


, 5 (1000 + 200x3 — 20x3)(-5)dx3 
6 El 


y 25000 _ 666667 _ _ 916667 
El El El 


X3 
2 


= 1000 + 200x3 — 20x2 


(c) 


10.5 MÉTODO DE ANÁLISIS DE LA FUERZA: MARCOS 


Para f44 se requiere la aplicación de una carga unitaria real y una 
carga unitaria virtual que actúe en A, figura 10-12d. Por lo tanto, 


L mm 5 (1x1)dx, >, A 
= dx=2 +2 | (5*dx+2] (5d 
tar= | epax=2 | Ea ara | (Saa 


583.33 
El 


Sustituyendo los resultados en la ecuación (1) y resolviendo se ob- 
tiene 


-91666.7 583.33 
= ——————— + y 
il El al El ) 


A, = 157kN Resp. 


Ecuaciones de equilibrio. Con este resultado, en la figura 10-12e se 
muestran las reacciones sobre el modelo idealizado de la estructura. 


40 kN/m 


el 157.1 kN 
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EJEMPLO 


Determine el momento en el soporte fijo A para el marco que se 
muestra en la figura 10-13a. El es constante. 


4, 


.3 pies—] 
(a) Figura 10-13 


SOLUCIÓN 


Principio de superposición. El marco es indeterminado de primer 
grado. Se puede obtener una solución directa de M, al elegirlo como 
redundante. Así, la capacidad del marco para soportar un momento 
en A se elimina y por lo tanto se usa un pasador en el soporte. El prin- 
cipio de superposición aplicado a la estructura se muestra en la figura 
10-13b. 


Ecuación de compatibilidad. La referencia al punto A en la figura 

10-135 requiere que 

(1+) 0=04 + Ma0a4aA (1) 
Como en el ejemplo anterior, 0, y a, se calcula utilizando el mé- 

todo del trabajo virtual. Las coordenadas x del marco y los momentos 

internos se muestran en las figuras 10-13c y 10-13d. 


A momento redundante 
marco real estructura primaria M, aplicado 


(b) 


10.5 MÉTODO DE ANÁLISIS DE LA FUERZA: MARCOS 415 


Para 6, se requiere la aplicación de las cargas reales, figura 10-13c, y 
un momento de par unitario virtual, figura 10-13d. Por lo tanto, 


E 
Mmy dx 
iS 3/ El 


8(29.17x,)(1 — 0.0833x,) dx; 
o / El 


5(296.7x, — 50x3)(0.0667x,) dx» 
+ 
q El 


_ 518.5 , 303.2 _ 821.8 
El "El El 


Para a, se requiere la aplicación de un momento de par unitario 
real y un momento de par unitario virtual que actúe en A, figura 10-13d. 
Por tanto, 


= y Es pay 


es — 0.0833x,)? dx; A per dx) 
0 0 


El El 


3.85 4 0.185 4.04 
El El El 


Sustituyendo estos resultados en la ecuación (1) y resolviendo se ob- 
tiene 


A=-204lb-pie Resp. 


El signo negativo indica M, actúa en la dirección opuesta a la que se 
muestra en la figura 10-13b. 


222, 2d lb 


500 1b, E A=> 0810 


3 
PY 7 e 4296.71 


//' [M) =296:7x, — 50x?] 


| [M_=29.17x, 


ua sá 


f—=> 0.0833 Ib 


ME >, 0667 1b 
// Ím, = 0. 0667x>| 


0.0833 E 
| 1 lb-pie 
0 


(a) 
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M PROBLEMAS FUNDAMENTALES 


F10-1. Determine las reacciones en el soporte fijo en A y 
en el rodillo en B. El es constante. 


40 kN 


F10-2. Determine las reacciones en el soporte fijo en A y 
en el rodillo en B. El es constante. 


F10-2 


F10-3. Determine las reacciones en el soporte fijo en A y 
en el rodillo en B. El soporte B se asienta 5 mm. Considere 
que E = 200 GPa e 7 = 300 (10%) mm!. 


F10-3 


F10-4. Determine las reacciones en la articulación A y en 
los rodillos en B y C. 


Ms 
7 _D B C 
A 
L L 
F10-4 


FI0-5. Determine las reacciones en la articulación A y en 
los rodillos en B y C sobre la viga. El es constante. 


- 4m 


F10-6. Determine las reacciones en la articulación A y en 
los rodillos en B y C sobre la viga. El soporte B se asienta 5 
mm. Considere que E = 200 GPa, 7 = 300(10%) mm!. 


10 kN/m 


g=E_ 


10.5 MÉTODO DE ANÁLISIS DE LA FUERZA: MARCOS 417 


E PROBLEMAS 


10-1. Determine las reacciones en los soportes A y B. El 
es constante. 


L L - 


Prob. 10-1 


10-2. Determine las reacciones en los soportes A, B y C, 
después dibuje los diagramas de fuerza cortante y de mo- 
mento. El es constante. 


12 kip 


1 ED; 
— 6 pies .. 12 pies 


Prob. 10-2 


L 6 pies 


10-3. Determine las reacciones en los soportes A y B. El 
es constante. 


Prob. 10-3 


*10-4. Determine las reacciones en los soportes A, B y C; 
después dibuje el diagrama de fuerza cortante y de mo- 
mento. ET es constante. 


Prob. 10-4 


10-5. Determine las reacciones en los soportes, después 
dibuje el diagrama de fuerza cortante y de momento. El es 
constante. 


A B_ 2 


E la E ] 


Prob. 10-5 


10-6. Determine las reacciones en los soportes, después 
dibuje el diagrama de momentos. Suponga que B y C son 
rodillos y que A está articulado. El soporte en B se asienta 40 
hacia abajo 0.25 pies. Considere que E = 29(10%)ksi e 7 = 

500 pulg?. 


' 12 pies 4 12 pies 


Prob. 10-6 
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10-7. Determine la deflexión en el extremo B de la tira 
asegurada de acero A-36. El resorte tiene una rigidez k = 2 
N/mm. La tira tiene 5 mm de ancho y 10 mm de alto. 
Además, dibuje los diagramas de fuerza cortante y de mo- 
mento para la tira. 


- 200 mm / 
| 


k=2N/mm 


Prob. 10—7 


*10-8. Determine las reacciones en los soportes. En la fi- 
gura se muestra el momento de inercia para cada segmento. 
Suponga que el soporte en B es un rodillo. Considere que E 
= 29(107) ksi. 


10k 


a 4 
a Lag = 600 pulg! LB Tc = 300 ll C 


18 pies de 12 pies 


Prob. 10-8 


10-9. La viga simplemente apoyada se somete a la carga 


q0 que se muestra. Determine la deflexión en su centro C. El 


es constante. 


OO 
_ 8 pies ls 8 pies , 


Prob. 10-9 
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10-10. Determine las reacciones en los soportes, después 
dibuje el diagrama de momentos. Suponga que el soporte 
en B es un rodillo. El es constante. 


> DES lb-pie 


- 8 pies - 


Prob. 10-10 


10-11. Determine las reacciones en los soportes, después 
dibuje el diagrama de momentos. Suponga que A está articu- 
lado y que B y C son rodillos. El es constante. 


600 Ib/pie 


4 15 


E 15 pies L 


Prob. 10-11 


15 pies >| 


*10-12. Determine las reacciones en los soportes, después 
dibuje el diagrama de momentos. Suponga que el soporte 
en A está articulado y que B y C son rodillos. El es cons- 
tante. 


25 pies » 


10 l 10 | 
pies pies 


Prob. 10-12 


10-13. Determine las reacciones en los soportes. Suponga 
que A y C están articulados y que la junta en B está conec- 
tada fijamente. El es constante. 


18 pies - — 


Prob. 10-13 


10-14. Determine las reacciones en los soportes. El es 
constante. 


500 Ib/pie 


Prob. 10-14 
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10-15. Determine las reacciones en los soportes, después 
dibuje el diagrama de momentos para cada elemento. El es 


constante. 


Prob. 10-15 


“10-16. Determine las reacciones en los soportes. Su- 
ponga que A está conectado fijamente. E es constante. 


8kN/m 


EA 


Tax = 1250 (10%) mm 


9m 


Igc = 625 (10%) mm* 


Prob. 10-16 


10 
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10-17. Determine las reacciones en los soportes. El es 10-19. El marco de acero soporta las cargas indicadas. De- 

constante. termine las componentes horizontal y vertical de la reac- 
ción en los soportes A y D. Dibuje el diagrama de momen- 
tos para los elementos del marco. E es constante. 


CERA 3Kk/pi 


A COREA 
— ' E 
al B L= 2, 
6m = 
a rn 12 pies Í, Li 
a 
Prob. 10-17 
yA ll lalo 
- 15 pies » 
Prob. 10-19 


10-18. Determine las reacciones en los soportes A y D. El 
momento de inercia de cada segmento del marco se mues- 
tra en la figura. Considere que E = 29(10%) ksi. 


“10-20. Determine las reacciones en los soportes. Su- 
ponga que A y B están articulados y que las juntas en C y D 
son conexiones fijas. El es constante. 


d He 2: 


Igc = 800 pulg? 


10 —> A 


Lag = 600 pulg?* Tep = 600 pulg* 10 pies 


1.5 k/pie 12 pies 


A A D y Y 
- 10 pies > A 15 pies > 


Prob. 10-18 Prob. 10-20 
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10-21. Determine las reacciones en los soportes. Suponga 10-23. Determine las reacciones en los soportes. Suponga 
que A y D están articulados. El es constante. que A y B están articulados. El es constante. 


9 kN/m 
8k 

Mr 

[En 
PD € 
| 5m 

15 pies | 
4m 
an 
a i A B 
Ss ES A == an 
Prob. 10-21 —”. 
Prob. 10-23 


10-22. Determine las reacciones en los soportes. Suponga 


que A y B están articulados. El es constante. 
“10-24. Dos tablas, cada una con el mismo El y la misma 


longitud L se cruzan entre sí de manera perpendicular, 
como se muestra en la figura. Determine las reacciones ver- 
ticales en los soportes. Suponga que las tablas apenas se 
tocan entre sí antes de aplicar la carga P. 


20kN:m 20kN:m 


Prob. 10-22 Prob. 10-24 
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10.6 Método de análisis de la fuerza: 
Armaduras 


El grado de indeterminación de una armadura, por lo general puede de- 
terminarse por inspección; sin embargo, si esto se hace difícil, use la 
ecuación 3-1, b + r > 2j. Aquí las incógnitas están representadas por el 
número de fuerzas en las barras (b), más las reacciones en los soportes 
(r), y el número de ecuaciones de equilibrio disponibles es de 2j puesto 
que pueden escribirse dos ecuaciones para cada una de las juntas (7). 

El método de la fuerza es muy adecuado para analizar armaduras que 
son estáticamente indeterminadas de primero o segundo grado. Los si- 
guientes ejemplos ilustran la aplicación de este método usando el proce- 
dimiento de análisis descrito en la sección 10-2. 


EJEMPLO 


Determine la fuerza en el elemento AC de la armadura que se mues- 
tra en la figura 10-14a. A£ es igual para todos los elementos. 


SOLUCIÓN 


Principio de superposición. Por inspección, la armadura es inde- 
terminada de primer grado.* Como debe determinarse la fuerza en el 
elemento CA, éste se elegirá como redundante. Para ello es necesario 
“cortar” el elemento para que no pueda sostener una fuerza, con lo 
que la viga se vuelve estáticamente determinada y estable. El princi- 


pio de superposición aplicado a la armadura se muestra en la figura 
10-14b. 


Figura 10-14 Ecuación de compatibilidad. Con referencia al elemento AC en la 
figura 10-14b, se requiere que el desplazamiento relativo Aye, el cual 
ocurre en los extremos del elemento cortado AC debido a la carga de 


400 lb, más el desplazamiento relativo Fycfac ac causado por la fuerza 
redundante que actúa sola, sea igual a cero, es decir, 


0= Aac + Facfac ac 


armadura real estructura primaria aplicación de F¿¿ redundante 


(b) 


*Al aplicar la ecuación 3-1,b + r >2j06 + 3 > 2(4),9>8,9 — 8 = ler grado. 


10.6 MÉTODO DE ANÁLISIS DE LA FUERZA: ARMADURAS 


Aquí el coeficiente de flexibilidad fac 1c representa el desplazamiento 
relativo de los extremos cortados del elemento AC causado por una 
carga unitaria “real” que actúa en los extremos cortados del ele- 
mento AC. Este término, facac y Arc se calcularán empleando el mé- 
todo de análisis del trabajo virtual. El análisis de la fuerza, utilizando 


el método de los nudos, se resume en las figuras 10-14c y 10-14d. 

Para A yc se requiere la aplicación de la carga real de 400 lb, figura 
10-14c, y una fuerza unitaria virtual que actúa en los extremos corta- 
dos del elemento AC, figura 10-14d. Por lo tanto, 


NL 
Aac = 2 


; CA! , 0:6)(0)(6)  (—0.6)(300)(6) 
AE AE AE 


, (1) 500)(10) | (OCIO) 
AE 


Para fac ac se requiere la aplicación de las fuerzas unitarias reales y 
las fuerzas unitarias virtuales que actúan en los extremos cortados del 
elemento AC, figura 10-14d. Así, 


2 
nóL 
fac ac = AE 


(08)8) 
2 AE 


34.56 
AE 


Al sustituir los datos en la ecuación (1) y resolver, se obtiene 


11 200 , 34.56 
AE AE ** 


Fac = 324 1b (T) Resp. 


Dado que el resultado numérico es positivo, AC está sometido a 
tensión tal como se supuso, figura 10-14b. Usando este resultado, las 
fuerzas en los otros elementos pueden encontrarse mediante el equili- 
brio, usando el método de los nudos. 
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EJEMPLO 


armadura real 


(a) 


5.59 k (C) 


(c) 


Determine la fuerza en cada elemento de la armadura que se muestra 
en la figura 10-15a si el torniquete sobre el elemento AC se utiliza 
para acortar el elemento en 0.5 pulgadas. Cada barra tiene un área en 
su sección transversal de 0.2 pulg?, y E = 29 (106) psi. 


estructura primaria aplicación de F¿c redundante 
(b) 
Figura 10-15 


SOLUCIÓN 


Principio de superposición. Esta armadura tiene la misma geo- 
metría que la del ejemplo 10-7. Como AC se ha acortado, se elegirá 
como redundante, figura 10-15b. 


Ecuación de compatibilidad. Debido a que no hay cargas externas 
que actúen sobre la estructura primaria (armadura), no habrá despla- 
zamiento relativo entre los extremos del elemento seccionado cau- 
sado por la carga; es decir Ayc = 0. El coeficiente de flexibilidad fac ac 
se determinó en el ejemplo 10-7, por lo que 


EE 
AC AC AE 


Si se supone que la cantidad en la que se acorta la barra es positiva, 
entonces la ecuación de compatibilidad para la barra es 


34.56 
0.5 pulg =0+ TS 
Al reconocer que el £4c 40 es una medida del desplazamiento por uni- 
dad de fuerza, se tiene 
34.56 pies(12 pulg/pie) 


(0.2 pulg?)[29(10%) Ib/pulg?] 


0.5 pulg = 0 + AC 


Por lo tanto, 
Fac = 6993 lb = 6.99 k (T) Resp. 


Dado que sobre la armadura no actúa ninguna fuerza externa, las 
reacciones externas son iguales a cero. Por lo tanto, si se usa Fac y se 
analiza la viga mediante el método de los nudos se obtienen los resul- 
tados que se muestras en la figura 10-15c. 


10.7 ESTRUCTURAS COMPUESTAS 425 


10.7 Estructuras compuestas 


Las estructuras compuestas están formadas por algunos elementos some- 
tidos sólo a fuerza axial, mientras que otros elementos están sujetos a fle- 
xión. Si la estructura es estáticamente indeterminada, el método de la 
fuerza puede ser convenientemente empleado para su análisis. El si- 
guiente ejemplo ilustra el procedimiento. 


EJEMPLO 


La viga de péndola armada que se muestra en la foto- 
grafía está simplemente apoyada y debe diseñarse para 
soportar una carga uniforme de 2 kN /m. Las dimensio- 
nes de la estructura se muestran en la figura 10-164. De- 
termine la fuerza desarrollada en el elemento CE. No 
tome en cuenta el espesor de la viga y suponga que los 
elementos de la armadura están conectados mediante 
pasadores a la viga. Además, ignore el efecto de la com- 
presión axial y la fuerza cortante en la viga. El área de 
la sección transversal de cada puntal es de 400 mn, y 
para la viga / = 20 (10%) mm?. Considere que E = 200 (a) 


GPa. Figura 10-16 


estructura real 


SOLUCIÓN 


Principio de superposición. Si se conoce la fuerza en uno de 
los elementos de la armadura, entonces es posible determinar 
la fuerza en todos los demás elementos, así como en la viga, me- 
diante la estática. Por lo tanto, la estructura es indeterminada 
de primer grado. Para obtener la solución, se elige la fuerza en 
el elemento CE como la redundante. Entonces, este elemento 
se secciona para eliminar su capacidad de sostener una fuerza. 
El principio de superposición aplicado a la estructura se mues- 
tra en la figura 10-16b. 


Ecuación de compatibilidad. Con referencia al desplaza- 
miento relativo de los extremos cortados del elemento CE, fi- 
gura 10-16b, se requiere 


0 = Acg + Feefce ce (1) (b) 


Ferfcrce 


redundante de F¿; aplicada 
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EJEMPLO [10.9 (Continuación) 


Se usará el método del trabajo virtual para encontrar Acz y fer cr: El 
análisis de fuerzas necesario se muestra en las figuras 10-16c y 10-16d. 


2 kN/m 


Ne 


MB 


to a | 


m, = -0.5x7 + 0.5(x, — 2) 
=-1 
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Para Acg se requiere la aplicación de las cargas reales, figura 10-16c, 
y una carga unitaria virtual aplicada a los extremos cortados del ele- 
mento CE, figura 10-16d. Aquí se usará la simetría tanto de la carga 
como de la geometría, y sólo se tendrá en cuenta la energía de defor- 
mación en la viga y, por supuesto, la energía de deformación axial en 
los elementos de la armadura. Por lo tanto, 


2 (6x1 — xi)(-0.5x1)dx1 
/ El 


El AE 


22 (5) 


3 (6x, — A)N=Ddx, Ñ nan 


-29.33(10%) 
200(102)(20)(1076) 


Para fer cg Se requiere la aplicación de una carga unitaria real y una 
carga unitaria virtual en los extremos cortados del elemento CE, fi- 
gura 10-164. Por lo tanto, 


L 2 2 Zf= 2 3/_4v2 
mádx niL (=0.5x1)“dx1 (-1)“dx, 
fcrce = | Za =2/ +2/ 


El El El 


AE AE AE 


(1118(V5) (0.511) (10) 
O DE O E 


1.3333 2 5.590 05 2 
E ++ > - 
El El AE AE AE 


Ñ 3.333(10*) 8.090(10*) 
200(10%(20)(107%) — 400(10"%(200(10?)) 


= 0.9345(10?) m/kN 
Sustituyendo los datos en la ecuación (1) se tiene 


0 = —7.333(10*) m + Fof(0.9345(10"*) m/kN) 
7.85 KN Resp. 
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10.8 Comentarios adicionales sobre el 
método de análisis de la fuerza 


Ahora que ya se han desarrollado las ideas básicas sobre el método de la 
fuerza, se procederá a generalizar su aplicación y analizar su utilidad. 

Cuando se calculan los coeficientes de flexibilidad, f;¡(o a,;;), para la es- 
tructura, puede observarse que sólo dependen de los materiales y de las 
propiedades geométricas de los elementos y no de la carga de la estruc- 
tura primaria. Por lo tanto, una vez determinados, estos valores pueden 
usarse para calcular las reacciones para cualquier carga. 

Para una estructura que tiene n reacciones redundantes, R,,, se pueden 
escribir n ecuaciones de compatibilidad, a saber: 


y Eu + RE JR, =0 
Ay + far + faRa + +: + fanta =0 


As + Fat + fa Ro + cn Es 


Aquí los desplazamientos, A;,..., Á,, son causadas tanto por las cargas 
reales sobre la estructura primaria como por el asentamiento de los so- 
portes o los cambios dimensionales debidos a las diferencias de tempera- 
tura o a los errores de fabricación en los elementos. Para simplificar el 
cálculo de estructuras que tienen un alto grado de indeterminación, las 
ecuaciones anteriores pueden replantearse en forma matricial, 


fm fe o: fun|| Ri A 
fa a 7 Fan [| Rea [_ % (10-2) 
Fa fa vu fm Ra A, 
o simplemente 
fR = —A 


En particular, observe que f; = fil fiz = f,1, etcétera), una consecuencia 
del teorema de Maxwell de los desplazamientos recíprocos (o ley de 
Betti). Por lo tanto, la matriz de flexibilidad será simétrica, y esta carac- 
terística es beneficiosa en la solución de grandes conjuntos de ecuaciones 
lineales, como en el caso de una estructura altamente indeterminada. 

A lo largo de este capítulo se han determinado los coeficientes de fle- 
xibilidad usando el método del trabajo virtual que se aplica a toda la 
estructura. Sin embargo, es posible obtener estos coeficientes para cada 
elemento de la estructura, para después, usando las ecuaciones de trans- 
formación, obtener sus valores de toda la estructura. Este enfoque se 
analiza en los libros dedicados al análisis matricial de estructuras y no 
se incluye en este texto.* 


*Vea, por ejemplo, H. C. Martin, Introduction to Matrix Methods of Structural Analysis, Mc- 
Graw-Hill, Nueva York. 
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Aunque los detalles para la aplicación del método de análisis de la 
fuerza mediante métodos informáticos también se omite aquí, es posible 
hacer algunos comentarios y observaciones generales que se aplican al 
utilizar este método para resolver problemas que son altamente indeter- 
minados y que, por consiguiente, implican grandes conjuntos de ecuacio- 
nes. A este respecto, la precisión numérica de la solución mejora si los 
coeficientes de flexibilidad situados cerca de la diagonal principal de la 
matriz f son mayores que los situados fuera de la diagonal. Para lograr 
este objetivo, debe dedicarse alguna reflexión a la selección de la estruc- 
tura primaria. Para facilitar el cálculo de f;;, también es conveniente ele- 
gir la estructura primaria de modo que sea algo simétrica. Esto tenderá a 
producir algunos coeficientes de flexibilidad similares o iguales a cero. 
Por último, la forma alterada de la estructura primaria debe ser similar a 
la de la estructura real. Si esto ocurre, entonces las redundantes indu- 
cirán sólo pequeñas correcciones a la estructura primaria, lo que resulta 
en una solución más precisa de la ecuación 10-2. 


10.9 Estructuras simétricas 


Un análisis estructural de cualquier estructura altamente indeterminada 
O, para ese caso, incluso una estructura estáticamente determinada, se 
puede simplificar siempre que el diseñador o el analista puedan recono- 
cer aquellas estructuras que son simétricas y que soportan cargas simé- 
tricas o antisimétricas. En un sentido general, una estructura puede ser 
clasificada como simétrica siempre que la mitad de ésta desarrolle la 
misma carga interna y deflexiones que las de su imagen reflejada en el 
espejo respecto a su eje central. Normalmente la simetría requiere que la 
composición del material, la geometría, los soportes y la carga sean igua- 
les en cada lado de la estructura. Sin embargo, esto no siempre tiene que 
ser así. Tenga en cuenta que para la estabilidad horizontal se requiere un 
pasador para soportar la viga y la armadura en las figuras 10-17a y 10-17b. 
Aquí, la reacción horizontal en el pasador es igual a cero y, por lo tanto, 
ambas estructuras se deforman y producen la misma carga interna que 
su contraparte reflejada. Como resultado, pueden clasificarse como 
simétricas. Observe que esto no sería así para el marco de la figura 10-17c, 
si el soporte fijo en A se sustituyera por un pasador, puesto que entonces 
la forma alterada y las cargas internas no serían iguales en sus lados iz- 
quierdo y derecho. 


10 


eje de simetría 


(a) 


Figura 10-17 


(b) 


eje de simetría 


10 
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| eje de simetría 


(c) 
Figura 10-17 


En ocasiones, una estructura simétrica soporta una carga antisimé- 
trica, es decir, la carga de su lado reflejado tiene la dirección opuesta, 
como lo muestran los dos ejemplos de la figura 10-18. Siempre que la es- 
tructura sea simétrica y su carga sea simétrica o antisimétrica, un análisis 
estructural sólo tendrá que llevarse a cabo en la mitad de los elementos 
de la estructura, puesto que en la otra mitad se producirán resultados 
iguales (simétrica) u opuestos (antisimétrica). Si una estructura es simé- 
trica y su carga aplicada es antisimétrica, entonces es posible transformar 
esa carga en componentes simétricos y antisimétricos. Para ello, primero 
la carga se divide en dos, luego se refleja hacia el otro lado de la estructura 
y se producen los componentes tanto simétricos como antisimétricos. Por 
ejemplo, la carga sobre la viga de la figura 10-19a se divide en dos y se re- 
fleja sobre el eje de simetría de la viga. A partir de esto, se producen los 
componentes simétricos y antisimétricos de la carga como se muestra 
en la figura 10-19b. Cuando estos componentes se suman se produce la 
carga original. Ahora puede realizarse un análisis estructural por sepa- 
rado empleando los componentes de carga simétrica y antisimétrica, 
para después superponer los resultados y así obtener el comportamiento 
real de la estructura. 


carga antisimétrica 


Figura 10-18 


dE 
ba pulidos] 


tIITIFA * 


1kN/m 4kN 


carga antisimétrica 


(b) 
Figura 10-19 
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MM PROBLEMAS 


10-25. Determine la fuerza en cada elemento de la arma- 10-27. Determine la fuerza en el elemento AC de la arma- 
dura. AÉ es constante. dura. AÉ es constante. 


A 
3 pies 
3m 
A 
3 pies 
3m 
E 


Prob. 10-25 


Prob. 10-27 


10-26. Determine la fuerza en cada elemento de la arma- 

dura. El área de la sección transversal de cada elemento se 

indica en la figura. E = 29 (10?) ksi. Suponga que los ele- 

mentos están articulados en sus extremos. *10-28. Determine la fuerza en el elemento AD de la ar- 
madura. El área de la sección transversal de cada elemento 
se muestra en la figura. Suponga que los elementos están ar- 
ticulados en sus extremos. Considere que E = 29(10%) ksi. 


3 pies 


Prob. 10-26 Prob. 10-28 


10 
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10-29. Determine la fuerza en cada elemento de la arma- 
dura. Suponga que los elementos están articulados en sus 
extremos. AE es constante. 


20 kN 
10 kN 15 kN 
le D | C 
(333 E CREES Hg 
| 
2m 
— E 
= 2m >| 2m » 
Prob. 10-29 


10-30. Determine la fuerza en cada elementos de la arma- 
dura articulada. A£ es constante. 


10 


B 


Prob. 10-30 
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10-31. Determine la fuerza en el elemento CD de la ar- 
madura. AÉ es constante. 


Prob. 10-31 


“10-32. Determine la fuerza en el elemento GB de la ar- 
madura. AÉ es constante. 


C 
10 pies 10 pies 


10k 15k Sk 


Prob. 10-32 


10-33. La viga en voladizo AB recibe soporte adicional 
mediante dos tirantes. Determine la fuerza en cada una de 
estas barras. Pase por alto la compresión axial y la fuerza 
cortante en la viga. Para la viga, 1, = 200(10%) mm' y para 
cada tirante, A = 100 mm. Considere que £ = 200 GPa. 


80 kN 


Prob. 10-33 


10-34. Determine la fuerza en los elementos AB, BC y 
BD que se utilizan junto con la viga para soportar la carga 
de 30 k. La viga tiene un momento de inercia de / = 600 
pulg?, los elementos AB y BC tienen una sección transver- 
sal de 2 pulg? y BD tiene una sección transversal de 4 pulg?. 
Considere que E = 29(10”) ksi. Ignore el espesor de la viga 
y su compresión axial, asimismo suponga que todos los ele- 
mentos están articulados. Asuma también que el soporte en 
A es un pasador y en E es un rodillo. 


T 
O 


3 pies 


> 
o 
a 


- 3 pies 4 pies E 
30 k 


Prob. 10-34 
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10-35. La viga armada soporta la carga uniformemente 
distribuida. Si todos los elementos de la armadura tienen un 
área en su sección transversal de 1.25 pulg? determine la 
fuerza en el elemento BC. Pase por alto la profundidad y 
la compresión axial en la viga. Considere que E = 29(10*) ksi 
para todos los elementos. Además, para la viga, [¿p = 750 
pulg*. Suponga que A es un pasador y D es un oscilador. 


4 pies —- 


4 pies 
Prob. 10-35 


*10-36. La viga armada soporta una fuerza concentrada 
de 80k en su centro. Determine la fuerza en cada uno de los 
tres puntales y dibuje el diagrama de momento flexionante 
para la viga. Los puntales tienen un área en su sección 
transversal de 2 pulg?. Supongamos que están articulados 
en sus extremos. No tome en cuenta la profundidad de la 
viga ni el efecto de la compresión axial en ésta. Considere 
que E = 29 (10%) ksi para la viga y los puntales. Además, 
para la viga, 7 = 400 pulg?. 


(o) RA A a e) 
| 4 
. Á B 
5 pies 
| C 
- 12 pies - 12 pies 
Prob. 10-36 


10 


10 
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10-37. Determine las reacciones en el soporte C. El es 
constante para ambas vigas. 


Prob. 10-37 


10-38. La viga AB tiene un momento de inercia [ = 475 
pule* y yace sobre los soportes lisos en sus extremos. Una 
varilla CD de 0.75 pulgadas de diámetro está soldada al 
centro de la viga y al soporte fijo en D. Si la temperatura de 
la varilla se reduce en 150 “EF, determine la fuerza desarro- 
llada en la barra. Tanto la viga como la barra están hechas 
de un acero para el cual E = 200 GPa y a = 6.5(10*)/%E 


5 pies >] 


k 5 pies >. 


50 pulg 


Prob. 10-38 
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10-39. La viga en voladizo se sostiene en un extremo me- 
diante una barra de suspensión AC de $ pulgadas de diáme- 
tro y está fija en el otro extremo B. Determine la fuerza en la 
barra debido a una carga uniforme de 4 k/pie. E = 29(10*) 
ksi, tanto para la viga como para la barra. 


15 pies 


4k/pie 


Tc = 350 pulg?* 


- 20 pies > 


Prob. 10-39 


*10-40. El ensamble estructural soporta las cargas indica- 
das. Dibuje los diagramas de momento para cada una de las 
vigas. Considere que 7 = 100(10%) mm? para las vigas y A = 
200 mm? para el tirante. Todos los elementos están hechos 
de acero para el cual £ = 200 GPa. 


E 7 
aaa 
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10.10 Líneas de influencia para vigas 
estáticamente indeterminadas 


En la sección 6-3 se analizó el uso del principio de Miúller-Breslau con el 
fin de dibujar la línea de influencia para la reacción, la cortante y el mo- 
mento en un punto de una viga estáticamente determinada. En esta sec- 
ción se extenderá este método y se aplicará a vigas estáticamente inde- 
terminadas. 

Recuerde que, para una viga, el principio de Miiller-Breslau establece 
que la línea de influencia para una función (reacción, fuerza cortante o 
momento) está a la misma escala que la forma alterada de la viga cuando 
la viga se ve afectada por la función. Para dibujar la forma alterada co- 
rrectamente, debe eliminarse la capacidad de la viga para resistir la fun- 
ción aplicada a fin de que la viga pueda deformarse cuando se aplica la 
función. Para las vigas estáticamente determinadas, las formas alteradas 
(o las líneas de influencia) serán una serie de segmentos de línea recta. 
Para las vigas estáticamente indeterminadas, resultarán curvas. Se anali- 
zará la construcción de cada uno de los tres tipos de líneas de influencia 
(de reacción, de fuerza cortante y de momento) para una viga estática- 
mente indeterminada. En cada caso, se ilustrará la validez del principio 
de Miller-Breslau usando el teorema de Maxwell de los desplazamien- 
tos recíprocos. 


Reacción en A. Para determinar la línea de influencia para la reac- 
ción en A en la figura 10-20a, se coloca una carga unitaria sobre la viga 
en puntos sucesivos, y en cada punto debe determinarse la reacción en A. 
Una gráfica de estos resultados genera la línea de influencia. Por ejem- 
plo, cuando la carga está en el punto D, figura 10-20a, la reacción en A, 
que representa la ordenada de la línea de influencia en D, puede deter- 
minarse mediante el método de la fuerza. Para ello, se aplica el principio 
de superposición, como se muestra en las figuras 10-20a a 10-20c. Por lo 
tanto, la ecuación de compatibilidad para el punto Aes0 = fap + Ayfaa 
o bien A, = —fan/faa; sin embargo, por el teorema de Maxwell de los 
desplazamientos recíprocos fp = —fpa, figura 10-20d, por lo que tam- 
bién es posible calcular A, (o la ordenada de la línea de influencia en D) 
usando la ecuación 


Por comparación, el principio de Múller-Breslau requiere eliminar el 
soporte en A y aplicar una carga unitaria vertical. La curva de deflexión 
resultante, figura 10-20d, es a cierta escala la forma de la línea de influen- 
cia para A,. Sin embargo, en la ecuación anterior se observa que el factor 
de escala es 1/f41. 


(a) 


Fan] ]277=---- B y 


(b) 10 


(c) 


aa 

¡bi ar B D 

AR a AA 
1 fa 


(a) 
Figura 10-20 


10 
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Cortante en E. Si debe determinarse la línea de influencia para 
la fuerza cortante en el punto £ de la viga que se muestra en la figura 
10-21a, entonces, por el principio de Miiller-Breslau, la viga se imagina 
cortada en este punto y se inserta un dispositivo de deslizamiento en E, 
figura 10-21». Este dispositivo transmitirá un momento y una fuerza nor- 
mal, pero ninguna fuerza cortante. Cuando la viga se flexiona debido a 
las cargas cortantes unitarias positivas que actúan en E, la pendiente de 
cada lado de la guía sigue siendo la misma, y la curva de deflexión repre- 
senta a cierta escala la línea de influencia para la fuerza cortante en E, fi- 
gura 10-21c. Si se aplica el método básico para establecer la línea de in- 
fluencia de la fuerza cortante en E, entonces sería necesario aplicar una 
carga unitaria en cada punto D y calcular la fuerza cortante en E, figura 
10-21a. Este valor, V ;, representaría la ordenada de la línea de influencia 
en D. Como en el caso anterior, usando el método de la fuerza y el teo- 
rema de Maxwell de los desplazamientos recíprocos, puede demos- 
trarse que 


Ves (Jos 


De nuevo, esto establece la validez del principio de Miiller-Breslau, es 
decir, una carga unitaria cortante positiva aplicada a la viga en £, figura 
10-21c, hará que la viga se altere con la forma de la línea de influencia 
para la fuerza cortante en E. Aquí el factor de escala es (1/fz7). 


. 
j 
: 


(a) 


1 
Fer A 
_= SR > 
foe 
1 (c) 


Figura 10-21 
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Momento en E. La línea de influencia para el momento en £ de la 
figura 10-22a puede determinarse al colocar un pasador o bisagra en E, 
puesto que esta conexión transmite fuerzas normales y cortantes, pero 
no puede resistir un momento, figura 10-22b. Al aplicar un momento de 
par unitario positivo, la viga se deforma a la posición marcada con trazos 
discontinuos en la figura 10-22c, lo que genera a cierta escala la línea de 
influencia, de nuevo una consecuencia del principio de Miiller-Breslau. 
Si se emplea el método de la fuerza y el teorema de la reciprocidad de 
Maxwell, se puede demostrar que 


MÉ= 7 
A EE 


El factor de escala aquí es (1/a.£p). 


1 Uy 1 
y 7 
ES a - mo 5 “A 
for 


(c) 
Figura 10-22 
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Procedimiento de análisis 


El siguiente procedimiento proporciona un método para establecer la línea de influencia 
de la reacción, la fuerza cortante o el momento en un punto de una viga, mediante la téc- 
nica de Múller-Breslau. 


Línea de influencia cualitativa 


En el punto de la viga para el cual debe determinarse la línea de influencia, coloque una 
conexión que elimine la capacidad de la viga para soportar la función de la línea de in- 
fluencia. Si la función es una reacción vertical, use una guía de rodillos vertical; si la fun- 
ción es cortante, utilice un dispositivo de deslizamiento; o si la función es un momento, use 
un pasador o una bisagra. Coloque una carga unitaria en la conexión que actúe sobre la 
viga en la “dirección positiva” de la función. Dibuje la curva de deflexión de la viga. Esta 
curva representa a cierta escala la forma de la línea de influencia para la viga. 


Línea de influencia cuantitativa 


Si deben determinarse los valores numéricos de la línea de influencia, calcule el despla- 
zamiento de puntos sucesivos a lo largo de la viga cuando la viga está sometida a la carga 
unitaria colocada en la conexión mencionada anteriormente. Divida cada valor de des- 
plazamiento entre el desplazamiento determinado en el punto donde actúa la carga uni- 
taria. Al aplicar este factor de escala, los valores resultantes son las ordenadas de la línea 
de influencia. 


Para este viaducto se construyeron las líneas 
de influencia de la trabe continua para di- 
señarla adecuadamente. 
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10.11 Líneas de influencia cualitativas 
para marcos 


El principio de Múller-Breslau proporciona un método rápido y tiene un 
gran valor para establecer la forma general de la línea de influencia en la 
construcción de marcos. Una vez que se conoce la forma de la línea de 
influencia, es posible especificar de inmediato la ubicación de las cargas 
vivas de modo que creen la mayor influencia de la función (reacción, 
fuerza cortante o momento) en el marco. Por ejemplo, la forma de la 
línea de influencia para el momento positivo en el centro 1 de la trabe 
FG del marco de la figura 10-23a se muestra mediante líneas disconti- 
nuas. Entonces, las cargas uniformes se colocarían sólo sobre las vigas 
AB, CD y FG con el fin de crear el mayor momento positivo en /. Con el 
marco cargado de esta manera, figura 10-23b, entonces podría realizarse un 
análisis indeterminado del marco para encontrar el momento crítico en /. 


 íÍI___ o 
/ E NV 
V 1 
1 4 y I 
I ' l l 
/ E / ( 
/ V IAE / V 
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EE —— A == Y 
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(b) 
Figura 10-23 
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EJEMPLO 


Dibuje la línea de influencia de la reacción vertical en A para la viga que 
se muestra en la figura 10-24a. El es constante. Grafique los valores 
numéricos cada 6 pies. 


SOLUCIÓN 

Se retira la capacidad de la viga para resistir la reacción A,. Esto se hace 
usando un dispositivo de rodillos verticales el cual se muestra en la fi- 
gura 10-24b. Al aplicar una carga unitaria vertical en A se obtiene la 
forma de la línea de influencia de la figura 10-24c. 

Con el fin de determinar las ordenadas de la línea de influencia, se 
usará el método de la viga conjugada. Las reacciones en A y B sobre 
la “viga real”, cuando se somete a la carga unitaria en A,se muestran en la 
figura 10-24b. La viga conjugada correspondiente se muestra en la figura 
10-24d. Observe que el soporte en A” sigue siendo el mismo que el de 4 
en la figura 10-24b. Esto se debe a que un dispositivo de rodillos vertica- 
les en la viga conjugada soporta un momento, pero no una fuerza cor- 
tante, lo que corresponde a un desplazamiento pero no a una pendiente 
en el punto A de la viga real, figura 10-24c. Las reacciones en los sopor- 


tes de la viga conjugada se han calculado y se muestran en la figura 
10-24d. Ahora se calcularán los desplazamientos de los puntos en la viga 
real, figura 10-24b. 


línea de influencia cualitativa 
viga real para la reacción en 4 


(b) (c) 


6 pies 


viga conjugada 


(d) 
Figura 10-24 
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Para B”, puesto que no existe un momento sobre la viga conjugada en 
B', figura 10-24d, entonces 


Az = My =0 
Para D*, figura 10-24e: 


2Mp =0; Ap = Mp = 


Para C', figura 10-24f 


2Mc = 0; Ac = Mc = 


Para A”, figura 10-24d: 


da = Ma = pj 


Puesto que una carga vertical de 1 k que actúa en A sobre la viga de 
la figura 10-24a causará una reacción vertical en A de 1 k, el desplaza- 
miento en A, A, = 1944/ET, debe corresponder a un valor numérico 


de 1 para la ordenada de la línea de influencia en A. Por lo tanto, al di- 
vidir los otros desplazamientos calculados entre este factor, se obtiene 


Una gráfica de estos valores genera la línea de influencia que se 
muestra en la figura 10-24g. 


6 


línea de influencia cuantitativa 
para la reacción en A 
(8) 
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EJEMPLO 


1k 


9 k: pie f 9 k-pie 


Dibuje la línea de influencia de la fuerza cortante en D para la viga 
que se muestra en la figura 10-25a. El es constante. Grafique los valo- 
res numéricos cada 9 pies. 


B 


A 
- 5 de £ , 18 
Ls pies—=-—9 la pios 
(a) 


Figura 10-25 


SOLUCIÓN 
Se elimina la capacidad de la viga para resistir una fuerza cortante en D. 
Esto se hace mediante el dispositivo de rodillo que se muestra en la fi- 
gura 10-25b. Al aplicar una fuerza cortante unitaria positiva en D se 
obtiene la forma de la línea de influencia de la figura 10-25c. 

En la figura 10-25b se muestran las reacciones en los soportes A, B 
y C sobre la “viga real”, cuando ésta se somete a la fuerza cortante 
unitaria en D. La viga conjugada correspondiente se muestra en la fi- 
gura 10-25d. Aquí debe aplicarse un momento de par externo Mp en 
D' a fin de provocar un momento interno diferente justo a la izquierda 
y justo a la derecha de D'. Estos momentos internos corresponden a 
los desplazamientos justo a la izquierda y justo a la derecha en de 
sobre la viga real, figura 10-25c. Las reacciones en los soportes A”, B”, 
C' y el momento externo Mp, sobre la viga conjugada se han calcu- 
lado y se muestran en la figura 10-25e. Como ejercicio, verifique los 
cálculos. 


== 


Blc 


1k 


9 


pies l 9 pies 18 pies | 
k 


1k 2 


viga real 


(b) 


1k 


línea de influencia cualitativa 
para la cortante en D 


(c) 


Mp 


D' B' 


> 


9 pies 


-—9 pies - 


viga conjugada 
(ad) 


18 pies 


2 pies 
+ 
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Dado que existe una discontinuidad del momento en D”, se calculará 
el momento interno justo a la izquierda y justo a la derecha de DP”. 
Justo a la izquierda de D”, figura 10-25f, se tiene 


270 _ 2308.5 


El El 


pies 


(£) 


270 
El 


3888 — 1579.5 


El El 


2Mp, 2 0; 


De la figura 10-25e, 40.5 úl 
El y 3888 
Ac = Mc == 0 


Para el punto £, figura 10-25b, si se usa el método de las secciones en 
el punto E" correspondiente sobre la viga conjugada, figura 10-25h, se 
tiene 


54. 3645 


35M» =0; 
E ñ EL? El 


Las ordenadas de la línea de influencia se obtienen al dividir cada 
uno de los valores anteriores entre el factor de escala Mp. = 3888/ El. 
Entonces, 


Al graficar estos valores se obtiene la línea de influencia que se mues- 
tra en la figura 10-251. 


| 9 


0.594 


línea de influencia cuantitativa 
para la cortante en D 


(1) 
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EJEMPLO 


Dibuje la línea de influencia del momento en D para la viga que se 
muestra en la figura 10-26a. El es constante. Grafique los valores 
numéricos cada 9 pies. 


A B 


a E 1 
= D Ha a L 
Ls pies—=-—9 oil 18 pies — 
(a) 


Figura 10-26 


SOLUCIÓN 

Se inserta una bisagra en D con el fin de eliminar la capacidad de la 
viga para resistir un momento en ese punto, figura 10-26b. Al aplicar 
momentos par unitarios positivos en D, se obtiene la línea de influen- 
cia de la figura 10-26c. 

En la figura 10-26b se muestran las reacciones en A, B y C sobre la 
“viga real”, cuando ésta se somete a los momentos de par unitarios en D. 
La viga conjugada correspondiente y sus reacciones se muestran en la fi- 
gura 10-26d. Se sugiere verificar las reacciones en ambos casos. A partir 
de la figura 10-26d, observe que 


Ar=My=0 Ag= My=0 Ac = Mo =0 


1k-pie 1k:pie 
B 
AE > NC 
D E pda 
9 pies L 9 pies | 9 pies—-— pies | 
0.111 k 0.222 k 0.111 k 


viga real 


(b) 


B' 
9 pies | 9 pies 9 pies | 
L£ 
E 


línea de influencia cualitativa para el momento en D 


(c) (d) 
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Mz | 3 == 
Ye pil pies 


Para el punto D*, figura 10-26e: 


4.5 
El 


2Mp =0; Ap= Mp = 


Para el punto E”, figura 10-26f: 


45) 6 405 
El EI" CEL 


2Mp =0; Az = My = 


El desplazamiento angular «pp en D de la “viga real” que se mues- 
tra en la figura 10-26c se define por la reacción en D” sobre la viga 
conjugada. Este factor, D',, = 48/El, se divide entre los valores ante- 
riores para obtener las coordenadas de la línea de influencia, es decir, 


Al graficar estos valores se obtiene la línea de influencia que se 
muestra en la figura 10-26g. 


27 


0.844 


línea de influencia cuantitativa 
para el momento en D 


(2) 
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M PROBLEMAS 


10-41. Dibuje la línea de influencia para la reacción en C. 
Grafique los valores numéricos en los picos. Suponga que A 
es un pasador y que B y C son rodillos. El es constante. 


al 6m > 6m »| 


Prob. 10-41 


10-42. Dibuje la línea de influencia para el momento en A. 
Grafique los valores numéricos en los picos. Suponga que A 
está fijo y que el soporte en B es un rodillo. El es constante. 


10-43. Dibuje la línea de influencia para la reacción verti- 
cal en B. Grafique los valores numéricos en los picos. Su- 
ponga que A está fijo y que el soporte en B es un rodillo. ET 
es constante. 


Probs. 10-42/10-43 


*10-44. Dibuje la línea de influencia para la fuerza cor- 
tante en C. Grafique los valores numéricos cada 1.5 m. Su- 
ponga que A está fijo y que el soporte en B es un rodillo. ET 
es constante. 


C B 


> 


3m - 3m »| 


Prob. 10-44 


10-45. Dibuje la línea de influencia para la reacción en C. 
Grafique los valores numéricos cada 5 pies. El es constante. 


ps => yn 5 
.. 
- 15 pies >= 15 pies 
Prob. 10-45 


10-46. Bosqueje la línea de influencia para (a) el mo- 
mento en E; (b) la reacción en C y (c) la fuerza cortante en E. 
En cada caso, indique en un dibujo de la viga, dónde debe 
colocarse una carga viva uniformemente distribuida de modo 
que produzca un valor positivo máximo de estas funciones. 
Suponga que la viga está fija en D. 


5 a 2 
3 m > 6m >. 


Prob. 10-46 


D 
6m 


10-47. Bosqueje la línea de influencia para (a) la reacción 
vertical en C; (b) el momento en B y (c) la fuerza cortante 
en E. En cada caso, indique en un dibujo de la viga, dónde 
debe colocarse una carga viva uniformemente distribuida 
de modo que produzca un valor positivo máximo de estas 
funciones. Suponga que la viga está fija en F. 


Ec 


2m -- 4m 


2 


—2 m 


MR 


Prob. 10-47 
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*10-48. Use el principio de Miiller-Breslau para bosque- 10-50. Use el principio de Miiller-Breslau para bosquejar 
jar la forma general de la línea de influencia para (a) el mo- la forma general de la línea de influencia para (a) el mo- 
mento en A y (b) la fuerza cortante en B. mento en A y (b) la fuerza cortante en B. 


“y 


Prob. 10-50 


Prob. 10-48 


10-51. Use el principio de Miiller-Breslau para bosquejar 
la forma general de la línea de influencia para (a) el mo- 


10-49. Use el principio de Miiller-Breslau para bosquejar e 


la forma general de la línea de influencia para (a) el mo- 
mento en A y (b) la fuerza cortante en B. 


SIS 
SIS 


Prob. 10-49 Prob. 10-51 
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REPASO DEL CAPÍTULO 


El análisis de una estructura estáticamente indeterminada requiere que se satisfagan el equilibrio, la compatibilidad y 
las relaciones de fuerza-desplazamiento para la estructura. Un método de análisis de la fuerza consiste en escribir las 
ecuaciones que satisfacen los requisitos de compatibilidad y de fuerza-desplazamiento, lo que proporciona una solución 
directa para las reacciones redundantes. Una vez obtenido esto, las reacciones restantes se encuentran con base en las 
ecuaciones de equilibrio. 


en Ngg= Bn 
B 


viga real 
y 


+1 0 = Az >= Byf 88 


El método de la fuerza puede simplificarse mediante el 
teorema de Maxwell de los desplazamientos recíprocos, 
el cual establece que el desplazamiento de un punto B 
sobre una estructura debido a una carga unitaria que 
actúa en el punto A, fga, es igual al desplazamiento del 
punto A cuando la carga actúa en B, fp. 


fea = fas 


El análisis de una estructura estáticamente indeterminada 
puede simplificarse si la estructura tiene una simetría del 
material, la geometría y la carga respecto a su eje central. 
En particular, las estructuras que tienen una carga asimé- 
trica pueden sustituirse por la superposición de una carga 
simétrica y antisimétrica. 
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1kN/m 


carga antisimétrica 
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Las líneas de influencia para estructuras estáticamente in- 
determinadas consistirán en líneas curvas. Se pueden bos- 
quejar usando el principio de Miiller-Breslau, el cual esta- 
blece que la forma de la línea de influencia, ya sea para 
una reacción, una fuerza cortante o un momento esté a la 
misma escala que la forma alterada de la estructura cuando 
se vea afectada por la reacción, la fuerza cortante o el mo- 
mento, respectivamente. Si se emplea el teorema de Max- 
well de las deflexiones recíprocas, es posible obtener los 
valores específicos de las ordenadas de cualquier línea de 
influencia. 


forma de la línea de influencia para el momento en A 


Los elementos de este marco están conectados fijamente, por lo que el marco 
es estáticamente indeterminado. 


Método de análisis 
del desplazamiento: 
Ecuaciones de 
pendiente-deflexión 


En este capítulo se describen brevemente las ideas básicas para anali- 
zar estructuras utilizando el método de análisis del desplazamiento. 
Una vez que se hayan presentado estos conceptos, se desarrollarán las 
ecuaciones generales de pendiente-deflexión, y después se usarán 
para analizar vigas y marcos estáticamente indeterminados. 


11.1 Método de análisis 
del desplazamiento: 
Procedimientos generales 


Todas las estructuras deben satisfacer los requisitos de equilibrio, despla- 
zamiento de carga y compatibilidad de los desplazamientos a fin de ga- 
rantizar su seguridad. En la sección 10-1 se estableció que hay dos for- 
mas diferentes de satisfacer estos requisitos cuando se analiza una 
estructura estáticamente indeterminada. El método de análisis de la 
fuerza, que se estudió en el capítulo anterior, se basa en la identificación 
de las fuerzas redundantes desconocidas, para después satisfacer las 
ecuaciones de compatibilidad de la estructura. Esto se hace al expresar 
los desplazamientos en términos de las cargas usando las relaciones de 
carga-desplazamiento. Al resolver las ecuaciones resultantes se obtienen 
las reacciones redundantes, y después se utilizan las ecuaciones de equi- 
librio para determinar las reacciones restantes de la estructura. 

El método del desplazamiento funciona de manera inversa. Requiere 
en primer lugar satisfacer las ecuaciones de equilibrio para la estructura. 
Para ello se escriben los desplazamientos desconocidos en términos de la 
carga usando las relaciones de carga-desplazamiento, luego se resuelven 
estas ecuaciones para obtener los desplazamientos. Una vez que se cono- 
cen los desplazamientos, se determinan las cargas desconocidas a partir 
de las ecuaciones de compatibilidad empleando las relaciones de carga- 
desplazamiento. Todos los métodos de desplazamiento siguen este pro- 
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cedimiento general. En este capítulo se generalizará el procedimiento 
para producir las ecuaciones de pendiente-deflexión. En el capítulo 12 se 
desarrollará el método de distribución de momentos, el cual deja de lado 
el cálculo de los desplazamientos y en su lugar hace posible aplicar una 
serie de correcciones de convergencia que permiten calcular directa- 
mente los momentos extremos. Por último, en los capítulos 14, 15 y 16 se 
ilustrará la manera de aplicar este método mediante un análisis matri- 
cial, lo que lo hace adecuado para su uso en computadoras. 

En el análisis siguiente se mostrará la forma de identificar los despla- 
zamientos desconocidos en una estructura y se desarrollarán algunas de 
las relaciones de carga-desplazamiento más importantes para los ele- 
mentos de vigas y marcos. Los resultados se usarán en la próxima sección 
y en los capítulos posteriores como base para aplicar el método de análi- 
sis del desplazamiento. 


Grados de libertad. Cuando una estructura está cargada, los pun- 
tos especificados sobre ella, llamados nodos, experimentarán desplaza- 
mientos desconocidos. A estos desplazamientos se les conoce como grados 
de libertad para la estructura, y en el método de análisis del desplaza- 
miento resulta importante especificar estos grados de libertad puesto 
que se convierten en las incógnitas al aplicar el método. El número de 
estas incógnitas se conoce como el grado en que la estructura es cinemá- 
ticamente indeterminada. 

Para conocer la indeterminación cinemática se puede considerar que 
la estructura consiste en una serie de elementos conectados a los nodos, 
los cuales se encuentran usualmente en las juntas, soportes o extremos de 
un elemento, o cuando éste experimenta un cambio repentino en su sec- 
ción transversal. En tres dimensiones, cada nodo en un marco o una viga 
puede tener un máximo de tres desplazamientos lineales y tres desplaza- 
mientos de rotación; y en dos dimensiones, cada nodo puede tener a lo 


P sumo dos desplazamientos lineales y un desplazamiento de rotación. 

O E | Además, los desplazamientos nodales pueden restringirse mediante los 
Ap ===> == E E soportes, o debido a los supuestos basados en el comportamiento de la 
A Bu o Ac estructura. Por ejemplo, si la estructura es una viga y sólo se considera 
“ c la deformación debida a la flexión, entonces no puede haber un desplaza- 

(b) miento lineal a lo largo del eje de la viga puesto que este desplazamiento 


lo causa la deformación proveniente de una fuerza axial. 

Estos conceptos se aclaran si se consideran algunos ejemplos, comen- 
zando con la viga de la figura 11-1a. Aquí cualquier carga P aplicada a la 
viga hará que el nodo A sólo gire (si se ignora la deformación axial), en 
tanto que el movimiento del nodo B está totalmente restringido. En con- 
secuencia, la viga tiene sólo un grado de libertad desconocido, 64, y por 
lo tanto es cinemáticamente indeterminada de primer grado. La viga de 
la figura 11-15 tiene nodos en A, B, y C y, por lo tanto, tiene cuatro gra- 
dos de libertad, designados por los desplazamientos de rotación 04, Op, 
0c y el desplazamiento vertical Ac; es cinemáticamente indeterminada 
de cuarto grado. Considere ahora el marco de la figura 11-1c. Una vez 
más, si se pasa por alto la deformación axial de los elementos, una carga P 
arbitraria aplicada al marco puede hacer que los nodos B y C giren y se 
puedan desplazar horizontalmente una cantidad igual. En consecuencia, 
el marco tiene tres grados de libertad, 0g, Oc, Ap, y por lo tanto es ci- 
Figura 11-1 nemáticamente indeterminado de tercer grado. 
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En resumen, la especificación de la indeterminación cinemática o la 
cantidad de grados de libertad no restringidos para la estructura, es un 
primer paso necesario cuando se aplica el método de análisis del despla- 
zamiento. Con esto se identifica el número de incógnitas en el problema, 
con base en los supuestos sobre el comportamiento de la deformación de 
la estructura. Además, una vez que se conocen estos desplazamientos no- 
dales, es posible especificar completamente la deformación de los ele- 
mentos estructurales, y obtener las cargas dentro de los elementos. 


11.2 Ecuaciones de pendiente-deflexión 


Como se indicó anteriormente, el método de los desplazamientos consis- 
tentes que se estudió en el capítulo 10 es un método de análisis de la fuerza, 
puesto que requiere escribir las ecuaciones que relacionan las fuerzas o 
momentos desconocidos en una estructura. Por desgracia, su uso está li- 
mitado a estructuras que no son muy indeterminadas. Esto se debe a que 
se requiere mucho trabajo para establecer las ecuaciones de compatibili- 
dad y, además, cada ecuación escrita involucra a todas las incógnitas, lo 
que hace difícil resolver el sistema de ecuaciones resultante a menos que 
se cuente con una computadora. En comparación, el método de la pen- 
diente-deflexión no es tan complicado. Como se verá más adelante, se re- 
quiere menos trabajo tanto al escribir las ecuaciones necesarias para ob- 
tener la solución del problema como al resolver estas ecuaciones y encontrar 
los desplazamientos y cargas internas desconocidas. Además, el método 
puede programarse fácilmente en una computadora y emplearse para 
analizar una amplia gama de estructuras indeterminadas. 

El método de la pendiente-deflexión fue desarrollado originalmente 
por Heinrich Manderla y Otto Mohr con el propósito de estudiar los es- 
fuerzos secundarios en las armaduras. Después, en 1915, G.A. Maney de- 
sarrolló una versión mejorada de esta técnica y la aplicó al análisis de 
vigas indeterminadas y estructuras armadas. 


Caso general. El método de la pendiente-deflexión se llama así 
porque relaciona las pendientes y las deflexiones desconocidas con la 
carga aplicada sobre una estructura. Con el fin de desarrollar la forma 
general de las ecuaciones de pendiente-deflexión, se considerará un 
claro típico AB de una viga continua, como el que se muestra en la figura 
11-2, el cual se somete a una carga arbitraria y tiene una El constante. Se 
desea relacionar los momentos internos en los extremos de la viga Mag y 
Ma en términos de sus tres grados de libertad, es decir, sus desplaza- 
mientos angulares 0, y Oz y el desplazamiento lineal A, que puede ser 
causado por un asentamiento relativo entre los soportes. Como se desa- 
rrollará una fórmula, los momentos y desplazamientos angulares se con- 
siderarán positivos cuando actúen en sentido horario sobre el claro, como 
se muestra en la figura 11-2. Además, el desplazamiento lineal Á se consi- 
dera positivo, de la manera que se muestra, puesto que este desplaza- 
miento hace que la cuerda del claro y el ángulo de la cuerda del claro y 
giren en sentido horario. 

Las ecuaciones de pendiente-deflexión pueden obtenerse empleando 
el principio de superposición al considerar en forma separada los mo- 
mentos desarrollados en cada soporte debido a cada uno de los desplaza- 
mientos 0 4, 0 y A, y después las cargas. 


P 


COMTE 


7 —=2D35 — 
AB 


M 
E M 
curva de e > 


deflexión L su 


ET es constante 
convención de signos positivos 


Figura 11-2 
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CAPÍTULO 11 


MÉTODO DE 


ANÁLISIS DEL DESPLAZAMIENTO: ECUACIONES DE PENDIENTE-DEFLEXIÓN 


Mza 


viga real 


(a) 


viga conjugada 


(b) 


Figura 11-3 


Desplazamiento angular en A, 04. Considere que el nodo A del 
elemento que se muestra en la figura 11-3a gira 6 4, en tanto que el nodo 
B en su extremo lejano se mantiene fijo. Para determinar el momento 
Mapgnecesario para causar este desplazamiento se usará el método de la 
viga conjugada. Para este caso, la viga conjugada se muestra en la figura 
11-3b. Observe que la fuerza cortante en el extremo A” actúa hacia abajo 
sobre la viga, puesto que 6, tiene sentido horario. La deflexión de la 
“viga real” en la figura 11-3a debe ser cero en A y B, y por lo tanto la su- 
matoria correspondiente de los momentos en cada extremo 4' y B' de la 
viga conjugada también debe ser igual a cero. De esto resulta 


1/M L [1/M 2L 
o e 

2X El 3 L2L El 3 

1 Moa) E EE E 
+EMy =0; E L +04L=0 
Á sE al El 3 12 El ts 


de lo cual se obtienen las siguientes relaciones de carga-desplazamiento. 


4El 
td 11-1 
ao = 0 (111) 
2 
Ma = =p a (1-2) 


Desplazamiento angular en B, 0g. De manera similar, si el ex- 
tremo B de la viga gira hasta su posición final Oz, mientras el extremo A 
se mantiene fijo, figura 4.11, es posible relacionar el momento aplicado 
M ga con el desplazamiento angular 0 z y el momento de reacción Mg en 
la pared. Los resultados son 


4El 

A (13) 
J£, 
2 

Maz =L 9 (114) 
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Figura 11-4 


Desplazamiento lineal relativo, A. Si el nodo lejano B del ele- 
mento se desplaza con respecto a A, de modo que la cuerda del elemento 
gira en sentido horario (desplazamiento positivo) pero los dos extremos 
no giran, entonces en el elemento se desarrollan momentos y reacciones 
cortantes iguales pero opuestos, figura 11-54. Como antes, el momento M 
puede relacionarse con el desplazamiento Á usando el método de la viga 
conjugada. En este caso, la viga conjugada, figura 11-5b, está libre en 
ambos extremos, puesto que la viga real (elemento) está fijamente so- 
portada. Sin embargo, debido al desplazamiento de la viga real en B, el 
momento en el extremo B” de la viga conjugada debe tener una magni- 
tud de A, como se indica.* Al sumar momentos respecto a B”, se tiene 


amo O) | l3L) ao 


-6El 
Mas = Mpa= M == ¿A (115) 


Por la convención de signos adoptada, este momento inducido es nega- 
tivo debido a que, para lograr el equilibrio, debe actuar en sentido an- 
tihorario sobre el elemento. 


la 


viga real viga conjugada 


(a) (b) 
Figura 11-5 


*Los diagramas de momento que se muestran sobre la viga conjugada se determinaron 
mediante el método de superposición para una viga simplemente apoyada, según se ex- 
plicó en la sección 4-5. 
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P EE 
4El 
v 
B| 
E | | 4 y 
Ll — 
2 2 Mon M 
El El 
viga real viga conjugada 
(a) (b) 
Figura 11-6 


Momentos en extremos fijos. En los casos anteriores se han 
considerado las relaciones entre los desplazamientos y los momentos ne- 
cesarios Mag y Mpa que actúan en los nodos A y B, respectivamente. Sin 
embargo, por lo general los desplazamientos lineales o angulares de los 
nodos son causados por las cargas que actúan sobre el claro de los ele- 
mentos, no por los momentos que actúan en sus nodos. Para desarrollar 
las ecuaciones de pendiente-deflexión es necesario transformar estas 
cargas sobre el claro en momentos equivalentes que actúen en los nodos, 
y después usar las relaciones carga-desplazamiento que se acaban de ob- 
tener. Esto se logra simplemente al encontrar el momento de reacción 
que cada carga desarrolla en los nodos. Por ejemplo, considere el ele- 
mento fijamente apoyado que se muestra en la figura 11-6a, el cual está 
sometido a una carga concentrada P en su centro. La viga conjugada 
para este caso se muestra en la figura 11-6b. Como se requiere que la 
pendiente en cada extremo sea igual a cero, 


E 


_PL 
8 


M 


Este momento se denomina momento de extremo fijo (FEM). Observe 
que de acuerdo con la convención de signos adoptada, es negativo en el 
nodo A (sentido antihorario) y positivo en el nodo B (sentido horario). 
Por comodidad en la resolución de problemas, los momentos de extremo 
fijo se han calculado para otras cargas y se muestran tabulados en el in- 
terior de la contraportada del libro. Si se supone que estos FEM se han 
determinado para un problema específico (figura 11-7), se tiene que 


Ma = (FEM) ag Ma = (FEM)za (116) 


Figura 11-7 
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Ecuación de pendiente-deflexión. Si los momentos en los extre- 
mos debidos a cada desplazamiento (ecuaciones 11-1 a 11-5) y la carga 
(ecuación 11-6) se suman, los momentos resultantes en los extremos 
pueden escribirse como 


Maz = 2 7.) 20, + 0 — (5)! + (FEM)as 
(11-7) 


Mar o 2. y, )205 + By = (7)! + (FEM)za 


Debido a que estas dos ecuaciones son similares, el resultado puede ex- 
presarse como una sola ecuación. Si se refiere a uno de los extremos del 
claro como el extremo cercano (N) y al otro extremo como el extremo 
lejano (F), y se representa la rigidez del elemento como k = I/L, y la rota- 
ción de la cuerda del claro como y (psi) = A/L, se puede escribir 


My = 2Ek(20y + 0. — 34) + (FEM) y 
Para el claro interno o el claro final (1-8) 
con el extremo lejano fijo 


donde 


My = momento interno en el extremo cercano del claro; este 
momento es positivo en sentido horario cuando actúa sobre 
el claro. 

E, k = módulo de elasticidad del material y rigidez del claro 
k=I1/L. 

On, 0. = pendientes de los extremos cercano y lejano o desplaza- 
mientos angulares del claro en los soportes; los ángulos 
se miden en radianes y son positivos en sentido horario. 

y = rotación de la cuerda del claro debida a un desplazamiento 
lineal, es decir, y = A/L; este ángulo se mide en radianes y 
es positivo en sentido horario. 

(FEM)y = momento del extremo fijo en el soporte del extremo cer- 
cano; el momento es positivo en sentido horario cuando 
actúa sobre el claro; consulte la tabla en el interior de la 
contraportada para ver distintas condiciones de carga. 


A partir de la deducción anterior, la ecuación 11-8 es a la vez una rela- 
ción de compatibilidad y de carga-desplazamiento, que se encontró con- 
siderando sólo los efectos de la flexión e ignorando las deformaciones 
axiales y cortantes. Se conoce como la ecuación general de pendiente-de- 
flexión. Cuando se utiliza para la solución de problemas, esta ecuación se 
aplica dos veces para cada elemento del claro (AB); es decir, se aplica 
desde A hasta B y desde B hasta A para el claro AB que se muestra en la 
figura 11-2. 


Este puente peatonal tiene una cubierta 
de concreto reforzado. Como se extiende 
sobre todos sus soportes, es indeterminada 
de segundo grado. Las ecuaciones de pen- 
diente-deflexión proporcionan un método 
conveniente para encontrar los momentos 
internos en cada claro. 
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P 
are, 
Pipi 
(FEM)ag 
(b) 
Figura 11-8 


Claro final articulado. En ocasiones, un claro final de una viga o 
un marco está soportado mediante un pasador o un rodillo en su extremo 
lejano, figura 11-8a. Cuando esto ocurre, el momento en el rodillo o pasa- 
dor debe ser cero; y siempre que el desplazamiento angular 0 y en este so- 
porte no deba determinarse, es posible modificar las condiciones genera- 
les de la ecuación de pendiente-deflexión a fin de aplicarla sólo una vez 
al claro, en vez de dos veces. Para esto se aplicará la ecuación 11-8 o las 
ecuaciones 11-7 a cada extremo de la viga que se muestra en la figura 11-8. 
Esto resulta en las dos ecuaciones siguientes: 


My = 2Ek(20y + 07 — 34) + (FEM)y 


eS 
0 = 2Ek(297 + Oy — 34) +0 ad 


Aquí el (FEM)y es igual a cero, puesto que el otro extremo está fijo, fi- 
gura 11-8b. Por otro lado, el (FEM) y puede obtenerse, por ejemplo, me- 
diante la tabla en la columna derecha del interior de la contraportada de 
este libro. Al multiplicar la primera ecuación por 2 y restar la segunda 
ecuación de ésta, se elimina la incógnita 07 y se obtiene 


My = 3Ek(0y — 4) + (FEM)y (11-10) 


Sólo para un claro final con el extremo lejano 
articulado o soportado por un rodillo 


Como el momento en el extremo lejano es igual a cero, sólo se necesita 
una aplicación de esta ecuación para el claro final. Esto simplifica el aná- 
lisis porque la ecuación general 11-8, requeriría dos aplicaciones para 
este claro y por lo tanto involucra al desplazamiento angular (adicional) 
desconocido 0g (o 6 ;) en el soporte del extremo. 

Para resumir la aplicación de las ecuaciones de pendiente-deflexión, se 
considera la viga continua de la figura 11-9, la cual tiene cuatro grados de 
libertad. Aquí la ecuación 11-8 puede aplicarse dos veces para cada uno 
de los tres claros, es decir, de Aa B,de BaA, de BaC, ,deCaB,deCa 
D y de D a C. Estas ecuaciones involucran a las cuatro rotaciones desco- 
nocidas, 0.4, 0, Oc, 0 p. Sin embargo, como los momentos extremos en A y 
D son iguales a cero, no es necesario 04 y Op. Se produce una solución 
más corta al aplicar la ecuación 11-10 de B a A y de Ca D, para después 
aplicar la ecuación 11-8 de B a C y de Ca B. Estas cuatro ecuaciones in- 
volucran sólo a las rotaciones desconocidas 0 y y Oc. 


Figura 11-9 


11.3 ANÁLISIS DE VIGAS 459 


11.3 Análisis de vigas 


Procedimiento de análisis 


Grados de libertad 


Marque todos los soportes y articulaciones (nodos) con el fin de identificar los claros de 
la viga o del marco entre los nodos. Al dibujar la forma alterada de la estructura será po- 
sible identificar el número de grados de libertad. Es posible que cada nodo tenga un des- 
plazamiento angular y un desplazamiento lineal. La compatibilidad en los nodos se 
mantiene siempre que los elementos que están conectados fijamente a un nodo experi- 
menten los mismos desplazamientos que el nodo. Si estos desplazamientos no se cono- 
cen, y en general así será, entonces por comodidad suponga que actúan en dirección 
positiva de modo que causan una rotación en sentido horario de un elemento o junta, fi- 
gura 11-2, 


Ecuaciones de pendiente-deflexión 


Estas ecuaciones relacionan los momentos desconocidos que se aplican a los nodos a fin 
de causar su desplazamiento en cualquier claro de la estructura. Si existe una carga en el 
claro, calcule los FEM usando la tabla que se encuentra en el interior de la contrapor- 
tada. Además, si un nodo tiene un desplazamiento lineal, A, calcule y = A/L para los cla- 
ros adyacentes. Aplique la ecuación 11-8 a cada extremo del claro, generando así dos 
ecuaciones de pendiente-deflexión para cada claro. Sin embargo, si un claro en el ex- 
tremo de una viga o un marco continuo está articulado, aplique la ecuación 11-10 sólo al 
extremo restringido, lo que genera una ecuación de pendiente-deflexión para el claro. 


Ecuaciones de equilibrio 


Escriba una ecuación de equilibrio para cada grado de libertad desconocido de la estruc- 
tura. Cada una de estas ecuaciones debe expresarse en términos de los momentos inter- 
nos desconocidos según se especifica en las ecuaciones de pendiente-deflexión. Para las 
vigas y los marcos escriba la ecuación de equilibrio de momentos en cada soporte, y para 
los marcos también escriba las ecuaciones de equilibrio de momentos en cada junta. Si el 
marco se ladea o se deforma en sentido horizontal, deben relacionarse las fuerzas cortan- 
tes de la columna con los momentos en los extremos de ésta. Lo anterior se analiza en la 
sección 11.5. 


Sustituya las ecuaciones de pendiente-deflexión en las ecuaciones de equilibrio y 
resuelva los desplazamientos desconocidos de las juntas. Estos resultados se sustituyen 
en las ecuaciones de pendiente-deflexión a fin de determinar los momentos internos en los 
extremos de cada elemento. Si algunos de los resultados son negativos, indican giro en 
sentido antihorario, en tanto que los momentos y los desplazamientos positivos se aplican 
en sentido horario. 
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EJEMPLO [11.1 


Dibuje los diagramas de fuerza cortante y de momento para la viga 
que se muestra en la figura 11-104. El es constante. 


Figura 11-10 


SOLUCIÓN 


Ecuaciones de pendiente-deflexión. En este problema deben 
considerarse dos claros. Puesto que no hay un claro que tenga el ex- 
tremo lejano articulado o soportado por rodillos, se aplica la ecuación 
11-8 para obtener la solución. Si se emplean las fórmulas de los FEM 
tabuladas para la carga triangular que se muestran en el interior de la 
contraportada, se tiene 


1? 6(6)? 
(FEM) ac === A 


ER 6 
(FEM)cz 2 10.8kN -m 


Observe que (FEM) gc es negativo porque actúa en sentido antihora- 
rio sobre la viga en B. Además, (FEM) 48 = (FEM) za = 0 puesto que 
no hay carga en el claro AB. 

A fin de identificar las incógnitas, en la figura 11-10b se muestra la 
curva elástica de la viga. Como se indica, hay cuatro momentos inter- 
nos desconocidos. Sólo la pendiente en B, 0 y, es desconocida. Como A 
y C son soportes fijos, 0,4 = 0 = O. Además, dado que los soportes no 
se asientan, ni se desplazan hacia arriba o hacia abajo, bg = Ygc = 0. 
Para el claro AB, si se considera que A es el extremo cercano y B es el 
extremo lejano, se tiene 


1 
My = 2, )00 + Op — 3) + (FEM)y 


4 


Ahora, tomando a B como el extremo cercano y a A como el extremo 
lejano, resulta 


Mag = 2e( 10) + 9 — 3(0)] + 0= 0 (1) 


Ma = 22) 10, + 0— 3(0)] + 0= 0 (2) 


De manera similar, para el claro BC se tiene 


1 2El 
Mac = 2 2 )p0 + 0 - 3(0)] - 72 = E70p - 72 (3) 


Meca = 2e(2)m00) + Of — 3(0)] + 10.8 = 0 +108 (4) 


Ecuaciones de equilibrio. Las cuatro ecuaciones anteriores contie- 
nen cinco incógnitas. La quinta ecuación necesaria proviene de la con- 
dición del equilibrio de momentos en el soporte B. En la figura 11-10c 
se muestra el diagrama de cuerpo libre de un segmento de la viga en B. 
Aquí se supone que Mz, y Mgc actúan en dirección positiva para ser 
consistentes con las ecuaciones de pendiente-deflexión.* Las cortantes 
en la viga contribuyen con un momento insignificante alrededor de B 
puesto que el segmento tiene una longitud diferencial. Por lo tanto, 


(+2M5 =0; Ma + Msc=0 (5) 
Para resolver, sustituya las ecuaciones (2) y (3) en la ecuación (5), 
de donde se obtiene 
El 
Si se sustituye de nuevo este valor en las ecuaciones (1)-(4) resulta 
Mas = 1.54kN-m 


= 3.090kN-«m 
—3.09 kN - m 


= 12.86 kN: m 


El valor negativo para Mg¿ indica que este momento actúa en sentido 
antihorario sobre la viga, no en sentido horario como se mostró en la 
figura 11-105. 

Con base en estos resultados, las fuerzas cortantes en los claros ex- 
tremos se determinan a partir de las ecuaciones de equilibrio, figura 
11-10d. El diagrama de cuerpo libre de toda la viga y los diagramas de 
fuerza cortante y de momento se muestran en la figura 11-10e. 


B 0, 0.579 kN 


y 


—| 
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12.86 kN: m 


al 13.63 kN 
ll 


14 


12.86 kN -«m 


*En sentido horario sobre el segmento de la viga, pero (por el principio de acción, reac- 
ción igual pero opuesta) en sentido antihorario sobre el soporte. 


462 CAríTULO 11 MÉTODO DE ANÁLISIS DEL DESPLAZAMIENTO: ECUACIONES DE PENDIENTE-DEFLEXIÓN 


EJEMPLO [11.2 


Dibuje los diagramas de fuerza cortante y de momento para la viga 
que se muestra en la figura 11-1a. El es constante. 


12k 


2 k Ñ | 
, E 


A SAA 4 
pies 
24 pies —8 pies— 


(a) 
Figura 11-11 


SOLUCIÓN 


Ecuaciones de pendiente-deflexión. En este problema deben 
considerarse dos claros. La ecuación 11-8 se aplica al claro AB. Se 
puede usar la ecuación 11-10 para el claro BC porque el extremo C 
está sobre un rodillo. Si se usan las fórmulas para los FEM tabuladas 
que se encuentran en el interior de la contraportada, se tiene 
wL? 1 

FEM) 18 = — =- 2)(24)? = —-96 k - pi 

(FEM) ap = == 7 (2)(24)? = —96k- pie 
wI? 1 2 . 
DT ps) = 96 k: pie 
BPE 3(12)(8) 

16 16 


Observe que (FEM)4g y (FEM)gc son negativos, puesto que actúan 
en sentido antihorario sobre la viga en A y B, respectivamente. 
Además, como los apoyos no se asientan, Y 18 = Y gc = 0. Al aplicar la 
ecuación 11-8 para el claro AB y tomar en cuenta que 04 = 0, se tiene 


(FEM) za = 


(FEM) ac = = —18 k: pie 


My = 2 E) 00 + 07 — 34) + (FEM)y 


Mas = 2 2,120) + 03 — 3(0)] — 96 


M 13 = 0.08333E103 — 96 


I 


Si se aplica la ecuación 11-10 con B como el extremo cercano y C 
como el extremo lejano, resulta 


My = sE Jo, = 4) + (FEM)y 
Mig sE()0s 0) 18 


Mac = 0.375E10g — 18 (3) 


Recuerde que la ecuación 11-10 no se aplica de C (extremo cercano) a 
B (extremo lejano). 
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Ecuaciones de equilibrio. Las tres ecuaciones anteriores contie- 
nen cuatro incógnitas. La cuarta ecuación necesaria proviene de las 
condiciones de equilibrio en el soporte B. En la figura 11-115 se mues- 
tra el diagrama de cuerpo libre. Se tiene 


(+2Mgz =0; Mpa+M5sc=0 (4) 


Para resolver, sustituya las ecuaciones (2) y (3) en la ecuación (4), de 
donde resulta 
144.0 
El 
Como 0y es negativo (sentido antihorario), la curva elástica para la 


viga se dibujó correctamente en la figura 11-11a. Al sustituir 6 en las 
ecuaciones (1)-(3), se obtiene 


= —108.0 k * pie 
= 72.0k- pie 
= —72.0 k * pie 


Con base en estos datos para los momentos, se han determinado las 
reacciones cortantes en los extremos de los claros de la viga, según se 
muestra en la figura 11-11c. Los diagramas de fuerza cortante y de 
momento se grafican en la figura 11-11d. 


0 = 


48 k 12k 


E | E 
| pa 
] 


io == 


108 k : pie | 12 pies | 12 pies | 72 k-pie 72 k-pie na 
pies pies 


ho=30x 


(c) 


x (pies) 
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EJEMPLO [11.3 


Determine el momento en A y B para la viga que se muestra en la fi- 
gura 11-12a. El soporte en B se desplaza (asienta) 80 mm. Considere 
que E = 200 GPa, / = 5(10%) mm?, 


Figura 11-12 


SOLUCIÓN 


Ecuaciones de pendiente-deflexión. En este problema sólo debe 
considerarse un claro (AB) puesto que el momento en Mc debido a 
la saliente puede calcularse a partir de la estática. Como no hay carga 
en el claro AB, los FEM son iguales a cero. Como se muestra en la fi- 
gura 11-12a, el desplazamiento hacia abajo (asentamiento) de B hace 
que la cuerda del claro AB gire en sentido horario. Por lo tanto, 


0.08 m 


DAB NN UBA == 4 = 0.02 rad 


La rigidez para AB es 


TI 5(10% mm*(102) m*/mm* 
k=>= = 1.25(10%) m* 
L 4m a 
Al aplicar la ecuación de pendiente-deflexión (ecuación 11-8) al 


claro AB con 0, = 0, se tiene 


My = 2 + )00 + Op — 34) + (FEM)y 


Maz = 2(200(10?) N/m?)[1.25(10%) mó][2(0) + 07 — 3(0.02)] +0 (1) 
Ma = 2(200(10%) N/m2)[1.25(10%) m*][207 + 0-3(0.02)] + 0 (2) 


Ecuaciones de equilibrio. El diagrama de cuerpo libre de la viga 
en el soporte B se muestra en la figura 11-12c. El equilibrio de 


Mza | na | 8000 NG m) momentos requiere que 
(+EM5 =0; Mza — 8000 N(3 m) = 0 
Si se sustituye la ecuación (2) en esta ecuación resulta 
1(10%97 — 30(10*) = 24(10*) 
0 = 0.054 rad 
Por lo tanto, a partir de las ecuaciones (1) y (2) 
Mas = -3.00kN-«m 


Mza = 24.0kN-m 


Ve,  800N 


EJEMPLO [17.4 


Determine los momentos internos en los soportes de la viga que se 
muestra en la figura 11-13a. El soporte de rodillo en C es empujado 
hacia abajo 0.1 pies por la fuerza P. Considere que E = 29(10*%) ksi e 7 
= 1500 pulg*. 


1.5 k/pie 


L 15 pies— 


(a) 
Figura 11-13 


SOLUCIÓN 


Ecuaciones de pendiente-deflexión. En este problema deben 
considerarse tres claros. Se aplica la ecuación 11-8 porque los soportes 
en los extremos A y D están fijos. Además, sólo el claro AB tiene 
FEM. 


1 
= -—(1.5)(24)? = -72.0k: pie 
12 
1 2 , 
= 7 (1.5124) = 72.0k : pie 
12 
Como se muestra en la figura 11-13b, el desplazamiento (o asenta- 
miento) del soporte C ocasiona que Yg¿ sea positivo, puesto que la 
cuerda del claro BC gira en sentido horario, y cp sea negativo, por- 
que la cuerda del claro CD gira en sentido antihorario. Por lo tanto, 


_ 0.1 pie 
20 pies 


0.1 pie 
Uco = = —0.00667 rad 


= 0.005 rad 715 pie 


UC 


Asimismo, al expresar las unidades de la rigidez en pies, se tiene 


1500 1500 
kan == = 0.003014 pies?  kpgc = = 0.003617 pies* 
e (1 d Be 012) a 


1500 
Rega = 0.004823 pies? 
271512) dd 


Si se observa que 04 = 0p = 0 puesto que A y D son soportes fijos, y 
se aplica la ecuación pendiente-deflexión (ecuación 11-8) dos veces a 
cada claro, resulta 
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20 pies 15 pies— 
+Hbsc bcn 


10.1 pi b 
pipi] 7 


bo  C =bcp 


(b) 
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EJEMPLO [11.4 (Continuación) 


Para el claro AB: 
Mas = 2[29(10%)(12)?](0.003014)[2(0) + 9g — 3(0)] — 72 
Mag = 25 173.607 — 72 (1) 
15 pies) Ma = 2129(107)(12)7](0.003014)[207 + 0 — 3(0)] + 72 
Mza = 50 347.207 + 72 (2) 


1.5 k/pie 


Para el claro BC: 
Mc = 2[29(10*)(12)?](0.003617)[202 + 06 — 3(0.005)] + 0 
Mc = 60 416.707 + 30 208.302 — 453.1 (3) 
Mez = 2[29(10*)(12)?](0.003617)[20¿ + Oz — 3(0.005)] + 0 
Mcz = 60 416.76. + 30 208.307 — 453.1 (4) 


Para el claro CD: 

Mep = 2[29(10%)(12)?](0.004823)[20¿ + 0 — 3(—-0.00667)] + 0 
Mcp = 80 555.60. + 0 + 805.6 (5) 
M pe = 2[29(10%)(12)?](0.004823)[2(0) + O — 3(—-0.00667)] + 0 
Mpc = 40 277.80, + 805.6 (6) 


Ecuaciones de equilibrio. Estas seis ecuaciones contienen ocho 
incógnitas. Si se escriben las ecuaciones de equilibrio de momentos 
para los soportes en B y C, figura 10-13c, se tiene 
(+2M5 =0; Ma + Msc =0 (7) 
(+2 Mc =0; Mcg + Mcp=0 (8) 
Para encontrar la solución se sustituyen las ecuaciones (2) y (3) en la 
ecuación (7), y las ecuaciones (4) y (5) en la ecuación (8). De esto resulta, 
0c + 3.6670 = 0.01262 

—0c — 0.21407 = 0.00250 

Por lo tanto, 
0 = 0.00438 rad 0. = —0.00344 rad 

El valor negativo de 6¿ indica un giro en sentido inverso de la tan- 


gente en C, figura 11-13a. Al sustituir estos valores en las ecuaciones 
()-(6) se obtiene 


Mag = 38.2 k - pie Resp. 
= 292 k: pie Resp. 
= -292 k: pie Resp. 
= —529 k: pie Resp. 
= 529 k: pie Resp. 

Mpc = 667 k : pie Resp. 

Aplique estos momentos en los extremos a los claros BC y CD y de- 


muestre que Ve, = 41.05 k, Es = —79.73 k y que la fuerza sobre el ro- 
dillo es P = 121 k. 
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MM PROBLEMAS 


11-1. Determine los momentos en A, B y C, y después di- 
buje el diagrama de momento. El es constante. Suponga 
que el soporte en B es un rodillo y que A y C están fijos. 


10 pies 


Prob. 11-1 


112. Determine los momentos en A, B y C, y después di- 
buje el diagrama de momento para la viga. El momento de 
inercia de cada claro se indica en la figura. Suponga que el 
soporte en B es un rodillo y que A y C están fijos. E = 
29(107) ksi. 


A Tag = 900 pulg* Lac =1200 pulg* 


.- 8 pies 8 pies=| 


- 24 pies 


Prob. 11-2 


11-3. Determine los momentos en los soportes A y C, y 
después dibuje el diagrama de momento. Suponga que la 
junta B es un rodillo. El es constante. 


Prob. 11-3 


*11-4, Determine los momentos en los soportes, y des- 
pués dibuje el diagrama de momento. Suponga que B es un 
rodillo y que A y C están fijos. El es constante. 


1I5kN 15kN 15kN 


| 25 kN/m / / | 
pa la lol. 


Prob. 11-4 


115. Determine el momento en A, B, C y D, y después di- 
buje el diagrama de momento para la viga. Suponga que los 
soportes en A y D están fijos y que B y C son rodillos. El es 
constante. 


Prob. 11-5 


11-6. Determine los momentos en A, B, C y D, y después 
dibuje el diagrama de momento para la viga. Suponga que 
los soportes en A y D están fijos y que B y C son rodillos. El 


es constante. 
A 0 
l l M 
Be 
a, 


6 D , 
a CA 3 
15 pies —? Piesi5 sal pios Sl 


Prob. 11-6 


cid 
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11-7. Determine el momento en B, y después dibuje el 
diagrama de momento para la viga. Suponga que los sopor- 
tes en A y C están articulados y que B es un rodillo. El es 
constante. 


*11-8. Determine los momentos en A, B y C, y después 
dibuje el diagrama de momento. El es constante. Suponga 
que el soporte en B es un rodillo y que A y C están fijos. 


6 k 0.5 k/pie 


Lidl dasiddod 
¡pr AA 


Prob. 11-8 


A 


8 pies 18 pies »| 


11-9. Determine los momentos en cada soporte, y des- 
pués dibuje el diagrama de momento. Suponga que A está 
fijo. El es constante. 


4 k /pie Ñ 
UB A ES D 
20 pi 15 pies—+.=- 8 aa 8 
adi l pS o ao 


Prob. 11-9 
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11-10. Determine los momentos en A y B, y después di- 
buje el diagrama de momento para la viga. El es constante. 


2400 lb 
200 Ib/pie ] 


A 


B=2_ C 


EL 30 pies 10 pies] 


Prob. 11-10 


11-11. Determine los momentos en A, B y C, y después di- 
buje el diagrama de momento para la viga. Suponga que el 
soporte en A está fijo, que B y C son rodillos, y que D está 
articulado. El es constante. 


4l 44 
"pies Tpies TpiesT 12 pies T 


| pa 


12 pies » 


Prob. 11-11 


*11-12. Determine los momentos que actúan en A y B. 
Suponga que A está fijamente apoyado, que B es un rodillo 
y que C está articulado. El es constante. 


20KkN/m — sokn 


A 9m 2 


Prob. 11-12 
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11.4 Análisis de marcos: Sin ladeo 


Un marco no se ladeará, o no se desplazará a la izquierda o a la derecha, 
siempre y cuando esté debidamente restringido. En la figura 11-14 se 
muestran algunos ejemplos. Además, no se producirá un desplazamiento 
lateral en un marco no restringido, siempre que sea simétrico con res- 
pecto a la carga y a la geometría, como se muestra en la figura 11-15. 
Para ambos casos, el término y en las ecuaciones de pendiente-deflexión 
es igual a cero, puesto que la flexión no hace que las juntas tengan un 
desplazamiento lineal. 

Los siguientes ejemplos ilustran la aplicación de las ecuaciones de pen- 
diente-deflexión usando el procedimiento de análisis que se describió en 
la sección 11-3 para este tipo de marcos. 


Figura 11-14 


Figura 11-15 
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EJEMPLO [11.5 


24 kN /m Determine los momentos en cada junta del marco que se muestra en 
la figura 11-16a, El es constante. 


SOLUCIÓN 


Ecuaciones de pendiente-deflexión. En este problema deben 
considerarse tres claros: AB, BC y CD. Como los claros están fija- 
mente apoyados en A y D, se aplica la ecuación 11-8 para encontrar la 
solución. 

A partir de la tabla que se encuentra en el interior de la contrapor- 
tada, los FEM para BC son 


_SwL?_ 5(24)(8) 
96 96 
SwL? _ 5(24)(8) 


HEM == SOkN «m 


= -80kN -m 


(FEM) gc 0 


Observe que 04 = 0p =0 y que Y 13 = Ugc = Uco = 0, puesto que no 
se producirá un desplazamiento lateral. 


Figura 11-16 Al aplicar la ecuación 11-8, se tiene 


My = 2Ek(28y + 0 — 34) + (FEM)y 
Map = 2, )1200) + 03 — 3(0)] +0 
=0.1667E107 
= 2,120, + 0-3(0)] +0 


12 
= 0.333E£10y 


7 
= 2 2205 + 6 — 3(0)] — 80 
= 0.5E10y + 0.25E10( — 80 

y 
= 2 20. + 63 — 3(0)] + 80 


= 0.5E10. + 0.25E10z + 80 


= 25) +0-3(0)] +0 


= 0.333£106 


= 0.1667E106 
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Ecuaciones de equilibrio. Las seis ecuaciones anteriores contie- 
nen ocho incógnitas. Las dos ecuaciones de equilibrio restantes pro- 
vienen del equilibrio de momentos en las juntas B y C, figura 11-16b. 
Se tiene 
Mza + Mc =0 (7) 
Mcg + Mep =0 (8) 
Para resolver estas ocho ecuaciones se sustituyen las ecuaciones (2) 
y (3) en la ecuación (7), y se remplazan las ecuaciones (4) y (5) en la 
ecuación (8). Resulta 
0.833E10g + 0.25E106¿ = 80 
0.833E10c + 0.25EI0g = —80 


Al resolver simultáneamente se obtiene 


137.1 
A 


la cual concuerda con la manera en que se deforma el marco, como se 
muestra en la figura 11-16a. Si se sustituye en las ecuaciones (1)-(6), 
se tiene 


Mag = 22.9kN-m Resp. 
= 45.7kN-«m Resp. 
= —45.7kN-«m Resp. 
= 45.7kN-m Resp. 
= -45.7kN-m Resp. 
= -22.9kN:m Resp. 


Con base en estos resultados pueden determinarse las reacciones en 
los extremos de cada elemento a partir de las ecuaciones de equilibrio y 
es posible dibujar el diagrama de momento para el marco, figura 11-16c. 


45.7kN:m 


12—229kN-m 
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EJEMPLO [11.6 


Determine los momentos internos en cada junta de la estructura que 
se muestra en la figura 11-174. El momento de inercia para cada ele- 
mento se da en la figura. Considere que E = 29(10”) ksi. 


- => 


E $ E 
800 pulg* có =--—__—- aa 
/ 650 pulg 


8 pies en 8 pies a 


400 pulg? 200 pulg* 


1 
l 
l 
' 


Figura 11-17 


SOLUCIÓN 


Ecuaciones de pendiente-deflexión. En este problema deben 
considerarse cuatro claros. Se aplica la ecuación 11-8 a los claros AB y 
BC, y la ecuación 11-10 a CD y CE, porque los extremos en D y E 
están articulados. 
Si se calculan las rigideces de los elementos, se tiene 
_ 400 _ 200 
15(12)* 15(12)* 
800 650 


== 0.002411 pies? — kog= = 0.002612 pies? 
1612) a E my dl 


Los FEM debidos a las cargas son 
PE _ 
8 


ad = 0.001286 pies?  kcp = 0.000643 pies? 


BC 


(FEM) gc = — = -12k- pie 


PL 
8 


(FEM)cz = 12k- pie 


1? 312)" 
(FEM)ez = === - (02) = —-54k: pie 
8 8 
Al aplicar las ecuaciones 11-8 y 11-10 a la estructura y tomar en 
cuenta que 04 = 0, bag = Y gc = Yen = Yer = 0 dado que no se pro- 
duce desplazamiento lateral, se tiene 
My = 2Ek(20y + 07 — 3p) + (FEM) y 
Mas = 2129(10*)(12)?](0.001286)[2(0) + 07 — 3(0)] +0 
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Mza = 2[29(105(12)?](0.001286)[20g + 0 — 3(0)] + 0 


Mc = 2[29(10%)(12)?](0.002411)[20g + 6c — 3(0)] — 12 
Mc = 40 277.807 + 20 138.98 — 12 (3) 


Mcz = 2[29(10*)(12)?](0.002411)[206 + Oz — 3(0)] + 12 
Mcg = 20 138.907 + 40 277.89. + 12 (4) 


My = 3Ek(0y — Y) + (FEM)y 
Men = 3[29(105)(12)7](0.000643)[0¿ — 0] + 0 (5) 


Mcp == 8055.60c 

Meg = 3[29(10*)(12)?](0.002612)[9¿ — 0] — 54 
Mcg = 32 725.706 — 54 (6) 
Ecuaciones de equilibrio. Estas seis ecuaciones contienen ocho 
incógnitas. Es posible escribir dos ecuaciones de equilibrio de mo- 

mentos para las juntas B y C, figura 11-17b. Se obtiene 
Ma + Mpc=0 (7) 
Mcg + Mcp + Meg =0 (8) 
A fin de encontrar la solución, se sustituyen las ecuaciones (2) y (3) en 


la ecuación (7), y las ecuaciones (4)-(6) en la ecuación (8). De esto re- 
sulta 


61 759.30 + 20 138.90. = 12 
20 138.990 + 81 059.00. = 42 


Al resolver estas ecuaciones simultáneamente se obtiene 


03 = 2.758(10 7%) rad 066 = 5.113(10*) rad 


Al tener un sentido horario, estos valores tienden a distorsionar la es- 
tructura como se muestra en la figura 11-17a. Si se sustituyen estos va- 
lores en las ecuaciones (1)-(6) y se resuelve, resulta 


Maz = 0.296 k : pie Resp. 
Ma = 0.592 k - pie Resp. 
Mc = 0.592 k : pie Resp. 
Mcg = 33.1 k: pie Resp. 
Mcp = 4.12 k: pie Resp. 
Meg = -37.3 k: pie Resp. 
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11.5 Análisis de marcos: Con ladeo 


Un marco se ladea, o se desplaza lateralmente, cuando la carga que actúa 
sobre él no es simétrica. Para ilustrar este efecto, considere el marco de 
la figura 11-18. Aquí, la carga P provoca momentos desiguales Myc y 
Mcg en las juntas B y C, respectivamente. Mz¿ tiende a desplazar la 
junta B hacia la derecha, mientras que M¿p tiende a desplazar la junta C 
hacia la izquierda. Puesto que Mz¿ es mayor que M¿p, el resultado neto 
es un desplazamiento lateral A de las dos juntas B y C hacia la derecha, 
como se muestra en la figura.* Por lo tanto, al aplicar la ecuación de 
pendiente-deflexión a cada columna de este marco debe considerarse 
la rotación de la columna y (puesto que y = A/L) como incógnita en la 
ecuación. En consecuencia, debe incluirse una ecuación de equilibrio 
adicional para obtener la solución. En las secciones anteriores se de- 
mostró que los desplazamientos angulares desconocidos 0 se relacionan 
mediante las ecuaciones de equilibrio de momentos en las juntas. De una 
manera similar, cuando se producen desplazamientos lineales desconoci- 
dos A en las juntas (o rotaciones y del claro), se requiere escribir las 
ecuaciones de equilibrio de fuerzas para obtener la solución completa. 
Sin embargo, las incógnitas en estas ecuaciones sólo deben incluir los 
momentos internos que actúan en los extremos de las columnas, puesto 
que las ecuaciones de pendiente-deflexión involucran a estos momentos. 
La técnica para resolver los problemas de marcos con desplazamiento la- 
teral se ilustra de mejor manera mediante ejemplos. 


Figura 11-18 


EJEMPLO [11.7 


Determine los momentos en cada junta del marco que se muestra en 
la figura 11-19a. El es constante. 


SOLUCIÓN 


Ecuaciones de pendiente-deflexión. Como los extremos en A y 
D están fijos, se aplica la ecuación 11-8 a los tres claros de la estruc- 
tura. Aquí se produce desplazamiento lateral porque ni la carga apli- 
cada ni la geometría de la estructura son simétricas. En este caso, la 
carga se aplica directamente a la junta B y, por lo tanto, ningún FEM 
actúa en las juntas. Como se muestra en la figura 11-19a, se supone 
que ambas juntas B y C se desplazan una cantidad igual A. En conse- 
cuencia, Y4g = A/12 y bpc = A/18. Ambos términos son positivos 
porque la cuerda de los elemento AB y CD “giran” en sentido hora- 
rio. Si se relaciona 4, g con pc, se tiene Y 4 = (18/12) pc. Al aplicar 
la ecuación 11-8 al marco, resulta 


I 
ND 


a RA 


15 pies 


—_—_— 


(a) 


Figura 11-19 % 18 
Mas = 2 ,,)|200 + 0p — (wc) | + 0 = El(0.16670g — 0.754 pc) a) 


Mpa = 2 5)|200 + 0= (Eon) | + 0 = El(0.33307 — 0.754 pc) (2) 


15 


1 
Msc = 2.120, + 0c — 3(0)] + 0 = El(0.26707 + 0.1330c) (3) 


*Recuerde que la deformación de los tres elementos debida a la fuerza cortante axial es in- 
significante. 
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1 
Men = 2.) 100 + 0 — 3(0)] + 0 = El(0.2676¿ + 0.13305) (4) 


1 
Men = 2 E) 10 + 0 -— 3bpc] + 0 = El(0.2220. — 0.3330) (5) 


I 
Mpc = 2 ¿)120) + Oc — 3 pe] + 0 = El(0.11106 — 0.3334 pc) (6) Mac 
B 
40 k e 
Ecuaciones de equilibrio. Las seis ecuaciones contienen nueve E 
incógnitas. Es posible escribir dos ecuaciones de equilibrio de mo- < 
mentos para las juntas B y C, figura 11-195, a saber, 


Ma + Msc =0 
Mcz + Mcp=0 


Como se presenta un desplazamiento horizontal A, se considerará 
la sumatoria de las fuerzas sobre todo el marco en la dirección x. De 
esto resulta 


+ e E 

5>F,=0; 40 -V1-Vp=0 
Las reacciones horizontales o fuerzas cortantes de columna Va y Vp 
pueden relacionarse con los momentos internos al considerar el dia- 


grama de cuerpo libre de cada columna por separado, figura 11-19c. 
Se tiene 


l Mza 


Maz + Mza 


12 
Mpc + Mco 


18 


2M5 =0; Va 


2Mc —= 0; Vo 


Por lo tanto, 


de Mag + Mza ml Mpc + Mcp 
12 18 


40 =0 


A fin de resolver, se sustituyen las ecuaciones (2) y (3) en la ecua- 
ción (7), las ecuaciones (4) y (5) en la ecuación (8), y las ecuaciones 
(1, E), (5) y (6) en la ecuación (9). De aquí se obtiene 

0.604 + 0.1330. — 0.754 pc =0 
0.1330g + 0.4890 — 0.3334 pc = 0 
480 


0.505 + 0.2220. — 1.944bpc = — e 


Al resolver simultáneamente, se tiene 
El0g = 438.81 El0c = 136.18 Elbpc = 375.26 
Por último, con base en estos resultados y resolviendo las ecuaciones (1)-(6) 
se obtiene 
Mag = 208 k : pie Resp. 
Ma = -135k: pie Resp. 
M5c = 135 k: pie Resp. 
Mcg = 94.8k: pie Resp. 
Mcp = 94.8 k: pie Resp. 
Mpec = -110k- pie Resp. 
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EJEMPLO [11.8 


Determine los momentos en cada junta del marco que se muestra en 
la figura 11-20a. Los soportes en A y D están fijos y se supone que la 
junta C está articulada. El es constante para cada elemento. 


SOLUCIÓN 


Ecuaciones de pendiente-deflexión. Se aplicará la ecuación 11-8 

al elemento AB puesto que está conectado fijamente en ambos extre- 

mos. La ecuación 11-10 puede aplicarse de Ba C y de D a C porque el 

pasador en C soporta un momento cero. Como se muestra en el dia- 

Y grama de deflexión, figura 11-20b, hay un desplazamiento lineal des- 
Lo conocido de la estructura y un desplazamiento angular desconocido 
6 y en la junta B.* Debido a A, los elementos de la cuerda AB y CD 

giran en sentido horario, y = Y 43 = Ypc = A/4. Si se toma en cuenta 

(a) que 04 = 0p = 0, y que no hay FEM para los elementos, se tiene 


Figura 11-20 


My = 2 y Jo + Op — 3) + (FEM)y 


2(0) + 0 — 34] + 0 


(207 +0-— 34) +0 


A e 


B|= alo 


(Oy — 4) + (FEM)y 


B|= 0] Ra 
NAAA 


Ecuaciones de equilibrio. El equilibrio de momentos en la junta B, 
figura 11-20c, requiere que 


Ma + Mgc=0 (5) 


Si las fuerzas se suman para todo el marco en la dirección horizon- 
tal, resulta 


B5xYF,=0; 10-V,-Vp=0 (6) 


Como se muestra en el diagrama de cuerpo libre de cada columna, fi- 
gura 11-20d, se tiene 


_ Mag + Ma 


2Mc = 0; 


*Los desplazamientos angulares 0cg y Ocp en la junta C (articulada) no están inclui- 
dos en el análisis debido a que se debe usar la ecuación 11-10. 
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Entonces, a partir de la ecuación (6), 


Mag + M M 
AE AB BA + DC pee 
4 4 


10 


0 (7) 


Al sustituir las ecuaciones de pendiente-deflexión en las ecuaciones 
(5) y (7) y al simplificar se obtiene 


PE 
=p 
El 


Por lo tanto, 


240 320 


E BET 211 
Si se sustituyen estos valores en las ecuaciones (1)-(4), se tiene 


Mag =-17.1kN-m, Mg, = -114kN-m Resp. 
Msc =114kN-m,  Mpc=-—11.4kN-m Resp. 


Con base en estos resultados, es posible determinar las reacciones en 
los extremos de cada elemento a partir de las ecuaciones de equili- 
brio, figura 11-20e. El diagrama de momentos para el marco se mues- 
tra en la figura 11-20f. 


3.81 kN 3.81 kN 3.81 kN 


2.86 kN  _—vAAáóo ER 
2.86 kN E. " 
11.4kN-m 114kN-m 
11.4kN-m 
3.81 kN 


pel kN 
11.4kN-m 


7.14kKN—h> 


7.14 kN Da = 
y 17.1kN-m 


3.81 kN 
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EJEMPLO [11.9 


Explique cómo se determinan los momentos en cada junta de la es- 
tructura de dos niveles que se muestra en la figura 11-21a. El es cons- 
tante. 


SOLUCIÓN 


Ecuación de pendiente-deflexión. Como los soportes en A y F 
están fijos, la ecuación 11-8 se aplica para los seis claros de la estruc- 
tura. No es necesario calcular ningún FEM porque la carga aplicada 
actúa en las juntas. Aquí, la carga desplaza a las juntas B y E una can- 
tidad Ay, y a C y D una cantidad A; + A). El resultado es que los ele- 
mentos AB y FE experimentan rotaciones de y, = Ay/5, y BC y ED se 
someten a rotaciones de y, =A7/5. 
Al aplicar la ecuación 11-8 al marco se obtiene 


I 
Figura 11-21 Mas Jro, + 03 — 341] +0 


Ma 


r= 
189) 
D 

[oo] 


+0- 34] +0 
Msc + Oc — 341] +0 


Mcg + 03 — 347] +0 


5) 
5 
E 
5 
E 
5 


Mcp + 0p - 3(0)] +0 


Mbpc + 6c - 3(0)] +0 
ME + Oz 7 3(0)] + 0 


Me 


=— 
189) 
D 

E 


+ 0 — 30) +0 
Megp + 6p — 34] +0 
Mbg + Oz — 347] +0 


MrE [2(0) + Oz — 341] + 0 


189) 
D 
m 


Uul= Mula Mula Al>Ss AY AY AA 


I 


Estas 12 ecuaciones contienen 18 incógnitas. 
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Ecuaciones de equilibrio. El equilibrio de momentos en las juntas 
B,C,D y E, figura 11-21b, requiere que 


Ma + Mg + Magc=0 (13) 

Mcg + Mcp=0 (14) 

Mpc + Mp =0 (15) 

Mg + Mega + Megp=0 (16) 

Como en los ejemplos anteriores, la fuerza cortante en la base de 


todas las columnas de cualquier nivel debe equilibrar las cargas hori- 
zontales aplicadas, figura 11-21c. De aquí resulta 


40 V sc Vep =0 


Mc + Mcg ás Men + Mpg 
5 5 


=0 


40 +80 -— Vas - Va =0 


Mag + Mga y Mer + Mpg 
5 5 


=0 (18) 


La solución requiere sustituir las ecuaciones (1)-(12) en las ecuacio- 
nes (13)-(18), de donde resultan seis ecuaciones con seis incógnitas, 
b1, 12, 03, 0c, Op y Oz. Estas ecuaciones pueden resolverse de manera 
simultánea. Los resultados se sustituyen de nuevo en las ecuaciones 
(1-42), de donde se obtienen los momentos en las juntas. 
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EJEMPLO [11.10 


Determine los momentos en cada junta del marco que se muestra en 
la figura 11-22a. El es constante para cada elemento. 


12 pies E 
— DR 


Cc! 


Figura 11-22 
SOLUCIÓN 


Ecuaciones de pendiente- deflexión. La ecuación 11-8 se aplica a 
cada uno de los tres claros. Los FEM son 


wL? 
12 
wL? 
12 


(FEM) sc = — 


(FEM)cg = 


El elemento inclinado AB ocasiona que el marco se ladee hacia la 
derecha, según se muestra en la figura 11-224. Como resultado, las 
juntas B y C experimentan desplazamientos, tanto de rotación como 
lineales. Los desplazamientos lineales se muestran en la figura 11-22b, 
donde B se mueve Aj hacia B' y C se mueve Ay hacia C”. Estos despla- 
zamientos hacen que las cuerdas de los elementos giren 4, 43 (sen- 
tido horario) y — 4, (sentido antihorario), como se muestra en la fi- 
gura.* Por lo tanto, 


A; A; 
4 = 10 20 
Como se muestra en la figura 11-22c, los tres desplazamientos pueden 


relacionarse. Por ejemplo, Az = 0.54, y Az = 0.8664. Por lo tanto, a 
partir de las ecuaciones anteriores se tiene 


17) = 0.4174, Y == 0.4334, 


Con base en estos resultados, las ecuaciones de pendiente-deflexión 
de la estructura son 


43 


*Recuerde que las distorsiones debidas a las fuerzas axiales se pasan por alto y que los 
desplazamientos arqueados BB' y CC' pueden considerarse como líneas rectas, puesto 
que 4, y 43 son en realidad muy pequeños. 
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[207 + 0 — 34] +0 
[207 + Oc — 3(-0.41741,)] — 24 


[29 + 0 — 3(—0.41741)] + 24 


A > SE E E > DI EOS 


[20 + 0 — 3(0.4334,)] + 0 (5) 


S|= S|= Sis Bla s/= 5l= 


Jro, + Oc — 3(0.4334,)] + 0 (6) 
Estas seis ecuaciones contienen nueve incógnitas. 

Ecuaciones de equilibrio. Del equilibrio de momentos en las jun- 
tas B y Cse obtiene 

Mpa + Mp =0 (7) 
Mcp + Mcg =0 (8) 


La tercera ecuación de equilibrio necesaria puede obtenerse al sumar 
momentos respecto al punto O sobre todo el marco, figura 11-22d. 
Esto elimina las fuerzas desconocidas normales N , y Np y, por lo tanto 


Je (Pe Mco (40.73 — 24(6) =0 


-2.4M ag — 34Mza — 2.04Mcp — 1.04Mpc-144=0 (9) 


Al sustituir las ecuaciones (2) y (3) en la ecuación (7), las ecuaciones 
(4) y (5) en la ecuación (8), y las ecuaciones (1), (2), (5) y (6) en la 
ecuación (9) resulta 


24 
0.7330 + 0.1670 — 0.3924n = 7 


24 


El 


144 
—1.84007 — 0.5120. + 3.8804, = EL 


Al resolver estas ecuaciones simultáneamente se obtiene 


El0z =87.67  El0¿=-823  Elp= 67.83 


0.1670, + 0.5330. + 0.0784p, = 


Si se sustituyen estos valores en las ecuaciones (1)-(6), se tiene 
Maz = -23.2k-*pie Mc = 5.63 k- pie Mep = -25.3 k: pie 
Resp. 


Ma = -5.63k-pie Mcg = 25.3k-pie Mpc = -17.0k: pie 
Resp. 


10 pies / / 
YA 


Y — ; 
y E pies-—--6 pies—+| 
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M PROBLEMAS 


11-13. Determine los momentos en A, B y C, y después di- 
buje el diagrama de momento para cada elemento. Suponga 
que todas las juntas están conectadas fijamente. El es cons- 
tante. 


DO, 


11-14. Determine los momentos en los soportes, y des- 
pués dibuje el diagrama de momento. Los elementos están 
conectados fijamente en los soportes y en la junta B. El mo- 
mento de inercia de cada elemento se proporciona en la fi- 
gura. Considere que E = 29(10”) ksi. 


Lag = 80 


Prob. 11-14 


11-15. Determine el momento en B, y después dibuje el 
diagrama de momento para cada elemento del marco. Su- 
ponga que el soporte en A está fijo y que C está articulado. 
ET es constante. 


> : 


Prob. 11-15 


*11-16. Determine los momentos en B y D, y después di- 
buje el diagrama de momentos. Suponga que A y C están 
articulados y que B y D están conectados fijamente. El es 
constante. 


8k 


-—-15 pies dl 10 pies | 10 pies— 


a] —3 E 
A B C 
12 pies 
APA 12 y 
Prob. 11-16 


11.5 ANÁLISIS DE MARCOS: CON LADEO 483 


11-17. Determine el momento que ejerce cada elemento 11-19. Determine el momento en las juntas D y C, y des- 
sobre la junta en B, y después dibuje el diagrama de mo- pués dibuje el diagrama de momento para cada elemento 
mento para cada elemento del marco. Suponga que el so- del marco. Suponga que los soportes en A y B están articu- 
porte en A es fijo y en C está articulado. El es constante. lados. El es constante. 


3 k/pie 
old dl 
12 pies 
10 k >» A E 
6 pies - 5 pies 10 pies 5 pies—> 
Prob. 11-19 
Prob. 11-17 
11-18. Determine el momento que ejerce cada elemento *11-20. Determine el momento que ejerce cada elemento 
sobre la junta en B, y después dibuje el diagrama de mo- sobre las juntas en B y D, y después dibuje el diagrama de 
mento para cada elemento del marco. Suponga que los so- momento para cada elemento del marco. Suponga que los 
portes en A, C y D están articulados. El es constante. soportes en A, C y E están articulados. El es constante. 
E 


6m ar 6m 
| 
: 8m 
—> 
12 kN/m 


Prob. 11-18 | 


Prob. 11-20 
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11-21. Determine el momento en las juntas C y D, y des- 
pués dibuje el diagrama de momento para cada elemento 
del marco. Suponga que los soportes en A y B están articu- 
lados. El es constante. 


8kN/m > 0 


mn 


Prob. 11-21 


11-22. Determine el momento en las juntas A, B, C y D, y 
después dibuje el diagrama de momento para cada ele- 
mento del marco. Suponga que los soportes en A y B están 
fijos. ET es constante. 


- ¡ 


Prob. 11-22 
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11-23. Determine los momentos que actúan en los sopor- 
tes A y D del marco de columnas inclinadas. Considere que 
E = 29(10”) ksi e 1 = 600 pulg*. 


6k 


20 pies 


15 pies —- 20 pies =——15 pies — 


Prob. 11-23 


*11-24. Las cargas del viento se transmiten al marco en la 
junta E. Si A, B, E, D y F están articuladas y C está conec- 
tada fijamente, determine los momentos en la junta C y di- 
buje los diagramas de momento flexionante para la trabe 
BCE. ET es constante. 


E 
DEI «e— 12 kN 


6m 


Prob. 11-24 
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E) PROBLEMA DE PROYECTO 


11-1P. El techo se sostiene mediante largueros que se apo- tiene un peso de 550 lb. De acuerdo con el código, el techo 
yan en dos trabes. Cada larguero puede considerarse sim- estará sometido a una carga de nieve de 25 lb por pie cua- 
plemente apoyado, y la trabe frontal puede considerarse drado. Los largueros tienen una longitud de 25 pies. Dibuje 
unida a las tres columnas mediante un pasador en A y rodi- los diagramas de fuerza cortante y de momento para la 
llos en B y C. Suponga que el techo se hará de concreto de trabe. Suponga que las columnas de soporte son rígidas. 


cemento con 3 pulgadas de espesor y que cada larguero 


3 pies 3 pies 3 pies 3 pies 3 pies 3 pies 3 pies 3 pies 


Problema de proyecto 11-1P 


REPASO DEL CAPÍTULO 


A los desplazamientos desconocidos de una estructura se les conoce como los grados de libertad para la estructura. Consis- 
ten en desplazamientos o rotaciones de juntas. 


Las ecuaciones de pendiente-deflexión relacionan los momentos desconocidos en cada junta de un elemento estructural con 
las rotaciones desconocidas que se producen ahí. La siguiente ecuación se aplica dos veces a cada elemento o claro, consi- 
derando a cada lado como el extremo “cercano” y a su contraparte como el extremo lejano. 


My = 2Ek(20y + 0p — 34) + (FEM)y 


Para el claro interno o el claro final con el extremo lejano fijo 


Esta ecuación se aplica sólo una vez, donde el extremo “lejano” está en el soporte de pasador o de rodillo. 


Sólo para el claro final con el extremo lejano articulado o soportado por rodillos 


Una vez que se escriben las ecuaciones de pendiente-deflexión, se sustituyen en las ecuaciones de equilibrio de momentos 
en cada junta y después se resuelve para encontrar los desplazamientos desconocidos. Si la estructura (marco) tiene un des- 
plazamiento lateral, entonces ocurrirá un desplazamiento horizontal desconocido en cada nivel de piso, y las fuerzas cor- 
tantes de columna desconocidas deben relacionarse con los momentos en las juntas, empleando las ecuaciones de 
equilibrio de fuerzas y de momentos. Una vez obtenidos los desplazamientos desconocidos, las reacciones desconocidas se 
encuentran a partir de las relaciones de carga-desplazamiento. 


Todas las trabes en este edificio de concreto están fijamente conectadas, por 
lo que el análisis estáticamente indeterminado de la estructura puede hacerse 
utilizando el método de la distribución de momentos. 


Método de análisis 
del desplazamiento: 
distribución de 
momentos 


El método de distribución de momentos es un método de análisis del 
desplazamiento que es fácil de aplicar una vez determinadas ciertas 
constantes elásticas. En este capítulo se establecerán en primer lugar 
las definiciones y conceptos más importantes para la distribución de 
momentos, y después se aplicará el método para resolver problemas 
de vigas y marcos estáticamente indeterminados. En la última parte 
del capítulo se estudia la aplicación del método en marcos con varios 
niveles. 


12.1 Principios generales y definiciones 


El método para analizar vigas y marcos mediante la distribución de mo- 
mentos fue desarrollado por Hardy Cross en 1930. Cuando este método 
se publicó por primera vez atrajo la atención de inmediato, y ha sido re- 
conocido como uno de los avances más notables en el análisis estructural 
durante el siglo XxX. 

Como se explicará en detalle más adelante, la distribución de momen- 
tos es un método de aproximaciones sucesivas que pueden realizarse con 
cualquier grado de precisión deseado. En esencia, el método comienza al 
suponer que cada junta de una estructura está fija. Después, al liberar y 
bloquear cada junta de manera sucesiva, los momentos internos en las 
juntas se “distribuyen” y equilibran hasta que las juntas giran hacia sus 
posiciones finales o casi finales. Se encontró que este proceso de cálculo 
es a la vez repetitivo y fácil de aplicar. Sin embargo, antes de explicar las 
técnicas para la distribución de momentos, deben presentarse algunas 
definiciones y conceptos. 
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Figura 12-1 


Figura 12-2 


Convención de signos. Se establecerá la misma convención de 
signos que para las ecuaciones de pendiente-deflexión: Los momentos 
que actúan sobre el elemento con sentido horario se consideran positi- 
vos, y los momentos con sentido antihorario serán negativos, figura 12-1. 


Momentos en extremos fijos (FEM). Los momentos en las 
“paredes” o en las juntas fijas de un elemento cargado se denominan 
momentos en extremos fijos. Estos momentos pueden determinarse con 
base en la tabla que se encuentra en el interior de la contraportada, de- 
pendiendo del tipo de carga sobre el elemento. Por ejemplo, la viga car- 
gada como se muestra en la figura 12-2 tiene momentos en los extremos 
fijos de FEM = PL/8 = 800(10)/8 = 1000 N + m. Si se toma en cuenta la 
acción de estos momentos sobre la viga y se aplica la convención de sig- 
nos adoptada, se ve que My = — 1000 N .« m = y Mg, = +1000 N + m. 


Factor de rigidez del elemento. Considere la viga de la figura 
12-3, que está articulada en un extremo y fija en el otro. La aplicación del 
momento M hace que el extremo A gire a través de un ángulo 6.4. En el 
capítulo 11 se relacionó M con 64 usando el método de la viga conju- 
gada. De esto resultó la ecuación 11-1, es decir, M = (4EI/L)04. El tér- 
mino entre paréntesis 


(2-1) 


Extremo lejano fijo 


se conoce como el factor de rigidez en A y puede definirse como la canti- 
dad de momento M necesaria para hacer girar el extremo A de la viga en 
04 = 1 rad. 


Figura 12-3 


12.1 PRINCIPIOS GENERALES Y DEFINICIONES 


Factor de rigidez en la junta. Si varios elementos están conecta- 
dos fijamente a una junta y cada uno de sus extremos lejanos está fijo, en- 
tonces por el principio de superposición, el factor de rigidez total en 
la junta es la suma de los factores de rigidez de los elementos unidos a la 
junta, es decir, K7 = 2K. Por ejemplo, considere la junta A de un marco 
que se muestra en la figura 12-4a. El valor numérico del factor de rigidez 
de cada elemento se determina a partir de la ecuación 12-1 y se presenta 
en la figura. Con estos valores, el factor de rigidez total de la junta A es Ky 
= *K = 4000 + 5000 + 1000 = 10 000. Este valor representa la cantidad 
de momento necesario para girar la junta a través de un ángulo de 1 rad. 


Factor de distribución (DF). Si se aplica un momento M a una 
junta conectada fijamente, cada elemento conectado proporcionará 
una parte del momento de resistencia necesario para satisfacer el equili- 
brio de momentos en la junta. Esa fracción del momento de resistencia 
total suministrada por el elemento se llama factor de distribución (DP). 
Para obtener su valor, imagine que la junta está fijamente conectada a n 
elementos. Si un momento M aplicado hace que la junta gire una canti- 
dad 6, entonces cada elemento ¡ gira esta misma cantidad. Si el factor de 
rigidez del ¡-ésimo elemento es K;, entonces el momento aportado por el 
elemento es M; = K;0. Dado que el equilibrio requiere que M = M; + M, 
= K¡0 + K,0 = 02K;, entonces el factor de distribución para el ¡-ésimo 
elemento es 

E M; K¡0 
" M  0YNK; 
Al cancelar el término común 0, se ve que el factor de distribución de un 
elemento es igual al factor de rigidez del elemento dividido entre el fac- 
tor de rigidez total de la junta; es decir, en general, 


DE==> (122) 
Por ejemplo, los factores de distribución para los elementos AB, AC y 
AD en la junta A de la figura 12-4a son 


DF,g = 4000/10 000 = 0.4 


DFac 


5000/10 000 = 0.5 


DFaip 


1000/10 000 = 0.1 


Como resultado, si M = 2000 N + m actúa en la junta A, figura 12-4b, los 
momentos de equilibrio ejercidos por los elementos sobre la junta, figura 
12-4c, son 


Mas = 0.4(2000) = 800 N:m 
Mac = 0.5(2000) = 1000 N +: m 


Man = 0.1(2000) = 200 N-m 


D 


Kap=1000 y Kag = 4000 


A 


[ 
hr 2000 N-m 


€ 


(b) 


¿HS 2000 N-m 


Figura 12-4 
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Las cargas estáticamente indeterminadas en las trabes del 
puente, las cuales son continuas sobre sus pilotes, pueden de- 
terminarse usando el método de la distribución de momentos. 


Factor de rigidez relativa del elemento. Con bastante fre- 
cuencia una viga o un marco continuos se harán del mismo material, por 
lo que su módulo de elasticidad E será igual para todos los elementos. Si 
es así, el factor común 4£ en la ecuación 12-1 se cancelará del numerador 
y del denominador de la ecuación 12-2, al determinar el factor de distri- 
bución para una junta. Por lo tanto, resulta más fácil sólo determinar el 


factor de rigidez relativa del elemento 


Extremo lejano fijo 


y usar esto para los cálculos del DE. 


(123) 


Factor de traslado. Considere de nuevo la viga de la figura 12-3. 
En el capítulo 11 se demostró que My = (4E1/L)04 (ecuación 11-1) y 
Mza =QEIl/L)jOA (ecuación 11-2). Si se resuelve para 0, y se igualan 
estas ecuaciones resulta Mg, = Mag/2. En otras palabras, el momento M 
en el pasador induce un momento de M' = 3 M en la pared. El factor de 
traslado representa la fracción de M que es “trasladada” del pasador a la 
pared. Por lo tanto, en el caso de una viga el extremo lejano fijo, el factor 
de traslado es + 3. El signo más indica que ambos momentos actúan en la 


misma dirección. 


12.2 Distribución de momentos para vigas 


La distribución de momentos se basa en el principio del sucesivo blo- 
queo y liberación de las juntas de una estructura a fin de permitir que los 
momentos en juntas se distribuyan y equilibren. La mejor manera de ex- 


plicar el método es por medio de ejemplos. 


12.2 DISTRIBUCIÓN DE MOMENTOS PARA VIGAS 


240 Ib/pie 
La PLLLELL] 
Zag = 300 pulg* — Isc = 600 pulg* € 


la 


15 pies 20 pies 


(a) 
Figura 12-5 


Considere una viga que tiene un módulo de elasticidad E constante y 
las dimensiones y la carga que se muestran en la figura 12-5a. Antes de 
comenzar, lo primero es determinar los factores de distribución en los 
dos extremos de cada claro. Con base en la ecuación 12-1, K = 4EI/L, 
los factores de rigidez a ambos lados de B son 


4E(300) 


Ñ 4E(600) 
E E 


= 4E(20) pulg'/pie Kc = 20 


= 4E(30) pulg*/pie 


Por lo tanto, si se usa la ecuación 12-2, DF = K/2K, para los extremos co- 
nectados a la junta B, se tiene 


E 4E(20) eu 
BA 4E(20) + 4E(30) 
4E(30) 
DFbe= =0.6 


4E(20) + 4E(30) 


En las paredes, juntas A y C, el factor de distribución depende del factor 
de rigidez del elemento y del “factor de rigidez” de la pared. Como en 
teoría se necesitaría un momento de tamaño “infinito” para hacer que la 
pared girara un radián, el factor de rigidez de la pared es infinito. Por 
tanto, para las juntas A y C se tiene 


4E(20) 
E 4E(20) il 
4E(30) 
DFcs = SFH4EGO 


Observe que los resultados anteriores también podrían haberse obte- 
nido si en los cálculos se hubiera usado el factor de rigidez relativa Kp = 
I/L (ecuación 12-3). Además, siempre que se use un conjunto consistente 
de unidades para el factor de rigidez, el DF no tendrá unidades, y en una 
junta, excepto cuando se encuentre en una pared fija, la suma de los DF 
será siempre igual a 1. 

Después de haber calculado los DF, ahora se determinarán los FEM. 
Sólo el claro BC está cargado y, con base en la tabla ubicada en la parte 
interior de la contraportada, para una carga uniforme se tiene 


wL? 240(20y 

12 12 

wL?2  240(20) 
12 12 


(FEM) gc 


= —8000 lb : pie 


(FEM)cs = 


= 8000 lb : pie 
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lus 


la junta B se mantiene fija 
(b) 


0 r pie 


LLE 


8000 b- pie 


ma lb - pie 


8000 lb “pie 8000 lb pie 
A: ' 
=_caáall c 
BAN 
momento de corrección aplicado a la junta B 


(c) 


A 


1600-<—3200 Ib pie 4800 lb : pie —-2400 
lb-pie momento en B distribuido 1b*pie 


(a) 


Junta A B e 
Elemento AB BA BE CB 
DF 0 0.4 0.6 0 
FEM 8000 8000 
Dist,TR 1600-—3200  4800— 2400 
23M 1600 3200 -—3200 10400 


(e) 
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Se empieza por suponer que la junta B está fija o bloqueada. Entonces el 
momento de extremo fijo en B contiene el claro BC en esta posición fija 
o bloqueada, como se muestra en la figura 12-5b. Por supuesto, esto no 
representa la situación de equilibrio real en B, puesto que los momentos 
en cada lado de esta junta deben ser iguales pero opuestos. Para corregir 
lo anterior se aplicará un momento igual pero opuesto de 8000 lb + pie a 
la junta y se permitirá que la junta gire libremente, figura 12-5c. Como 
resultado, las porciones de este momento se distribuyen en los claros BC 
y BA, de acuerdo con los DF (o la rigidez) de estos claros en la junta. En 
específico, el momento en BA es de 0.4(8000) = 3200 Ib » pie y el momento 
en BC es de 0.6(8000) 4800 1b » pie. Por último, debido a la rotación libre 
que ocurre en B, estos momentos deben “trasladarse” puesto que los 
momentos se desarrollan en los extremos del claro. Si se usa un factor de 
traslado de + 3, los resultados son como se muestra en la figura 12-5d. 
Este ejemplo indica los pasos básicos necesarios en la distribución de 
momentos en una junta: Determinar el momento no equilibrado que 
actúa inicialmente en la junta “bloqueada”, desbloquear la junta y apli- 
car un momento desequilibrado igual pero opuesto para corregir el equi- 
librio, distribuir el momento entre los claros conectados, y trasladar el 
momento en cada claro hasta su otro extremo. Por lo general, los pasos 
se presentan en forma de tabla, como se indica en la figura 12-5e. Aquí la 
notación Dist, TR indica una fila donde los momentos se distribuyen y 
después se trasladan. En este caso particular sólo es necesario un ciclo de 
distribución de momentos, puesto que los soportes de pared en A y C 
“absorben” los momentos y no debe equilibrarse o desbloquearse nin- 
guna junta adicional para satisfacer el equilibrio de la junta. Una vez dis- 
tribuidos de esta manera, los momentos en cada junta se suman, obte- 
niendo los resultados finales que se muestran en la fila inferior de la 
tabla de la figura 12-5e. Observe que ahora la junta B se encuentra en 
equilibrio. Como Mpgc es negativo, este momento se aplica al claro BC 
en un sentido antihorario, como se muestra en los diagramas de cuerpo 
libre de los claros de la viga en la figura 12-5f. Al conocer los momentos 
en los extremos, se calculan las fuerzas cortantes en los extremos a partir 
de las ecuaciones de equilibrio aplicadas a cada uno de estos claros. 
Considere ahora la misma viga, excepto que el soporte en C es un osci- 
lador, figura 12-6a. En este caso, sólo un elemento está en la junta C, por 
lo que el factor de distribución para los elementos de CB en la junta Ces 


EE 4E(30) _ 
CB" AE(30) 
. _ e 240 Ib/pie a 
1600 lb - pie Vz, =3201b V,, = 2040 Ib Ve = 2760 lb 
3 pUILLELTO 
Y, = 320 1bF——15 pies-—+' 3200 1b-pie * |-———20 pies-———| 10 400 Ib- pie 


(6) 
Figura 12-5 


12.2 DISTRIBUCIÓN DE MOMENTOS PARA VIGAS 493 


Los otros factores de distribución y los FEM son iguales a los calculados 
con anterioridad. Se enuncian en las filas 1 y 2 de la tabla en la figura 
12-6b. En un inicio se supondrá que las juntas B y C están bloqueadas. Se 
comienza por liberar la junta C y colocar un momento equilibrante de 
— 8000 Ib + pie en la junta. Todo el momento se distribuye en el elemento 
CB puesto que (1)(—8000) lb « pie = — 8000 1b - pie. La flecha en la fila 
3 indica que ¿(—8000) lb » pie = — 4000 1b + pie se traslada a la junta B 
puesto que la junta C ahora puede girar libremente. La junta C se blo- 
quea de nuevo. Como el momento total en C está equilibrado, se coloca 
una fila debajo del momento de — 8000 Ib + pie. Ahora se considerará el 
momento desequilibrado de — 12 000 lb - pie en lajunta B. Aquí, para lo- 
grar el equilibrio, se aplica un momento de + 12 000 lb + pie a B y esta 
junta se desbloquea de modo que las partes del momento se distribuyan 
en BA y BC; es decir, (0.4)(12 000) = 4800 lb + pie y (0.6)(12 000) = 7200 
lb » pie, como se muestra en la fila 4. También tenga en cuenta que +3 de 
estos momentos debe trasladarse a la pared fija A y al rodillo C puesto 
que la junta B ha girado. La junta B ahora se bloquea de nuevo. Una vez 
más, la junta C'se libera y el momento desequilibrado en el rodillo se dis- 
tribuye como se hizo anteriormente. Los resultados se muestran en la fila 5. 
Si las juntas B y C se bloquean y desbloquean de manera sucesiva, en 
esencia se disminuye el tamaño del momento que debe equilibrarse 
hasta que se vuelve insignificante en comparación con los momentos ori- 
ginales, fila 14. Cada uno de los pasos en las filas 3 y 14 deben entenderse 
plenamente. Si se suman los momentos, los resultados finales son los que 
se muestran en la fila 15, donde se ve que los momentos finales ya satis- 
facen el equilibrio de la junta. 


Junta A B E 
Elemento AB BA BC CB 
DF 0 0.4 0.6 il 1 
FEM 8000 8000 2 
4000 — -8000 3 
2400 — 4800 700 — 3600 4 
1800 — -3600 5 
360 — 720 1080 — 540 6 
A A O 
54 — 108 162 +» 81 |8 
405 -81 9 
8.1 — 16.2 243 — 122 10 
240 Ib/pie 61  —12.2| 11 
12— 2.4 3.6 — 18 12 
A B 
| OLE . ETE: 
Lan = 300 pulg! Igc = 600 pulg? 0.4 0.5 14 


| 15 pies | 20 pies 


| EM 2823.3 5647.0 | —5647.0 0 15 


(a) (b) 
Figura 12-6 
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sucesiva a cada junta, como se muestra aquí, también es posible aplicarlo 
en todas las juntas al mismo tiempo. Este esquema se muestra en la tabla de 
la figura 12-6c. En este caso, se comienza por fijar todas las juntas para 
después equilibrar y distribuir los momentos del extremo fijo en las jun- 
tas B y C, fila 3. Si se liberan las juntas B y C al mismo tiempo (la junta A 
siempre está fija), entonces los momentos se trasladan al extremo de 
cada claro, fila 4. Una vez más, las juntas se bloquean, y los momentos se 
equilibran y distribuyen, fila 5. Al liberar las juntas una vez más se per- 
mite que los momentos se trasladen, como se muestra en la fila 6. Conti- 
nuando de esta manera se obtiene el mismo resultado final que antes, el 
cual aparece en la línea 24. En comparación, este método da una conver- 
gencia más lenta que la respuesta del método anterior; sin embargo, en 
muchos casos, la aplicación de este método es más eficiente y por ello se 
utilizará en los ejemplos que siguen. Por último, con base en los resulta- 
dos, ya sea de la figura 12-6b o 12-6c, los diagramas de cuerpo libre de 
cada claro de la viga son como se presentan en la figura 12-6d. 

A pesar de que en este caso la obtención de los resultados finales im- 
plicó varios pasos, el trabajo que se necesita es bastante metódico, puesto 
que requiere la aplicación de una serie de pasos aritméticos, en vez de re- 
solver un conjunto de ecuaciones como en el método de la pendiente-de- 


o En lugar de aplicar el proceso de distribución de momentos de manera 


Junta A B C 
Elemento AB BA BC CB 
DF 0 0.4 06 1 1 
FEM 8000 8000 2 
Dist. 3200 4800 80003 
TR 11600 4000 2400 4 
Dist.  L600 2400 24005 
TR 800 1200 1200 6 
Dist. 480 70  ,-1200 |7 
A SS 
TR 240 600 360 8 
Dist. 240 360 360 9 
A PX 
TR 120 -180 180 10 
Dist. | n 108-180 11 
TR 36 90 54 12 
Dist. 36 54 =54 113 
A IS 
TR 18 7 27 114 
Dist. 108 162 1 27 |15 28233 lb: pie V», = 564.7 lb 
TR S4 13.5 81 16 | | | | 
Dist. 54 81 81 | 17 
TR 277 4.05 4.05| 18 A ¡——15 pies ——+ 5647.01b: pie 
. AT E 
Dist. y! 1.62 2483 4.05 19 
TR 0.81 -2.02 122 20 
Dist. y 0.80 12 -12 21 Va, =2682.41b — 2401b/pie  Ve=211761b 
TR 0.40 0.61 0.61 22 
Dist. 0.24 037 —0.61| 23 pl y y | $ 
3M 2823 5647 5647 0 24 [—— 20 pies A 


5647.0 lb : pie 


(c) (d) 
Figura 12-6 
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flexión. Sin embargo, cabe señalar que el proceso fundamental de la dis- 
tribución de momentos sigue el mismo procedimiento que cualquier mé- 
todo de desplazamiento. Ahí el proceso consiste en establecer relaciones 
de carga-desplazamiento en cada junta y satisfacer las necesidades de 
equilibrio en las juntas a fin de determinar el desplazamiento angular co- 
rrecto de la junta (compatibilidad). Aquí, sin embargo, el equilibrio y la 
compatibilidad de la rotación en la junta se satisfacen directamente apli- 
cando un “balance de momentos”, proceso que incorpora las relaciones 
de carga-deflexión (factores de rigidez). También es posible simplificar 
aún más el uso de la distribución de momentos, y esto se estudiará en la 
próxima sección. 


Procedimiento de análisis 


El siguiente procedimiento proporciona un método general para determinar los momen- 
tos en los extremos de claros de viga mediante la distribución de momentos. 


Factores de distribución y momentos de extremo fijo 


Es necesario identificar las juntas en la viga y calcular los factores de rigidez para cada 
claro en las juntas. Con estos valores es posible determinar los factores de distribución a 
partir de DF = K/2K. Recuerde que DF = 0 para un extremo fijo, y DF = 1 para un so- 
porte de pasador o rodillo en el extremo. 

Los momentos de extremo fijo para cada claro cargado se determinan utilizando la 
tabla que se encuentra en el interior de la contraportada. Los FEM positivos actúan en 
sentido horario sobre el claro y los FEM negativos actúan en sentido contrario. Para 
mayor comodidad, estos valores pueden registrarse en forma tabular, como se muestra 
en la figura 12-6c. 


Proceso de distribución de momentos 


Suponga que todas las juntas en las que deben determinarse los momentos sobre los cla- 
ros conectados están inicialmente bloqueadas. Entonces: 


1. Determine el momento necesario para poner cada junta en equilibrio. 


2. Libere o “desbloquee” las juntas y distribuya los momentos de equilibrio en el claro 
conectado a cada junta. 


3. Traslade estos momentos en cada claro hacia su otro extremo multiplicando cada mo- 
mento por el factor de traslado +3. 


Al repetir este ciclo de bloqueo y desbloqueo de las juntas se encontrará con que las 
correcciones de los momentos disminuirán puesto que la viga tiende a alcanzar su forma 
final alterada. Cuando se obtiene un valor suficientemente pequeño para las correccio- 
nes, el proceso cíclico debe detenerse sin “trasladar” los últimos momentos. Después 
debe sumarse cada columna de FEM, momentos distribuidos y momentos de traslado. Si 
esto se hace correctamente, se logrará el equilibrio de momentos en las juntas. 
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EJEMPLO 


Determine los momentos internos en cada soporte de la viga que se 
muestra en la figura 12-7a. El es constante. 


250 kN 


20 kN /m 
fc Lo 
| 


(a) 
Figura 12-7 


SOLUCIÓN 
Primero deben calcularse los factores de distribución en cada junta.* 
Los factores de rigidez para los elementos son 


4El 


Por lo tanto, 
4E1/12 
4E1/12 + 4E1/12 


4E1/12 4E1/8 


DEF sp. = 04 DEiy= = 
CB" 4E1/12 + 4E1/8 CD" 4E1/12 + 4E1/8 


DFa1g — DEpc =0 DEza = DFsc = 0.5 


0.6 


Los momentos de extremo fijo son 


-20(12y wL2  20(12y? 
EN (EM > 


—250(8 PL  250(8 
a ) = -250kN:m (FEM) pc = a ñ ) = 250kN-«m 


= 240kN «m 


Empezando con los FEM, fila 4 de la figura 12-7b, los momentos en 
las juntas B y C se distribuyen en forma simultánea, fila 5. Después, 
estos momentos se trasladan simultáneamente a los respectivos extre- 
mos de cada claro, fila 6. De nuevo, los momentos resultantes se distri- 
buyen y se trasladan simultáneamente, filas 7 y 8. El proceso continúa 
hasta que los momentos resultantes disminuyan a la cantidad ade- 
cuada, fila 13. Los momentos resultantes se determinan mediante una 
sumatoria, fila 14. 

Si se colocan los momentos sobre cada claro de la viga y se aplican 
las ecuaciones de equilibrio, se obtienen las fuerzas cortantes en los 
extremos que se muestran en la figura 12-7c y el diagrama de mo- 
mento flexionante para toda la viga, figura 12-7d. 


*A quí se utilizó el factor de rigidez 4E1/L; sin embargo, también pudo haberse em- 
pleado el factor de rigidez relativa I/L. 
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Junta A 
Elemento AB 

DF 0.5 

FEM 240 

Dist. 120 
TR 2 60 

Dist. 1 24 
TR E -12 =05 

Dist. 6 0.2 
TR 0.1 3 

Dist. l 0.05 160, 1.8 
TR 0.6 0.02 

Dist. 0.3 0.3 0.01 0.01 


2M 62.5 10329 | 1232 [283 [5528157623423 


NO AD OABb mv A 


(b) 


20kN/m 250 kN 
e kN Loa | | | | | | | | po 130.9 SN 


4m A 


19.1 kN 


1 pa e 
125.2 kN :m B 12m el 281.5kN-:m E D 2343 kN-m 


(c) 
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EJEMPLO 


Determine el momento interno en cada soporte de la viga que se mues- 
tra en la figura 12-84. Se indica el momento de inercia de cada claro. 


400 lb 60 Ib /pie 


Lgc= 750 pulg! 
ES E 
10 pies=- 20 pies Mn 15 pies - 
(a) 


Figura 12-8 


SOLUCIÓN 

En este problema no hay un momento que se distribuya en el claro sa- 
liente AB; por lo tanto, el factor de distribución (DP) g4 = 0. La rigi- 
dez del claro BC se basa en 4E1/L puesto que el oscilador no está en 
el extremo lejano de la viga. Los factores de rigidez, los factores de 
distribución y los momentos de extremo fijo se calculan de la si- 
guiente manera: 


4E(750) 4E(600) 
Es y E Ko +7 19 
DFyc =1- (DF)z4=1-0=1 


150E 
DFoz = = 0.484 
87 0 + 16085 4% 


160 

= = 0.51 

DEco = 150% + 160E 219 
160E 


00 + 160E 


DFpc = 


Debido a la saliente, 


(FEM) za = 400 Ib(10 pies) = 4000 Ib : pie 
wI? 60(20) 


(FEM)sc = — m7 A.” —2000 Ib - pie 


FEM coo 2000 lb : pi 
(FEM)ca == == pie 


Estos valores se muestran en la cuarta fila de la tabla, figura 12-8b. 
El claro saliente requiere que el momento interno a la izquierda de B 
sea + 4000 lb + pie. El equilibrio en la junta B exige un momento in- 
terno de — 4000 lb + pie a la derecha de B. Como se muestra en la 
quinta fila de la tabla, se agregan — 2000 Ib « pie a BC con el fin de sa- 
tisfacer esta condición. Las operaciones de distribución y traslado se 
realizan de la manera usual, como se indica en la tabla. 
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Dado que se conocen los momentos internos, es posible construir el 
diagrama de momento para la viga (figura 12-8c). 


Junta 


Elemento BC CB CD 


DF 0 1 0.484 0.516 


4000  —2000 2000 
2000 968 —1032 ne 
484 1000 
484 484 516 
242 242 5 


242 Al 12 
—58.6 121 
58.6 58.6 62.4 
29.3 29.3 
29.3 142 | -151 
14.6 
yal 
3.5 
-17 
1.8 
0.9 
0.4 
0.2 
0.2 
0.1 0.1 


| 
SS 
ha 


ERAS RRAS 


HS 
0.8 
0.8 
0.4 
0.4 
Dl 
0.1 


4000 4000 587.1 SIS Til | 5293:6 


(b) 


400 lb 60 Ib /pie 


400 lb 770.6 lb MAR orgA (ab 58.5 lb 293.6 1b- pie 


10 pies * 4000 1b- pie 20 pies 587.1Ib-pie  15Pis ¿En 


M (lb pie) 


293.6 
x (pies) 
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4 El 
¡E ad A 
a laly 
Lp RR R o ] z 
junta junta 
liberada bloqueada 
Figura 12-9 


junta extremo 
liberada viga real articulado 
(a) 
M 1,M 
Ed TI 
Po Re 
A , 
A e 
1 | an 
ps sy 
Va Va 


viga conjugada 
(b) 


Figura 12-10 
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12.3 Modificaciones al factor de rigidez 


En los ejemplos anteriores de la distribución de momentos, al distribuir y 
trasladar los momentos se ha considerado que cada claro de la viga está 
restringido por un soporte fijo (junta bloqueada) en su extremo lejano. 
Por esta razón se han calculado los factores de rigidez, los factores de dis- 
tribución y los factores de traslado a partir del caso de la figura 12-9. Por 
supuesto, aquí K = 4EI/L es el factor de rigidez (ecuación 12-1) y el fac- 
tor de traslado es +1. 

En algunos casos es posible modificar el factor de rigidez de un claro 
particular de la viga y por lo tanto simplificar el proceso de distribución 
de momentos. A continuación se estudiarán tres casos prácticos en los 
que esto ocurre con frecuencia. 


Elemento articulado soportado en su extremo lejano. Muchas 
vigas indeterminadas tienen el extremo lejano de su claro soportado por 
un pasador (o un rodillo) como en el caso de la junta B de la figura 12-10a. 
Aquí, el momento M aplicado gira el extremo A en una cantidad 6. Para 
determinar 6, debe determinarse la fuerza cortante en el punto A” de la 
viga conjugada, figura 12-105. Se tiene 


+NMy =0; VAL) (e) 31) 0 
Ú Bv, DN 2 El 3 0 
O EE 
Va=0= 557 
o bien 
3El 
M = =—40 


E 


Por lo tanto, el factor de rigidez para esta viga es 


SEI 
K==r>— 
IL, 


124 
Extremo lejano articulado ( ) 


o con soporte de rodillo 


Además, observe que el factor de traslado es cero, puesto que el pasador 
en B no soporta un momento. Entonces, por comparación, si el extremo 
lejano estuviera fijamente apoyado, el factor de rigidez K = 4E1/L tendría 
que modificarse en 3 a fin de modelar el caso del extremo lejano articu- 
lado. Si se toma en cuenta esta modificación, el proceso de distribución 
de momentos se simplifica puesto que el extremo articulado no tiene que 
bloquearse y desbloquearse sucesivamente para distribuir los momentos. 
Además, como el extremo del claro está fijo, los momentos de extremo 
fijo para el claro se calculan empleando los valores en la columna de- 
recha de la tabla que se encuentra en el interior de la contraportada. En 
el ejemplo 124 se ilustra la forma de aplicar estas simplificaciones. 
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viga real viga conjugada 
(a) (b) 
Figura 12-11 


Viga y carga simétricas. Si una viga es simétrica con respecto a 
su carga y también a su geometría, el diagrama de momento flexionante 
de la viga también será simétrico. En consecuencia, puede hacerse una 
modificación del factor de rigidez para el claro central, por lo que los 
momentos en la viga sólo deben distribuirse a través de las juntas que 
están en ambos puntos medios de la viga. Para desarrollar la modifica- 
ción adecuada del factor de rigidez, considere la viga de la figura 12-11a. 
Debido a la simetría, los momentos internos en B y C son iguales. Supo- 
niendo que este valor sea M, la viga conjugada para el claro BC es como 
se muestra en la figura 12-115. Por lo tanto, la pendiente 9 en cada ex- 


tremo es, 

M L 
+NMc =0; —VmH LE) + =(Dil=]=0 
Úú C : VÉ(L) EJ (5) 

== ta 
Ñ 2El 
o bien 
2QEl 
M=* 
L 0 


Entonces, el factor de rigidez para el claro central es 


2El 
Ki= == 
lL, 


' Te (12-5) 
Viga y carga simétricas 


En consecuencia, sólo se pueden distribuir los momentos de la mitad 
de la viga dado que el factor de rigidez para el claro central se calcula 
empleando la ecuación 12-5. En comparación, el factor de rigidez del 
claro central será la mitad del que generalmente se determina empleando 
K=4EI/L. 
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FL 
1 ML, $M 
2 “Er *2 El 
Ye A 
B: a 
ES % | 
NS Cc 
e EL Vo 
sr 1¡/M/L 


viga real viga conjugada 


(b) 
(a) 


Figura 12-12 


Viga simétrica con carga antisimétrica. Siuna viga simétrica 
se somete a una carga antisimétrica, el diagrama de momento resultante 
será antisimétrico. Al igual que en el caso anterior, el factor de rigidez 
del claro central se puede modificar de manera que sólo deba conside- 
rarse la mitad de la viga para el análisis de distribución de momentos. 
Considere la viga de la figura 12-12a. La viga conjugada para su claro 
central BC se muestra en la figura 12-12b. Debido a la carga antisimé- 
trica, el momento interno en B es igual pero opuesto al que ocurre en C. 
Si se supone que este valor es M, la pendiente 6 en cada extremo se de- 
termina de la manera siguiente: 


(FEMo =0; -Vp(L) + OE ele) AE 


ML 
Ve =0= 7 
o bien 
m=SEl, 
E 


Por lo tanto, el factor de rigidez para el claro central es 


6El 
RE == 
l£, 


Viga simétrica con 
O (12-6) 
carga antisimétrica 


En consecuencia, cuando el factor de rigidez para el claro central de la 
viga se calcula mediante la ecuación 12-6, sólo deben distribuirse los mo- 
mentos en la mitad de la viga. Aquí, el factor de rigidez es una y media 
veces más grande que el que se determina usando K =4ElI/L. 
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EJEMPLO 


Determine los momentos internos en los soportes de la viga que se 
muestra en la figura 12-13a. El es constante. 


4 k/pie 


ARANA! 


nos 


l 15 pies 


(a) 
Figura 12-13 


SOLUCIÓN 

Por inspección, la viga y la carga son simétricas. Por lo tanto, se apli- 
cará K =2EI/L para calcular el factor de rigidez del claro central BC 
y, por lo tanto, en el análisis se empleará sólo la mitad izquierda de 
la viga. El análisis puede reducirse aún más usando K = 3EI/L para 
calcular el factor de rigidez del segmento AB puesto que el extremo A 
está fijo. Además, la distribución de momentos en A puede omitirse 
usando el FEM para una carga triangular sobre un plano con un ex- 


tremo fijo y el otro articulado. Por lo tanto, 
Junta B 


a 3El Elemento BA BC 


OS (usando la ecuación 12-4) 
15 DF 0.667 0.333 


2El 
A (usando la ecuación 12-5) 60 133.3 
20 48.9 24.4 


3E1/15 
= 351/57 1 108.9 108.9 
3E1/15 
3E1/15 + 2E1/20 
2E1/20 
- 3E1/15 + 2E1/20 
wL2  A(15) 
CE 


= 0.667 


= 0,333 


(FEM) za — = 60 k - pie 
20 
12 12 


Estos datos se encuentran en la tabla de la figura 12-135. Al calcular los 
factores de rigidez como se mostró antes, se reduce considerablemente 
el análisis, puesto que sólo debe equilibrarse la junta B, y los traslados 
hacia las articulaciones A y Cno son necesarios. Por supuesto, la junta C 
está sometida al mismo momento interno de 108.9 k - pie. 


(FEM) gc = — = -133.3 k: pie 
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EJEMPLO 


Determine los momentos internos en los soportes de la viga que se 
muestra en la figura 12-14a. El momento de inercia de los dos claros 
se muestra en la figura. 


AAN 


2B Ty(= 600 pulg* 


A 


20 pies /l 


Figura 12-14 


SOLUCIÓN 
Como la viga está soportada por rodillos en su extremo lejano C, la ri- 
gidez del claro BC se calculará con base en K = 3EI/L. Se tiene 


4EI — 4E(300) 
Ka = LT 15 = S80£ 
3EI  3E(600) 


L 20 


Kc = = 90£ 


Por lo tanto, 


S0E 
oo + 80É 


80E 
DF, = ———— = 0.4706 
BA“ 80E + 90E q 


90E 
DF» = —2— = 0.5294 
BC 80E + 90E nd 


9E 
DFcza =— 90EÉ =1 


DF az = 0 


En este problema es posible obtener una mayor simplificación del 
método de distribución, si se toma en cuenta que puede usarse un mo- 
mento solo de extremo fijo para el claro final BC. Si se emplea la co- 
lumna derecha de la tabla ubicada en el interior de la contraportada, 
para un claro cargado uniformemente que tiene un lado fijo y el otro 
articulado, se tiene 


wL2  —240(20? 
E 8 


(FEM)sc = — = 12.000 1b - pie 
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Los datos anteriores se introducen en la tabla de la figura 12-14b y 
se realiza la distribución de momentos. En comparación con la figura 
12-6b, este método simplifica considerablemente la distribución. 

Con base en los resultados, las fuerzas cortantes en los extremos de 
la viga y los diagramas de momento son como se muestra en la figura 


12-14c. 


Junta A 


Elemento AB BA 


DF 0 0.4706 


5647.2 
2823.6 al 


2823.6 5647.2 


(b) 


564.7 lb 564.7 lb 


SS 
2824 Ib-pie 19 Pies 


5647 lb: pie 


M (lb: pie) 


2824 


BC 
0.5294 
-12 000 

6352.8 


-5647.2 


240 lb/pie 


Lea] ) somo ALIAS 


| | 


E 


| 20 pies 
3247 lb 


x (pies) 
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E Mi PROBLEMAS 


12-1. Determine los momentos en B y C. ET es constante. 
Suponga que B y Cson rodillos y que A y D están articulados. 


20 pies 


Prob. 12-1 


122. Determine los momentos en A, B y C. Suponga que 
el soporte en B es un rodillo y que A y C están fijos. El es 


constante. 
3 k/pie 
2 k/pie 
CFE | 
A _IB E 
- 36 pies 24 pies - 


Prob. 12-2 


12-3. Determine los momentos en A, B y C, y después di- 
buje el diagrama de momentos. Suponga que el soporte en 
B es un rodillo y que A y C están fijos. El es constante. 


= 1 
6 6 6 
—pies—|-pies-+—10 pies 10 pies 


pies— 


Prob. 12-3 


*12-4, Determine las reacciones en los soportes y después 
dibuje el diagrama de momentos. Suponga que A está fijo. 
ET es constante. 


500 lb 
800 Ib/pie | 


LEE 
A EB E | p 


20 pies -- 20 pies .- 


Prob. 12-4 


125. Determine los momentos en B y C, y después dibuje 
el diagrama de momentos para la viga. Suponga que C es un 
soporte fijo. El es constante. 


mada y 


¡m0 


Prob. 12-5 


12-6. Determine los momentos en B y C, y después dibuje 
el diagrama de momentos para la viga. Todas las conexiones 
están articuladas. Suponga que las reacciones horizontales 
son iguales a cero. El es constante. 


12 kN/m 


12 kN/m 


Prob. 12-6 


127. Determine las reacciones en los soportes. Suponga 
que A está fijo y que B y C son rodillos que pueden empu- 
jar o jalar la viga. El es constante. 


12 kN/m 


INFRA 


Prob. 12—7 


*12-8. Determine los momentos en B y C, y después di- 
buje el diagrama de momentos para la viga. Suponga que 
los soportes en B y C son rodillos y que A y D están articu- 
lados. El es constante. 


Prob. 12-8 


12-9. Determine los momentos en B y C, y después dibuje 
el diagrama de momentos para la viga. Suponga que los so- 
portes en B y C son rodillos y que A está articulado. El es 
constante. 


300 lb 
200 lb /pie 
- D 
A B! C 
10 pies y 10 pies L 8 pies 
Prob. 12-9 
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12-10. Determine el momento en B, y después dibuje el dia- 
grama de momentos para la viga. Suponga que los soportes en 
A y C'son rodillos y que B está articulado. El es constante. 


Prob. 12-10 


12-11. Determine los momentos en B, C y D, y después 
dibuje el diagrama de momentos para la viga. El es cons- 
tante. 


1.5 k/pie 


ANNA 
A E3 cí DÉ E 


10 k-pie 


=10 pies. 20 pies + 20 pies >. 10 pies 
Prob. 12-11 
*12-12. Determine el momento en B y después dibuje el 


diagrama de momentos para la viga. Suponga que el so- 
porte en A está articulado, que B es un rodillo y que C está 
fijo. El es constante. 


4 k /pie 


Ss -18 a 


A 15 pies | 12 pies —— 


Prob. 12-12 
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o 12.4 Distribución de momentos 
para marcos: Sin ladeo 


La aplicación del método de distribución de momentos para marcos sin 
ladeo sigue el mismo procedimiento que el descrito para las vigas. Para 
reducir al mínimo la posibilidad de errores se sugiere que el análisis se 
organice en forma tabular, como en los ejemplos anteriores. Además, la 
distribución de momentos puede simplificarse si el factor de rigidez de 
un claro puede modificarse como se indicó en la sección anterior. 


EJEMPLO 


Determine los momentos internos en las juntas del marco que se 
muestra en la figura 12-15a. E y D están articulados y en el punto A 
hay un soporte fijo. El es constante. 


Junta A 
Elemento 4B BA | BC | CB CD | CE 
DF 0 0.545 | 0.455 0.330 | 0.298 | 0.372 
18315135 
73.6 | 61.4 —44.6 | —40.2 | —50.2 


22 ESO. 
102 OO A E ES 


6.1 all Sal 
2.8 DS A ES O 


1.4 0.8 12 
0.4 0.41 —0.4 | —04| —0.4 


0.2 072 0.2 
0.1 014/5501 0.0. —0.1 


9 SO ESTO 041 
(b) 
Figura 12-15 
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SOLUCIÓN 

Por inspección, el pasador en £ impedirá que el marco se ladee. Los 
factores de rigidez de CD y CE pueden calcularse usando K = 3EI/L 
puesto que los extremos están fijos. Además, la carga de 20 k no con- 
tribuye con un FEM porque está aplicada en la junta B. Por lo tanto, 


DF pe 0.545 
BA" AEIJ1S + 4E1/18 — 


DFac = 1-0.545 = 0.455 


DF e 0.330 
€8 * 4E1/18 + 3E1/15 + 3E1/12  — 
3E1/15 


DF¿p = = 0.298 
CD AEI/18 + 3E1/15 + 3E1/12 


DF¿z = 1-0.330 - 0.298 = 0.372 
DFpe=1 DF =1 
-w12 -5(18y 
A 
18) 
12 


(FEM) sc = -135 k: pie 


(FEM)cs = 135 k - pie 


Los datos se muestran en la tabla de la figura 12-155. Aquí se realiza 
sucesivamente la distribución de momentos en las juntas B y C. Los 
momentos finales se muestran en la última fila. 

El diagrama de momentos para el marco de la figura 12-15c se cons- 
truye utilizando estos datos. 


101 k pie 


] 51.2 k: pie 
89.1 k- pie 
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CAPÍTULO 12 


(a) 


MÉTODO DE ANÁLISIS DEL DESPLAZAMIENTO: DISTRIBUCIÓN DE MOMENTOS 


12.5 Distribución de momentos 
para marcos: Con ladeo 


En la sección 11-5 se mostró que los marcos que no son simétricos o que 
están sujetos a cargas no simétricas tienen una tendencia a ladearse. Un 
ejemplo de estos casos se muestra en la figura 12-164. Aquí, la carga apli- 
cada P generará momentos desiguales en las juntas B y C de modo que el 
marco se desviará una cantidad Á hacia la derecha. Para determinar esta 
deflexión y los momentos internos en las juntas mediante la distribución 
de momentos se usará el principio de superposición. En este sentido se 
considera primero que el marco de la figura 12-16b no experimenta 
ladeo al aplicar un soporte artificial en la junta C. Se aplica la distribu- 
ción de momentos y después, por la estática, se determina la fuerza res- 
trictiva R. Luego se aplica a la estructura una fuerza de restricción igual 
pero opuesta, figura 12-16c, y se calculan los momentos en el marco. Un 
método para realizar este último paso requiere, en primer lugar, suponer 
un valor numérico de uno de los momentos internos, por ejemplo M' za. 
Si se usa la distribución de momentos y la estática, es posible determinar 
la deflexión A' y la fuerza externa R' correspondientes al valor supuesto 
para M'z,. Dado que se producen deformaciones elásticas lineales, la 
fuerza R' desarrolla momentos en el marco que son proporcionales a los 
desarrollados por R. Por ejemplo, si se conocen M' z, y R', el momento 
en B desarrollado por R será Mz, = M'ga(R/R”). Al sumar los momen- 
tos en las juntas para ambos casos, figuras 12-16b y c, se obtendrán los 
momentos reales en el marco, figura 12-164. La aplicación de esta técnica 
se ilustra en los ejemplos 12-6 a 12-8. 


Marcos de varios niveles. Con mucha frecuencia, los marcos de 
varios niveles pueden tener algunos desplazamientos independientes en 
sus juntas y, por consiguiente, el análisis de la distribución de momentos 
empleando las técnicas descritas anteriormente implicará un mayor nú- 
mero de cálculos. Por ejemplo, considere el marco de dos niveles que se 
muestra en la figura 12-17a. Esta estructura puede tener dos desplaza- 


P 
€ 
B R 
+ 
A D 
aplicación de una junta junta artificial retirada 
artificial (sin ladeo) (con ladeo) 


(b) (c) 
Figura 12-16 
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mientos independientes en sus juntas, puesto que el desplazamiento late- 
ral A; del primer nivel es independiente de cualquier desplazamiento A, 
en el segundo nivel. Por desgracia, estos desplazamientos no se conocen 
inicialmente, por lo que el análisis debe proceder con base en la superpo- 
sición, de la misma manera que se analizó antes. En este caso se aplican 
dos fuerzas de restricción: Ry y R), figura 12-17b, y se determinan y dis- 
tribuyen los momentos de extremo fijo. Los valores numéricos de Ry y 
R, se determinan con base en las ecuaciones de equilibrio. Después se 
retira la restricción en el piso del primer nivel y el piso experimenta un 
desplazamiento A”. Este desplazamiento provoca momentos de extremo 
fijo (FEM) en el marco, a los que pueden asignárseles valores numéricos 
específicos. Al distribuir estos momentos y al emplear las ecuaciones de 
equilibrio, es posible determinar los valores numéricos asociados de Ry y 
R;. De manera similar, el piso del segundo nivel experimenta un despla- 
zamiento A”, figura 12-17d. Si se suponen valores numéricos de los mo- 
mentos de extremo fijo, la distribución de momentos y el análisis del 
equilibrio generarán valores específicos de Rj y R3. Como los últimos 
dos pasos asociados con las figuras 12-17c y d dependen de valores su- 
puestos para los FEM, es necesario aplicar factores de corrección C'y C” 
a los momentos distribuidos. Con referencia a las fuerzas de restricción 
de las figuras 12-17c y 12-17d, se requiere la aplicación igual pero 
opuesta de R; y R, sobre la estructura, de tal manera que 


Ry = —C'R¿ + C"Ri 
R¡ = +C'Ri — C"Ri 


Al resolver en forma simultánea estas ecuaciones se obtiene el valor de 
C' y C”. Estos factores de corrección se multiplican por los momentos in- 
ternos en las juntas que se encontraron con base en la distribución de 
momentos, figuras 12-17c y 12-17d. Después, los momentos resultantes se 
determinan al sumar estos momentos corregidos con los obtenidos en el 
marco de la figura 12-17b. 

Hay otros tipos de marcos con desplazamientos independientes en sus 
juntas que pueden analizarse mediante el mismo procedimiento; sin 
embargo, debe reconocerse que el método anterior requiere bastantes 
cálculos numéricos. Aunque se han desarrollado algunas técnicas para 
reducir los cálculos, lo mejor es resolver este tipo de problemas en una 
computadora, de preferencia que realice análisis matriciales. Las técni- 
cas para llevar a cabo esto se estudiarán en el capítulo 16. 


P, P, 
A, A” ” 
iaa H Ml 
P) —>; 1 == P> —>: R, RR) 
E P, y 


E : 
A; ! p Y 
1 1 pS IN 1 ñ 
l/ h N Ñ + . , 
== y = H— R + , LR A—r: 
/ | 
1 1 


(a) (b) (c) (d) 
Figura 12-17 
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Determine los momentos en cada junta del marco que se muestra en 
la figura 12-184. El es constante. 


SOLUCIÓN 
En primer lugar se considerará que el marco no sufre desplazamiento 
lateral como se muestra en la figura 12-185. Se tiene 


_16(4)(1) 


(FEM) gc = = —-10.24kN «m 


(FEM)es = 25 = 2.56 kN «m 


El factor de rigidez de cada claro se calcula con base en 4E7/L o em- 
pleando el factor de rigidez relativa I/L. Los DF y la distribución de 
momentos se muestran en la tabla de la figura 12-18d. Con base en 
estos resultados se aplican las ecuaciones de equilibrio a los diagra- 
mas de cuerpo libre de las columnas a fin de determinar A, y D,, fi- 
gura 12-18e. A partir del diagrama de cuerpo libre de todo el marco 
(no se muestra), la restricción R de la junta en la figura 12-18b tiene 
una magnitud de 


2F,=0; R =1.73kN — 0.81 kN = 0.92 kN 


Ahora debe aplicarse un valor igual pero opuesto de R = 0.92 kN 
sobre el punto C del marco y es necesario calcular los momentos in- 
ternos, figura 12-18c. Para resolver el problema del cálculo de estos 
momentos, se supondrá que se aplica una fuerza R' sobre C, lo que 
ocasiona que el marco se desvíe A”, como se muestra en la figura 
12-18f. Aquí las juntas en B y C se encuentran temporalmente restrin- 
gidas a la rotación, y como resultado se determinan los momentos de 
extremo fijo en los extremos de las columnas con base en la fórmula 
de la deflexión que se encuentra en el interior de la contraportada, 
es decir, 


Junta A B C 
Elemento AB BA BE CB j 
DF 0 0.5 0.5 0.5 ; > —> 
FEM 10.24 2.56 5.78 kN -m 2.72 kN -m 
MAZO 
(o) 0.64% 2,56 


. OSOS 
Figura 12-18 6 más 0.16 


0.32. —0.08 A 2.88 kN -m 1.32kN-m 
0.04% 0.16 == 
0.02 0.02. —0.08 4 A, =1.73 kN p: = 0.81 kN 
A ATi AD IAS, 


(a) (e) 


5m Sm 


12.5 DISTRIBUCIÓN DE MOMENTOS PARA MARCOS: CON LADEO 513 


Junta A 
Elemento AB 
DF 0 


BA 
0.5 


FEM 100  -—100 


Dist. 
TR 25 A 


50 


25) 20) 
JS) 125 ES) 


6.25 
—100 kN -m —100 kN -m 


(6) 


_ GEIA 
E 
En vista de que tanto B como C se desplazan la misma cantidad A”, 
y AB y DC tienen los mismos valores de E, [ y L, el FEM en AB será 


el mismo que en DC. Como se muestra en la figura 12-18f, se su- 
pondrá arbitrariamente que este momento de extremo fijo sea 


(FEM) 48 = (FEM)ga = (FEM)cp = (FEM)pc = 100 kN «m 


Se requiere un signo negativo porque el momento debe actuar en sen- 
tido antihorario sobre la columna para obtener una deflexión A' hacia 
la derecha. Ahora puede determinarse el valor de R' asociado con 
este momento de — 100 kN +. m. La distribución de momentos de los 
FEM se muestra en la figura 12-18g. Con base en el equilibrio, se calcu- 
lan las reacciones horizontales en A y D, figura 12-18h. Así, para todo 
el marco se requiere 


R' = 28 + 28 = 56.0 kN 


Por lo tanto, R* = 56.0 kN crea los momentos tabulados en la figura 
12-18g. Los momentos correspondientes causados por R = 0.92 kN 
pueden determinarse por proporción. Por lo tanto, el momento resul- 
tante en el marco, figura 12-18a, es igual a la suma de los calculados 
para el marco en la figura 12-18b, más la cantidad proporcional de los 
que se calcularon en la figura 12-18c. Se tiene 


Mag = 2.88 + 5 0) = 1. s Resp. 
= 5. =4, E Resp. 

= -4,.719kN-m Resp. 

= 3.11 kN-m Resp. 

= -31kN-m Resp. 

2.63 kN - m Resp. 


6.25 


7625 


A ESAS) EA 


1. 


IS 


56 1.56 


0.78 0.78 0.78 0.7 
0.39 a 0.39 AR 0.39 
0.195, 0.195 0.195, 0.195 


80.00 —60.00 60.00 60.00 —60.00 —80.00 


| 


(8) 


— 


60 kN -m 60 kN -m 


| 180 kN -m |/80kN-m 


Pp 


=28kN AD (A 


(h) 
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EJEMPLO 


Determine los momentos en cada junta del marco que se muestra en 
la figura 12-19a. El momento de inercia de cada elemento se indica 
en la figura. 


2 k/pie 


Igc= 1500 pulg? 


2500 pulg? 


Ipc 


¿3d 0007 = 97] 
qe 
159) 
P 
O 
Un 


PS 
pay] 
= 


Figura 12-19 


SOLUCIÓN 

En primer lugar se evita un ladeo en el marco, como se muestra en la 
figura 12-19b. Los momentos internos en las juntas se calculan como 
se indica en la figura 12-19d. Aquí, el factor de rigidez del CD se calculó 
empleando 3E£7/L, puesto que hay un pasador en D. El cálculo de las 
reacciones horizontales en A y D se muestra en la figura 12 19e. En- 
tonces, para todo el marco, 


2F,=0; R = 2.89 - 1.00 = 1.89 k 


Junta A B 


Ea a a E bona j dido ¡ 
DE O |0.615 | 0.385 | 0.5 : .34 k pie W 15.00 k - pie 


— 
E A 
1476 [904 =19 


7.38 =6 4.62 EN 
A A El P 

1.84 6H MITE 
0.713 0.447,—0.58  —0.58 9.58 k- pie 

0.357 0.29% 0.224 — 
IA id 


9.58 19,34 —19.34 15.00 —15.00 


(a) (e) 
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Junta A B 
Elemento AB BA BC CB CD 
DF 0 0615 /50:383 | 0:3 0.5 
FEM -100  -—100 27.78 
Dist. 61.5| 38.5,.,13.89 - 13.89 


a 30.757 6.94” 19.25 

1St. 4.27) -2.67.9.625. —9.625 
TR 314 4811.34 A 

Dist. de 2.96 1.85, 0.67 0.67 

TR 1.48 0.33 | 0.92 

Dist. 0.20 —0.13 —0.46 0.46 


3M 69.91 —40.01| 40.01 23.31 —23.31 
(8) 


La fuerza opuesta se aplica ahora sobre el marco como se muestra en 
la figura 12-19c. Al igual que en el ejemplo anterior, se considerará 
una fuerza R' que actúa en la forma mostrada en la figura 12-19f. 
Como resultado, las juntas B y C se desplazan la misma cantidad A”. 
Los momentos de extremo fijo para BA se calculan a partir de 


G6EIA 6E(2000)A' 
E — (10)? 


Sin embargo, con base en la tabla que se encuentra en el interior de la 
contraportada, para CD se tiene 


3EIA 3E(2500)A' 
PES 15 
Si se supone que el FEM para AB es de — 100 k . pie como se muestra en 


la figura 12-19f, el FEM correspondiente en C, que causa el mismo A', 
se encuentra por comparación, esto es, 


(FEM)ag = (FEM)za 


(FEM)cp 


(100)(10)? — (FEM)ep(15) 
6E(2000) 3E(2500) 
(FEM)cp = -27.78 k * pie 


-pi 23.31 k: pi 
40.01 k: pie >: pie 


La distribución de momentos para estos FEM se tabula en la figura 
12-19g. Los cálculos de las reacciones horizontales en A y D se mues- 10 pies 
tran en la figura 12 19h. Entonces, para todo el marco, | 

1169.91 k- pie 


2F,=0; R' = 11.0 + 1.55 = 12,55 k A, =11.0k «— 


=1.55k 
Por lo tanto, los momentos resultantes en el marco son z 


Man = 9.58 + (¡5%)(-69.91) = —0.948 k - pie Resp. 
Mza = 19.34 + (%)(-40.01) = 133 k - pie Resp. 
= 19.34 + (%%)(40.01) = -13.3 k * pie Resp. 

2 


q. 
= 15.00 + (4%%)(23.31) = 18.5 k pie Resp. 
= -15.00 + (%%)(-23.31) = -18.5k-+pie Resp. 
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EJEMPLO 


Determine los momentos en cada junta del marco que se muestra en 
la figura 12-20a. El es constante. 


B 
20k —> 


eS 
y 

So 
y 

e 


A 
. s 15 
Lo pies>/pies>=-pies 6 pies= 
(a) 


Figura 12-20 


SOLUCIÓN 
Primero se evita el desplazamiento lateral mediante la fuerza de res- 
tricción R, figura 12-20b. Los FEM para el elemento BC son 

8(10 8(10) : 
(FEM)sc = de —10k-+pie (FEM)cg = EN 10 k * pie 
Como los claros AB y DC están articulados en sus extremos, el factor 
de rigidez se calcula empleando 3E7/L. La distribución de momentos 
se muestra en la figura 12-204. 

Las reacciones horizontales en A y D deben determinarse a partir 
de estos resultados, lo cual se hace mediante un análisis del equilibrio 
para cada elemento, figura 12-20e. Al sumar los momentos respecto de 
los puntos B y C en cada pierna, se tiene 
(+2Mg =0; 5.97 + Ay(8) — 4(6) =0 A: =3.75k 
(+2Mc¿=0; 5.97 — D,(8) + 4(6) =0 D, =3.75k 


Por lo tanto, para todo el marco, 


2F,=0; R =3.13-3.15+20=20k 


Junta A : 8k 
Elemento AB pr a 

DF 1 0.571 | 0.571 | 0.429 20k P pes ¿R 
FEM -10 10 

Dist. 5.11. | -5.71| -4.29 

TR E E 

DL 163) =163| =123 

TR 0.82% 0.82 

Dist. 0.47, 0.47, -035 


TR 0.24 0.24 
Dist. 0:13.| 0:13 0.10 


EM -5.97 | 5.97 | -5.97 
(4) 
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La fuerza opuesta R se aplica ahora al marco como se muestra en la 
figura 12-20c. Con el fin de determinar los momentos internos desa- 
rrollados por R se considerará primero que la fuerza R' actúa como se 
muestra en la figura 12-20f. Aquí las líneas discontinuas no represen- 
tan la distorsión de los elementos del marco, sino que se construyen 
como líneas rectas extendidas hasta las posiciones finales B” y C' 
desde los puntos B y C, respectivamente. Debido a la simetría del 
marco, el desplazamiento BB* = CC' = A'. Además, estos desplaza- 
mientos hacen que BC gire. La distancia vertical entre B” y C' es 1.24”, 
como se muestra en el diagrama de desplazamiento, figura 12-20g. 
Dado que cada claro experimenta desplazamientos hasta un punto 
extremo que ocasionan un giro en éste, se inducen momentos de ex- 
tremo fijo en los claros. Dichos momentos son: 

(FEM)za = (FEM)cp = —3E1M/(10), (FEM)»c = (FEM)cp = 
6E1(1.2A”)/(10)?. 

Observe que para BA y CD los momentos son negativos puesto que 
una rotación en sentido horario del claro ocasiona un FEM con sen- 
tido antihorario. 

Si se asigna arbitrariamente un valor de (FEM) 4 = (FEM)cp = 
— 100 k - pie, entonces al igualar A' en las fórmulas anteriores se ob- 
tiene (FEM)zc = (FEM)cg = 240 k + pie. Estos momentos se aplican 
al marco y se distribuyen, figura 12-20h. Con los resultados anteriores, 
el análisis de equilibrio es como se muestra en la figura 12-201. Para 
cada pierna se tiene 


(+EMz =0; —A'(8) + 29.36(6) + 146.80 = 0 
(+EMc= 0; —D!(8) + 29.36(6) + 146.80 = 0 


A, = 40.37 k 
D', = 40.37 k 
Entonces, para todo el marco, 

2F, = R' = 40.37 + 40.37 = 80.74 k 

Por lo tanto, los momentos resultantes en el marco son 


= 5.97 + (52%4)(-146.80) = -30.4 k * pie Resp. 


= 5.97 + (52%4)(146.80) = 30.4 k » pie Resp. 


= 5.97 + (53%1)(146.80) = 42.3 k- pie 


Resp. 


= 5.97 + (52%4)(-146.80) = -42.3 k : pie Resp. 


Junta 


A B 


Elemento AB BA BC 


29.36 k DF 
146.80 k - pie A 


E E TR 


Dist. 


TR 


Dist. 


29.36 k 29.36k 


TR 


Dist. 


TR 


Dist. 
EM 


: , FEM 
10 pies E. R : Dist. 


1 0.429 | 0.571 
-100 240 


0.571 | 0.429 
240 100 


60.06 —79.94 
39:91 

17.15| 22.82 
11.41 

4.89 | -6.52 


79.94 60.06 


239.97 
22.82 


11.41 


17.15 


3.26 

1.40. 1.86 
0.93 

0.40 | 0.53 


6.52 | 4.89 


-3.26 
1.86 1.40 


0.93 


0  —146.80 146.80 


(n) 


0.53 0.40 
146.80 146.80 
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12-13. Determine el momento en B, y después dibuje el 
diagrama de momentos para cada elemento del marco. Su- 
ponga que los soportes en A y C están articulados. El es 
constante. 


Prob. 12-13 


12-14. Determine los momentos en los extremos de cada 
elemento del marco. Suponga que la junta en B está fija, que 
C está articulada y que A está fijo. El momento de inercia de 
cada elemento se muestra en la figura. E = 29(10%) ksi. 


¿A 


Tac = 800 pulg*  C[-: 


12 pi a 
8 pies sit 


Tag = 550 pulg? 
8 pies 


Prob. 12-14 


MÉTODO DE ANÁLISIS DEL DESPLAZAMIENTO: DISTRIBUCIÓN DE MOMENTOS 


o EN PROBLEMAS 


12-15. Determine las reacciones en A y D. Suponga que 
los soportes en A y D están fijos y que B y C están conecta- 
dos fijamente. El es constante. 


24 pies >) 


Prob. 12-15 


*12-16. Determine los momentos en D y C, y después di- 
buje el diagrama de momentos para cada elemento del 
marco. Suponga que los soportes en A y B están articulados 
y que las juntas D y C están fijas. El es constante. 


9 pies 


Prob. 12-16 


12.5 DISTRIBUCIÓN DE MOMENTOS PARA MARCOS: CON LADEO 


12-17. Determine los momentos en el soporte fijo A y en 
la junta D, y después dibuje el diagrama de momentos para 
el marco. Suponga que B está articulado. 


qurrird dido 


as 


JA | D 
12 pies ¡ 12 pies - 


12 pies 


ler 


Ss 


Prob. 12-17 


12-18. Determine los momentos en cada junta del marco, 
y después dibuje el diagrama de momentos para el ele- 
mento BCE. Suponga que B, C y E están fijamente conecta- 
dos y que A y D están articulados. E = 29(10*) ksi. 


NEAR TIDADO 


Tac = 400 pulg* C (El 
Te = 400 pulg? 


3 + Ipc = 500 pulg* 
8 pies [| [7,7 = 600 pulg* 
= Ell A El LD , 
| 24 pies —12 pies — 
Prob. 12-18 
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12-19. El marco está hecho de tubos que se conectan fija- 
mente. Si soporta las cargas que se muestran, determine los 
momentos desarrollados en cada una de las juntas. El es 
constante. 


18kN 18 kN 
/ y 
CO 
D 
» 4m > 4m -- 4m > 
Prob. 12-19 


*12-20. Determine los momentos en B y C, y después di- 
buje el diagrama de momentos para cada elemento del 
marco. Suponga que los soportes en A, E y D están fijos. El 
es constante. 


Prob. 12-20 
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CAPÍTULO 12 


Determine los momentos en D y C, y después di- 


buje el diagrama de momentos para cada elemento del 
marco. Suponga que los soportes en A y B están articulados. 
ET es constante. 


16kN 
r lm | 3m > 
— [EMT y 3 F 
D 
4m 
pz, [pa] A a] 
Prob. 12-21 


12-22. 


Determine los momentos que actúan en los extre- 


mos de cada elemento. Suponga que los soportes en A y D 
están fijos. El momento de inercia de cada elemento se 
muestra en la figura. E = 29(10*) ksi. 


6 k/pie 


¡DERERERERZZESZ, 


B Isc=1200 pulg?  C 


Ip = 600 pulg* | | 10 pies 


15 pies | 
Lag = 800 pulg? Dllb, 1 


AA 


24 pies 


Prob. 12-22 


MÉTODO DE ANÁLISIS DEL DESPLAZAMIENTO: DISTRIBUCIÓN DE MOMENTOS 


12-23. Determine los momentos que actúan en los extre- 
mos de cada elemento del marco. El es constante. 


1.5 k/pie 


¡RENERRERE 


15 k =>» 


20 pies 


24 pies 


Prob. 12-23 


*12-24. Determine los momentos que actúan en los extre- 
mos de cada elemento. Suponga que las juntas están fija- 
mente conectadas y que A y B son soportes fijos. El es cons- 


tante. 


0.2 k /pie 


Ñ 


12 pies 


18 pies 


20 pies > 


Prob. 12-24 
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12-25. Determine los momentos en las juntas B y C, y des- 12-26. Determine los momentos en las juntas C y D, y 
pués dibuje el diagrama de momentos para cada elemento después dibuje el diagrama de momentos para cada ele- 
del marco. Los soportes en A y D están articulados. El es mento del marco. Suponga que los soportes en A y B están 
constante. articulados. El es constante. 


3k 


12 pies 


= 5 pies =—10 pies >= 5 Ade! 


Prob. 12-25 . a ] 
pies 


Prob. 12-26 


REPASO DEL CAPÍTULO 


La distribución de momentos es un método de aproximaciones sucesivas que puede realizarse con cualquier grado de pre- 
cisión deseado. Inicialmente se requiere bloquear todas las juntas de la estructura. Luego se determina el momento de 
equilibrio para cada junta; las juntas se desbloquean y este momento se distribuye a cada elemento conectado, y después la 
mitad de su valor se traslada al otro lado del claro. Este ciclo de bloquear y liberar las juntas se repite hasta que el traslado 
de momentos se vuelva aceptablemente pequeño. Entonces se detiene el proceso y el momento en cada junta es la suma de 
los momentos en cada ciclo de bloqueo y desbloqueo. 


El proceso de distribución de momentos se realiza de manera cómoda en la forma tabular. Antes de comenzar debe calcu- 
larse el momento de extremo fijo para cada claro empleando la tabla que aparece en el interior de la contraportada de este 
libro. Los factores de distribución se obtienen al dividir la rigidez de un elemento entre la rigidez total de la junta. Para los 
elementos que cuentan con un extremo lejano fijo, use K = 4EI/L; para un elemento con su extremo lejano articulado o 
soportado por rodillos, use K = 3EI/L; para un claro y una carga simétricos, K = 2£1/L, y para una carga antisimétrica K 
= 6EI/L. Recuerde que el factor de distribución para un extremo fijo es DF = 0, y para un extremo articulado o soportado 
por rodillos, DF = 1. 


El uso de trabes con momentos de inercia variables redujo en forma conside- 
rable el peso muerto de cada uno de estos claros. 


Vigas y Marcos 
con elementos no 
prismáticos 


En este capítulo se aplicarán los métodos de la pendiente-deflexión y 
de la distribución de momentos para analizar vigas y marcos compues- 
tos por elementos no prismáticos. Primero se estudiará cómo obtener 
los traslados de factores, los factores de rigidez y los momentos de ex- 
tremo fijo necesarios. A esto le sigue un análisis relacionado con el uso 
de valores tabulares que se publican con frecuencia en la literatura de 
diseño. Por último se estudiará el análisis de estructuras estáticamente 
indeterminadas utilizando los métodos de la pendiente-deflexión y de 
la distribución de momentos. 


13.1 Propiedades de carga de los 
elementos no prismáticos 


Con frecuencia, las trabes que se usan en los claros grandes de puentes y 
edificios se diseñan como vigas no prismáticas, es decir, que deben contar 
con momentos de inercia variables; lo anterior, con el fin de ahorrar ma- 
terial. Las formas más comunes de los elementos estructurales no 
prismáticos tienen enriñonados que son escalonados, ahusados o parabó- 


licos, figura 13-1. Siempre que sea posible expresar el momento de iner- 
cia del elemento en función de la coordenada x de longitud, se puede RA] 
usar el principio del trabajo virtual o teorema de Castigliano como se ex- enrifñionados escalonados 


plicó en el capítulo 9 para encontrar su deflexión. Las ecuaciones son 


1 1 
AE —>—dx o bien A = / ——dx enriñonados ahusados 
0 


o El 


Si la geometría y la carga del elemento requieren la evaluación de una 
integral que no puede determinarse en forma cerrada, entonces deberá 
usarse la regla de Simpson o alguna otra técnica numérica para llevar a 
cabo la integración. Figura 13-1 


enriñonados parabólicos 
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Si las ecuaciones de pendiente-deflexión o la distribución de momen- 
tos se emplean para determinar las reacciones sobre un elemento no 
prismático, entonces primero deben calcularse las siguientes propieda- 
des para el elemento. 


Momentos de extremo fijo (FEM). Son las reacciones de mo- 
mento en los extremos del elemento que se supone está fijamente apo- 
yado, figura 13-2a. 


Factor de rigidez (K). Es la magnitud del momento que debe 
aplicarse al extremo del elemento de modo que ese extremo gire a través 
de un ángulo de 9 = 1 rad. Aquí se aplica el momento en el soporte articu- 
lado, mientras el otro extremo se supone fijo, figura 13-2b. 


Factor de traslado (FTR). Representa la fracción numérica (C) 
del momento que se “traslada” desde el extremo articulado hasta la 
pared, figura 13.2c. 

Una vez obtenidos, es posible verificar los cálculos de los factores de 
rigidez y de traslado; en parte, observando una importante relación que 
existe entre ellos. Al respecto, considere la viga de la figura 13-3 some- 
tida a las cargas y deflexiones que se muestran. La aplicación del teo- 
rema recíproco de Maxwell-Betti requiere que el trabajo realizado por 
las cargas de la figura 13-3a, que actúan a través de los desplazamientos 
de la figura 13-3b, sea igual al trabajo de las cargas que se muestran en 
la figura 13-3b, que actúan a través de los desplazamientos de la figura 
13-3a, es decir, 


Uag = Uza 
Ka(0) + CagpKa(1) = CgaK (1) + Kg(0) 


o bien 
El pilón ahusado de concreto se usa para so- CagKa = CgaKg (13-1) 
portar las trabes del puente de esta auto- Por lo tanto, una vez determinados, los factores de rigidez y traspaso 
pista. deben satisfacer la ecuación 13-1. 
0 (1 rad) 


(b) 


Figura 13-2 
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9g (1 rad) 


CasdKa 


Figura 13-3 


Estas propiedades pueden obtenerse usando, por ejemplo, el método 
de la viga conjugada o un método de energía. Sin embargo, a menudo el 
proceso implica una considerable cantidad de trabajo. En consecuencia, 
se han desarrollado gráficas y tablas para determinar estos datos para las 
formas comunes que se utilizan en el diseño estructural. Una de esas 
fuentes es el Handbook of Frame Constants (Manual de constantes en 
marcos), publicado por la Portland Cement Association.* En las tablas 
13-1 y 13-2 se presenta una parte de esta información tomada de la publi- 
cación mencionada. Una forma tabular más completa de estos datos 
puede encontrarse en el manual de la PCA, junto con las correspondien- 
tes deducciones de las fórmulas empleadas. 

La nomenclatura se define de la manera siguiente: 


4 4, Ag = relación de la longitud del enriñonado en los extremos A y 
B con la longitud del claro. 


b = relación de la distancia desde la carga concentrada hasta 
el extremo A con la longitud del claro. 


Car Ca = factores de traslado del elemento AB en los extremos A y 
B, respectivamente. 


ha, hg = profundidad del elemento en los extremos A y B, respecti- 
vamente. 


hc = profundidad del elemento en la sección mínima. 

I¿ = momento de inercia de la sección a la profundidad mínima. 
Kk ag Kkga = factor de rigidez en los extremos A y B, respectivamente. 

L = longitud del elemento. 


MA, Ma = Momento de extremo fijo en los extremos A y B, respecti- 
vamente; se especifica en las tablas para una carga uni- 
forme w o una fuerza concentrada P. 


Tr 4, fg = relaciones para las secciones transversales rectangulares, 
donde fa = (Ba = hJhc, Tp = (hz 5 hJhc. 


Como se indicó anteriormente, los momentos de extremo fijo y los facto- 
res de traslado pueden encontrarse en las tablas. El factor de rigidez ab- 
soluta puede determinarse empleando los factores de rigidez tabulados y 
a partir de las siguientes ecuaciones: 
KkapElc kgaElc 
¡E Es="1 
La aplicación del uso de las tablas se ilustrará en el ejemplo 13-1. 


(132) 


*Handbook of Frame Constants. Portland Cement Association, Chicago, Illinois. 


Con frecuencia, en la construcción de igle- 
sias se usan los marcos de madera con mo- 
mentos de inercia variables. 
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CAPÍTULO 13 


04 (1 rad) 


VIGAS Y MARCOS CON ELEMENTOS NO PRISMÁTICOS 


13.2 Distribución de momentos 
para estructuras con elementos 
no prismáticos 


Una vez que se han determinado los momentos de extremo fijo y los fac- 
tores de rigidez y traslado para los elementos no prismáticos de una es- 
tructura, la aplicación del método de distribución de momentos sigue el 
mismo procedimiento que se describió en el capítulo 12. Al respecto, re- 
cuerde que la distribución de momentos puede acortarse al modificar el 
factor de rigidez de un elemento para tomar en cuenta las condiciones de 
los extremos del claro con soporte articulado y la simetría o antisimetría 
de la estructura. En los elementos no prismáticos también pueden ha- 
cerse modificaciones similares. 


Viga articulada en el extremo lejano. Considere la viga de la 
figura 13-4a, la cual está articulada en su extremo lejano B. El factor de 
rigidez absoluta K' , es el momento aplicado en A de modo que la viga 
en A gire 6,4 = 1 rad y puede determinarse de la siguiente manera. En 
primer lugar suponga que B está temporalmente fijo y que se aplica un 
momento K, en A, figura 13-4b. El momento inducido en B es C¿gKa, 
donde C4g es el factor de traslado de A a B. En segundo lugar, como B 
no está fijo, la aplicación del momento opuesto C¿g¿K, sobre la viga, fi- 
gura 13-4c, inducirá un momento Cg,C4¿K, en el extremo A. Mediante 
la superposición, el resultado de estas dos aplicaciones de momento oca- 
siona que la viga esté cargada como se muestra en la figura 13-4a. Por lo 
tanto, puede verse que el factor de rigidez absoluta de la viga en A es 


AS Kad e CarCra) (13-3) 


Aquí K, es el factor de rigidez absoluta de la viga, suponiendo que está 
fija en el extremo B. Por ejemplo, en el caso de una viga prismática, K, = 
4EJ/L y Cag = Cpa =3.Al sustituir en la ecuación 13-3 se obtiene K' , = 
3EI/L, que es igual a la ecuación 12-4. 


94 (l rad) 


94 (1 rad) 


CrgK CriCanK 1 
AB LL BARLABRXA y : CapKa 
A B 


(c) 


Figura 13-4 
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Viga y carga simétricas. En este caso es necesario determinar el 
momento K' y necesario para girar el extremo A, 04 = +1 rad, mientras 
que 0 = —1 rad, figura 13-5a. Aquí primero se supone que el extremo B 
está fijo y se aplica el momento K', en A, figura 13-5b. Después se apli- 
ca un momento Kg negativo sobre el extremo B suponiendo que el ex- 
tremo A está fijo. Lo anterior resulta en un momento Cg4K en el extre- 
mo A como se muestra en la figura 13-5c. Al superponer estas dos 
aplicaciones de momento en A se obtienen los resultados de la figura 
13-5a. Se requiere 


Ka =KaA-— CpaKg 


Con base en la ecuación 13-1 (CgyKg = Ca1gKa), también es posible 
escribir 


E CAE) (13-4) 


En el caso de una viga prismática, Ky4 = 4E1/L y Cag = 5, de modo que 
K'" ¿ = 2EI/L, lo cual es igual a la ecuación 12-5. 


94 ( rad) 0 (1 rad) 


j 


Ka 
a 


94 ( rad) 0 (—1 rad) 
k CaoKa + CuaK ko 
A 

LA B A BA 


(b) (c) 
Figura 13-5 
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9a (1 rad) 0g (1 rad) 


05 (1 rad) 


CagKa + Ca Kz K 
B 


(c) 
Figura 13-6 


Viga simétrica con carga antisimétrica. En el caso de una 
viga simétrica con carga antisimétrica, es necesario determinar K', de 
modo que ocurra una rotación igual en los extremos de la viga, figura 
13-6a. Para hacer esto, primero se fija el extremo B y se aplica el mo- 
mento K, en A, figura 13-6b. Del mismo modo, en la figura 13-6c se 
muestra la aplicación de Kg en el extremo B en tanto que el extremo A 
se mantiene fijo. Al superponer los dos casos se obtienen los resultados 
de la figura 13-64. Por lo tanto, 


Ka = Ka + CraKg 


o, si se usa la ecuación 13-1 (Cg4Kg = CapKa), resulta que para la rigi- 
dez absoluta 


Ka = Kal ar Can) (135) 


Al sustituir los datos para un elemento prismático, Ky = 4E1/L y Cag =3, 


se obtiene K”, = 6EI/L, lo cual es igual a la ecuación 12-6. 


(FEM)az 


(b) 


Figura 13-7 
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CraKo < A 13 
(d) 


(c) 


Figura 13-7 


Traslación relativa de una junta en una viga. Los momen- 
tos de extremo fijo se desarrollan en un elemento no prismático si éste 
tiene una traslación relativa de una junta Á entre sus extremos A y B, fi- 
gura 13-7a. Para determinar estos momentos se procede de la manera 
siguiente. En primer lugar, considere que los extremos A y B están ar- 
ticulados y que el extremo B de la viga se desplaza una distancia Á de 
tal manera que las rotaciones de los extremos son 04 = Oy =A/L, figura 
13-7b. En segundo lugar, suponga que B está fijo y aplique un momento 


de Mí = —KA(A/L) sobre el extremo A de manera que el extremo gire 

04 = —A/L, figura 13-7c. En tercer lugar, suponga que A está fijo y apli- 

que un momento M¿ = —Kg(A/L) al extremo B de modo que éste gire 

03 = —A/L, figura 3-7d. Como la suma total de estas tres operaciones 

genera la condición que se muestra en la figura 13-7a, se tiene que en A 
(FEM) ag = Ka = CoaKo7 


Al aplicar la ecuación 13-1 (Cz¿4Kg = CagKa) se obtiene 


(FEM) 49 = Ka (1 + Cas) (13-6) 


Para el extremo B puede escribirse una expresión similar. Recuerde que 
para que un elemento prismático K, = 4E1/L y Cag = 3. Por lo tanto 
(FEM) 4 = -6EID/L?, lo cual es igual a la ecuación 11-5. 

Si el extremo B está articulado en vez de fijo, figura 13-8, el momento 
de extremo fijo en A puede determinarse de una manera similar a la des- 
crita anteriormente. El resultado es 


(FEM)a 


A 
(FEM)ag = Ka úl = CarCga) (137) | L 


Figura 13-8 
Aquí puede verse que, para un elemento prismático, esta ecuación da 
(FEM) 48 = — 3EI1A/L?, la cual es igual a la que aparece en el interior 
de la contraportada. 
El siguiente ejemplo ilustra la aplicación del método de distribución 
de momentos en estructuras que tienen elementos no prismáticos. Una 
vez que se han determinado los momentos de extremo fijo y los factores 
de rigidez y de traspaso, y que se ha modificado el factor de rigidez de 
acuerdo con las ecuaciones dadas anteriormente, el procedimiento de aná- 
lisis es igual al descrito en el capítulo 12. 
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Determine los momentos internos en los soportes de la viga que se 
muestra en la figura 13-9a. La viga tiene un espesor de 1 pie y E es 
constante. 


30 k 
2 k/pi 


pl Lia! Ll Thid 


2) pies 


4 R E pies 


—$5 pies — p pies 5 ¡cal 


10 pies 


(a) 
Figura 13-9 


SOLUCIÓN 
Como los enriñonados son parabólicos, se utilizará la tabla 13-2 para 
obtener las propiedades de la distribución de momentos de la viga. 


Claro AB 


4- 


==-=10 
2 


Conformando estas relaciones en la tabla 13-2, se encuentra que 
Cab = CA = 0.619 
KB = ka => 6.41 


A partir de las ecuaciones 13-2, 


kEl.  SA4LE(5)1)0y 
Ka = Ka = q 75 = 0.171E 


Como el extremo lejano del claro BA está articulado, se modificará el 
factor de rigidez de BA mediante la ecuación 13-3. Se tiene 


Ka = Kpa(1 — CasCga) = 0.171E[1 -0.619(0.619)] = 0.105E 


Con base en la tabla 13-2, para la carga uniforme 


(FEM) 18 = —(0.0956)(2)(25)? = -119.50 k * pie 
(FEM)za4 = 119.50 k : pie 
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Claro BC 
1-3 


2 


En la tabla 13-2 se encuentra que 
Cc = 0.781 Ccg = 0.664 
Kc = 13.12 Kkca = 15.47 
Por lo tanto, a partir de las ecuaciones 13-2, 
—KEle 13.2£(5)(1)(2y 
L 10 
kElo  154TE(5)0(2Y 
E 10 


= 0.875 


Kc 


Ke = = 1.0318 


Para la carga concentrada, 


E 
10 
= -0.1891(30)(10) = -56.73 k - pie 
= 0.0759(30)(10) = 22.77 k : pie 


0.3 


Si se emplean los valores anteriores para los factores de rigidez, se 
calculan los factores de distribución y se introducen en la tabla, figura 
13-9b. La distribución de momentos sigue el mismo procedimiento 
descrito en el capítulo 12. Los resultados en k . pie se muestran en la 
última fila de la tabla. 


Junta A B E 
Elemento AB BA BC CB 
K 0.171E 0.105E 0.875E 1.031E 
DF il 0.107 0.893 0 
FTR 0.619 0.619 0.781 0.664 


FEM  -119.50 119.50 —56.73 22 
Dist. 119.50 | —6.72 |-—56.05 


TR 173.97 1243.78 
DEE 00 


TR Ss 159 
SM 178.84 —178.84 —72.60 
(b) 

Figura 13-9 
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CAPÍTULO 13 


VIGAS Y MARCOS CON ELEMENTOS NO PRISMÁTICOS 


13.3 Ecuaciones de pendiente-deflexión 
para elementos no prismáticos 


Las ecuaciones de pendiente-deflexión para elementos prismáticos se 
desarrollaron en el capítulo 11. En esta sección se generalizará la forma de 
estas ecuaciones para que también se apliquen a los elementos no prismá- 
ticos. Para ello se utilizarán los resultados de la sección anterior y se pro- 
cederá a formular las ecuaciones de la misma manera que se hizo en el 
capítulo 11; es decir, considerando los efectos causados por las cargas, 
el desplazamiento relativo de las juntas y la rotación de cada junta por 
separado, para después superponer los resultados. 


Cargas. Las cargas se especifican por los momentos de extremo fijo 
(FEM) az y (FEM)ga que actúan en los extremos A y B del claro. Los 
momentos positivos actúan en sentido horario. 


Traslación relativa de las juntas. Cuando ocurre un desplazamiento 
relativo entre las juntas, los momentos inducidos se determinan a partir de 
la ecuación 13-6. En el extremo A este momento es — [K¿A/D(1 + Cag) 
y en el extremo Bes — [KgA/DU + Ca). 


Rotación en A. Si el extremo A gira 0 4, el momento requerido en el 
g A q 

punto A del claro es K 404. Además, esto induce a un momento de C¿gK 404 

= CgaKg0 a en el extremo B. 


Rotación en B. Si el extremo B gira 07, un momento de K0z debe 
actuar en el extremo B, y el momento inducido en el extremo A es Cpa 
Kz0z = CiñrK10p. 


Los momentos extremos totales causados por estos efectos producen las 
ecuaciones de pendiente-deflexión generalizadas que, por lo tanto, pue- 
den escribirse como 


A 
Maz = Ka 0, + Cag0g — q + Can) + (FEM) az 


L 


Como estas dos ecuaciones son similares, pueden expresarse como una 
sola ecuación. Si se denomina a uno de los extremos del claro como el 
extremo cercano (N), y al otro como el extremo lejano (F), y además se 
representa la rotación del elemento como y = A/L, se tiene 


A 
Mza = Ko + Cada - (+ Cs) + (FEM)za 


My = Kyl0y + Cy0f — Y(1 + Cy)) + (FEM)y | (13-8) 


Aquí 
My = momento interno en el extremo cercano del claro; este momento 
es positivo cuando actúa sobre el claro en sentido horario. 


K y = rigidez absoluta del extremo cercano, determinada a partir de 
las tablas o por medio de cálculos. 


13.3 ECUACIONES DE PENDIENTE-DEFLEXIÓN PARA ELEMENTOS NO PRISMÁTICOS 


On, O 


Il 


pendientes del extremo cercano y del extremo lejano del 
claro en los soportes; los ángulos se miden en radianes y 
son positivos en sentido horario. 


y = rotación de la cuerda del claro debida a un 
desplazamiento lineal, y = A/L; este ángulo se mide en 
radianes y es positivo en sentido horario. 


(FEM) y = momento de extremo fijo en el soporte del extremo cer- 
cano; el momento es positivo cuando actúa en sentido ho- 
rario sobre el claro y se obtiene a partir de las tablas o 
por medio de cálculos. 


La aplicación de la ecuación sigue el mismo procedimiento que se 
describió en el capítulo 11 y, por lo tanto, no se analizará aquí. En par- 
ticular, tenga en cuenta que la ecuación 13-8 se reduce a la ecuación 11-8 
cuando se aplica a elementos que son prismáticos. 


A menudo las construcciones metálicas ligeras se di- 
señan utilizando marcos con elementos que tienen mo- 
mentos de inercia variables. 


ur 


4 
: a 
A E. 


Puente carretero continuo de concreto reforzado. 
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Ml PROBLEMAS 


13-1. Determine los momentos en A, B y C por el método 
de la distribución de momentos. Suponga que los soportes 
en A y C son fijos y que el soporte de rodillos en B está en 
una base rígida. La viga tiene un espesor de 4 pies. Use la 
tabla 13-1. £ es constante. Los enriñonados son rectos. 


132. Resuelva el problema 13-1 usando las ecuaciones de 
pendiente-deflexión. 


8 k/pie 


Z z gala MR) y dell A Lil te 


Probs. 13-1/13-2 


133. Aplique el método de distribución de momentos 
para determinar el momento en cada junta del marco pa- 
rabólico enriñonado. Los soportes A y B son fijos. Use la 
tabla 13-2. Cada uno de los elementos tiene 1 pie de espe- 
sor. E es constante. 


*13-4, Resuelva el problema 13-3 usando las ecuaciones 
de pendiente-deflexión. 


—12 pies 


40 pies 


Probs. 13-3/13-4 


135. Use el método de la distribución de momentos para 
determinar el momento en cada junta del marco simétrico 
para puente. Los soportes en F y E son fijos y B y C están 
conectados fijamente. Use la tabla 13-2. Suponga que E es 


constante y que cada elemento tiene 1 pie de espesor. 


13-6. Resuelva el problema 13-5 usando las ecuaciones de 


pendiente-deflexión. 


2 pies 4 pies 


ARENA ERRE AREA 


4 pe 


(BR 


Ñ pies ps Lo 
| 


40 pies 


7 


30 pies 30 pies 


Probs. 13-5/13-6 


137. Aplique el método de la distribución de momentos 
para determinar el momento en cada junta del marco simé- 
trico parabólico enriñonado. Los soportes A y D son fijos. 
Use la tabla 13-2. Cada elemento tiene 1 pie de espesor. E es 
constante. 


*13-8. Resuelva el problema 13-7 usando las ecuaciones 
de pendiente-deflexión. 


Probs. 13-7/13-8 


13-9. Use el método de la distribución de momentos para 
determinar el momento en cada junta del marco. Los sopor- 
tesen A y Cestán articulados en las juntas, y B y D están co- 
nectados fijamente. Suponga que E es constante y que los 
elementos tienen un espesor de 1 pie. Los enriñonados son 
rectos, por lo que puede usar la tabla 13-1. 


13-10. Resuelva el problema 13-9 usando las ecuaciones 
de pendiente-deflexión. 


500 Ib/pie 
Bay iir rd dir yd bdo 
4 = [2.5 pies 
a el 


Probs. 13-9/13-10 
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13-11. Use el método de la distribución de momentos 
para determinar el momento en cada junta del marco simé- 
trico para puente. Los soportes F y E son fijos y B y C están 
conectados fijamente. Los enriñonados son rectos, por lo 
que puede emplear la tabla 13-2. Suponga que E es cons- 
tante y que los elementos tienen 1 pie de espesor. 


“13-12. Resuelva el problema 13-11 usando las ecuacio- 
nes de pendiente-deflexión. 


Probs. 13-11/13-12 


Los elementos no prismáticos que tienen momentos de inercia variables se usan con frecuencia en puentes y marcos de 


construcción con claros amplios a fin de ahorrar material. 


El análisis estructural que incluye elementos no prismáticos puede realizarse empleando las ecuaciones de pendiente- 


deflexión o la distribución de momentos. Al hacer esto, se vuelve necesario obtener los momentos de extremo fijo, los fac- 
tores de rigidez y los factores de traslado para el elemento. Una forma de obtener estos valores consiste en usar el método 
de la viga conjugada, aunque el trabajo es algo tedioso. También es posible obtener estos valores a partir de datos tabula- 
dos, como los publicados por la Portland Cement Association. 

Si se usa el método de la distribución de momentos, entonces el proceso puede simplificarse al modificar la rigidez de al- 
gunos de los elementos. 


13 


estas torres 


al 


espaci 
utilizando el método de la rigidez. 


El análisis de la armadura 


lizarse 


puede rea 


Análisis de armaduras 
utilizando el método 
de la rigidez 


En este capítulo se explicarán los fundamentos básicos del uso del mé- 
todo de la rigidez para el análisis de estructuras. Se mostrará que la 
aplicación de este método, aunque tediosa para hacerlo manualmente, 
resulta muy adecuada para su uso en computadora. Se proporcionarán 
ejemplos de aplicaciones específicas en armaduras planas. El método 
se ampliará para incluir el análisis de armaduras espaciales. Las vigas y 
estructuras armadas se estudiarán en los próximos capítulos. 


14.1 Fundamentos del método 
de la rigidez 


En esencia, hay dos formas de analizar las estructuras utilizando méto- 
dos matriciales. El método de la rigidez, que se usará en éste y los si- 
guientes capítulos, es un método de análisis del desplazamiento. Para 
analizar las estructuras también puede emplearse un método de fuerza, 
llamado el método de la flexibilidad, como se indica en la sección 9-1; sin 
embargo, tal método no se presenta en este texto. Existen varias razones 
para ello, la más importante es que el método de la rigidez puede usarse 
tanto para analizar estructuras estáticamente determinadas como inde- 
terminadas, mientras que el método de la flexibilidad requiere un proce- 
dimiento diferente para cada uno de estos dos casos. Inclusive, del mé- 
todo de la rigidez se obtienen los desplazamientos y las fuerzas de forma 
directa, mientras que con el método de la flexibilidad, los desplazamien- 
tos no se obtienen de esa manera. Además, por lo general es mucho más 
fácil formular las matrices necesarias para realizar las operaciones en 
computadora mediante el método de la rigidez; y una vez hecho esto, los 
cálculos en computadora pueden realizarse de modo eficiente. 
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CAPÍTULO 14 ANÁLISIS DE ARMADURAS UTILIZANDO EL MÉTODO DE LA RIGIDEZ 


La aplicación del método de la rigidez requiere subdividir la estructura 
en una serie de elementos finitos discretos e identificar sus puntos extre- 
mos como nodos. Para el análisis de la armadura, los elementos finitos se 
representan mediante cada uno de los elementos que la componen y los 
nodos representan las juntas. Se determinan las propiedades de la 
fuerza-desplazamiento en cada elemento y después se relacionan entre sí 
usando las ecuaciones de equilibrio de fuerzas escritas en los nodos. 
Luego estas relaciones, para toda la estructura, se agrupan en lo que se 
denomina matriz de rigidez de la estructura K. Una vez establecido esto, 
se pueden determinar los desplazamientos desconocidos de los nodos 
para cualquier carga dada sobre la estructura. Al conocer estos desplaza- 
mientos pueden calcularse las fuerzas externas e internas en la estruc- 
tura utilizando las relaciones de fuerza-desplazamiento para cada ele- 
mento. 


Antes de desarrollar un procedimiento formal para aplicar el método 
de la rigidez, es necesario establecer primero algunas definiciones y con- 
ceptos preliminares. 


Identificación del elemento y el nodo. Uno de los primeros 
pasos para aplicar el método de la rigidez consiste en identificar los ele- 
mentos o miembros de la estructura y sus nodos. Cada elemento se espe- 
cificará por un número encerrado en un cuadrado, y para identificar los 
nodos se usará un número dentro de un círculo. También se identificarán 
los extremos “cercano” y “lejano” de cada elemento mediante una flecha 
indicada a lo largo del elemento, con la punta de la flecha dirigida hacia 
el extremo lejano. En la figura 14-1a se muestran algunos ejemplos con 
la identificación del elemento, el nodo y la “dirección” para una arma- 
dura. Estas asignaciones se hicieron de manera arbitraria.* 


Coordenadas global y del elemento. Dado que las cargas y 
los desplazamientos son cantidades vectoriales, es necesario establecer 
un sistema de coordenadas a fin de precisar el sentido correcto de la di- 
rección. Aquí se usarán dos tipos diferentes de sistemas coordenados. Se 
usará un sistema de coordenadas de la estructura o global x, y, el cual es 
Único, y sirve para especificar el sentido de cada uno de los componentes 
de la fuerza externa y el desplazamiento en los nodos, figura 14-1a. Se 
empleará un sistema de coordenadas locales o del elemento para especifi- 
car el sentido de dirección de sus desplazamientos y las cargas internas 
en el elemento. Este sistema se identificará con ejes x', y' con el origen en 
el nodo “cercano” y el eje x' extendiéndose hacia el nodo “lejano”. En la 
figura 14-1b se muestra un ejemplo para el elemento 4 de la armadura. 


“Para vigas grandes, las manipulaciones matriciales usando K resultan ser más eficientes si 
se emplea una numeración selectiva de los elementos en un patrón de onda, es decir, co- 
menzando desde la parte superior hasta la parte inferior y después de abajo hacia arriba, 
etcétera. 
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Indeterminación cinemática. Como se explicó en la sección 11-1, 
los grados de libertad no restringidos para una armadura representan las 
incógnitas primarias de cualquier método de desplazamiento, y por lo 
tanto éstos deben identificarse. Como regla general hay dos grados de li- 
bertad, o dos posibles desplazamientos, para cada junta (nodo). Para su 
aplicación, cada grado de libertad se especificará sobre la armadura me- 
diante un código numérico, mostrado en la junta o nodo, y se referirá a su 
dirección coordenada global positiva con una flecha asociada. Por ejem- 
plo, la armadura de la figura 14-1a tiene ocho grados de libertad, los cua- 
les se han identificado mediante los “códigos” del 1 al 8, como se mues- 
tra. La armadura es cinemáticamente indeterminada de quinto grado 
debido a estos ocho posibles desplazamientos: del 1 al 5 representan gra- 
dos de libertad desconocidos o sin restricciones, y del 6 al 8 representan 
grados de libertad restringidos. Debido a las restricciones, aquí los des- 
plazamientos son iguales a cero. Para futuras aplicaciones, los números 
de código más bajo se usarán siempre para identificar los desplazamien- 
tos desconocidos (grados de libertad no restringidos), y los números de 
código más alto se utilizarán para identificar los desplazamientos conoci- 
dos (grados de libertad restringidos). La razón para elegir este método de 
identificación tiene que ver con la comodidad posterior al dividir la ma- 
triz de rigidez de la estructura, de modo que los desplazamientos desco- 
nocidos se puedan encontrar de forma más directa. 

Una vez etiquetada la armadura y especificados los números de có- 
digo, se puede determinar la matriz de rigidez de la estructura K. Para 
hacer esto primero debe establecerse una matriz de rigidez del elemento 
k' para cada elemento de la armadura. Esta matriz se usa para expresar 
las relaciones de carga-desplazamiento del elemento en términos de las 
coordenadas locales. Puesto que no todos los elementos de la armadura 
están en la misma dirección, se debe desarrollar una manera de transfor- 
mar estas cantidades desde el sistema local de coordenadas x”, y' de cada 
elemento al sistema de coordenadas x, y, de la estructura global. Esto 
puede hacerse empleando matrices de transformación de la fuerza y el 
desplazamiento. Una vez establecidos, los elementos de la matriz de rigi- 
dez del elemento se transforman de las coordenadas locales a las globa- 
les, y luego se juntan para crear la matriz de rigidez de la estructura. Si se 
usa K, como se estableció anteriormente, es posible determinar primero 
los desplazamientos del nodo para después encontrar las reacciones en los 
soportes y las fuerzas de los elementos. Ahora se trabajará en el desarro- 
llo de este método. 


2 5 x 
o. Ot. SN 
y 3 —= E 6) 


(a) (b) y 
Figura 14-1 
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+ 7, e 
He 


(b) 


(c) 
Figura 14-2 


14.2 Matriz de rigidez del elemento 


En esta sección se establecerá la matriz de rigidez para un solo elemento 
de una armadura con coordenadas locales x', y”, orientadas como se 
muestra en la figura 14-2. Los términos de esta matriz representan las re- 
laciones de carga-desplazamiento para el elemento. 

Un elemento de una armadura sólo puede desplazarse a lo largo de su 
eje (eje x') puesto que las cargas se aplican a lo largo de ese eje. Por lo 
tanto, pueden ocurrir dos desplazamientos independientes. Cuando se 
impone un desplazamiento positivo dy sobre el extremo cercano del ele- 
mento, mientras el extremo lejano se mantiene articulado, figura 14-2a, 
las fuerzas desarrolladas en los extremos de los elementos son 


Observe que q', es negativa porque para lograr el equilibrio actúa en la 
dirección negativa x'. Del mismo modo, un desplazamiento positivo dy 
en el extremo lejano, que mantiene al extremo cercano articulado, figura 
14-2b, resulta en las siguientes fuerzas de elemento 


Por superposición, figura 14-2c, las fuerzas resultantes causadas por 
ambos desplazamientos son 


AE AE 
AN = E dy £ dy (141) 
AE AE 
= =——dy + —d 142 
ar DN id ( ) 


Estas ecuaciones de carga-desplazamiento pueden escribirse en forma 


matricial* como 


o bien 
q = k'd (143) 
donde 
AE| 1 -1 
dd cae a a 


Esta matriz, k”, se denomina matriz de rigidez del elemento, y tiene la 
misma forma para cada elemento de la armadura. Los cuatro elementos 
que la componen se llaman coeficientes de influencia de la rigidez del ele- 
mento, k' ¡¡, Físicamente, k'¡¡ representa la fuerza en la junta ¡ cuando se 


“En el Apéndice A, se hace un repaso de álgebra matricial. 


14.3 MATRICES DE TRANSFORMACIÓN DE FUERZA Y DESPLAZAMIENTO 


impone un desplazamiento unitario en la junta j. Por ejemplo, sii=¡=1, 
entonces k';, es la fuerza en la junta cercana cuando la junta lejana se 
mantiene fija, y la junta cercana experimenta un desplazamiento de dy = 1, 
es decir, 


AE 
= kh == 
UN 11 F 
Del mismo modo, la fuerza en la junta lejana se determina a partir de ¡=2, 
j=1, por lo que 


AE 


= kh, = 
qF 21 E 
Estos dos términos representan la primera columna de la matriz de rigi- 
dez del elemento. De la misma manera, la segunda columna de esta ma- 
triz representa las fuerzas en el elemento sólo cuando el extremo lejano 
del elemento experimenta un desplazamiento unitario. 


14.3 Matrices de transformación 
de fuerza y desplazamiento 


Como una armadura está compuesta de muchos elementos (miembros), 
ahora se desarrollará un método para transformar las fuerzas q del ele- 
mento y los desplazamientos d definidos en coordenadas locales a coor- 
denadas globales. A fin de establecer una convención, se considerará que 
las coordenadas globales x positivas están a la derecha y las coordenadas 
y positivas hacia arriba. Los ángulos menores entre los ejes globales x, y, 
positivos, y el eje local x'positivo se definirán como 60, y 0,, tal como se 
muestra en la figura 14-3. Los cosenos de estos ángulos se usarán en el 
análisis matricial que sigue. Éstos se identificarán como A, = cos 0,, Ay = 
cos 60,. Los valores numéricos para A, y A, pueden generarse fácilmente 
por computadora una vez que se han especificado las coordenadas x, y 
del extremo cercano N y del extremo lejano F del elemento. Por ejemplo, 
considere el elemento NF de la armadura que se muestra en la figura 14-4. 
Aquí, las coordenadas de N y F'son (xy, Yw) y (Xp, y 7), respectivamente.* 
Por lo tanto, 


Xp — Xy Xp — Xy 


Ay = cos 0, = = (145) 
L V (xp y) E le yd? 

Ay = cos 0, = YE 7 Ni E YN > (14-6) 
V (af — xn)" + (Yr — yn) 


Los signos algebraicos de estas ecuaciones “generalizadas” contarán de 
forma automática para los elementos orientados en otros cuadrantes del 
plano x-y. 


“El origen puede ubicarse en cualquier punto conveniente. Sin embargo, usualmente se lo- 
caliza de modo que las coordenadas x, y de todos los nodos sean positivas, como se mues- 
tra en la figura 14-4. 
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E 


(d) 
Figura 14-5 


Matriz de transformación del desplazamiento. En las 
coordenadas globales, cada extremo del elemento puede tener dos gra- 
dos de libertad o desplazamientos independientes; a saber, la junta N 
tiene Dy, y Dyy, figuras 14-54 y 14-5b, y la junta F tiene D y, y D p,, figu- 
ras 14-5c y 14-5d. Ahora se considerarán cada uno de estos desplaza- 
mientos por separado, a fin de determinar su desplazamiento de compo- 
nente a lo largo del elemento. Cuando el extremo lejano se mantiene 
articulado y al extremo cercano se le da un desplazamiento global D y,, 
figura 14-5a, el desplazamiento correspondiente (deformación) a lo 
largo del elemento es D y, cos 0,.* Del mismo modo, un desplazamiento 
D yy ocasionará que el elemento se desplace D y, cos 6, a lo largo del eje 
x', figura 14-5b. El efecto de ambos desplazamientos globales hace que el 
elemento se desplace 


dy = Dyxc0s 0, + Dy,cos 0, 
De manera similar, los desplazamientos positivos D y, y D,, aplicados 
en forma sucesiva en el extremo lejano F, mientras el extremo cercano se 


mantiene articulado, figuras 14-5c y 14-5d, hará que el elemento se des- 
place 


dp = Dp,cos 0, + Dp,cos 0, 


Si se considera que A, = Cos 0, y A, = cos 6, representan los cosenos direc- 
tores para el elemento, se tiene 


dy E DywxA; + DyyAy 
dy == DA, + DzyA, 


que puede escribirse en forma matricial como 


Dnx 
bl Ay 0 0]|Dy, (147) 
dy 0. 0. Az Ayil Dr; 
Dp, 
o bien 
d = TD (14-8) 
donde 
A A 0 0 
T= |"? Y (149) 


De la deducción anterior, T transforma los cuatro desplazamientos D 
globales x, y, en los dos desplazamientos d locales x'. Por lo tanto, T se 
conoce como la matriz de transformación del desplazamiento. 


*El cambio en 0, o 6, no se tomará en cuenta porque es muy pequeño. 


14.3 MATRICES DE TRANSFORMACIÓN DE FUERZA Y DESPLAZAMIENTO 


Matriz de transformación de fuerza. Considere ahora la 
aplicación de la fuerza qy sobre el extremo cercano del elemento, el ex- 
tremo lejano se mantiene articulado, figura 14-6a. Aquí las componentes 
de la fuerza global de qy en N son 


Onx = IN cos 0, Ovy, = gn Cos 0, 


Del mismo modo, si se aplica q» a la barra, figura 14-6b, las componentes 
de la fuerza global en Fson 


Or, = qFcos 0; Or, = qr cos 0, 


Con base en los cosenos directores l, = cos 6,, A, = cos 6,, estas ecua- 
ciones se convierten en 


Onx = INAx Ovy = 4nAy 


Or; = 9rA: Or, = grA, 


que pueden escribirse en forma matricial como 


Onx Ax 0 
A 0 
A E la (14-10) 
Ops 0 Ax aF 
Or, 0 A, 
o bien 
Q = Tq (14-11) 
donde 
A 0 
A 0 
TT =|"? 14-12 
0 A ( ) 
O A 


SS 


En este caso, T” transforma las dos fuerzas q locales (x”) que actúan en 
los extremos del elemento en las cuatro componentes de la fuerza Q glo- 
bal (x, y). Por comparación, puede establecerse que esta matriz de trans- 
formación de la fuerza es la transpuesta de la matriz de transformación 
del desplazamiento, ecuación 14-9. 


(b) 
Figura 14-6 
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14.4 Matriz de rigidez global 
del elemento 


Ahora se combinarán los resultados de las secciones anteriores y se 
determinará la matriz de rigidez de un elemento que relaciona los com- 
ponentes de la fuerza global Q del elemento con sus desplazamientos 
globales D. Si se sustituye la ecuación 14-8 (d = TD) en la ecuación 14-3 
(q = k'd), es posible determinar las fuerzas q de los elementos en fun- 
ción de los desplazamientos globales D en sus puntos extremos, a saber, 


q =k'TD (14-13) 


Al sustituir esta ecuación en la ecuación 14-11, Q = T”q,se obtiene el re- 
sultado final, 


Q = T'k'TD 
o bien 
Q =kD (14-14) 
donde 
k=TET (14-15) 


La matriz k es la matriz de rigidez del elemento en coordenadas globales. 
Dado que T”, T y k' ya se conocen, entonces 


Ay 0 

n= | E ell Ay 0.0 
O Aj| El=L LO -4 Az dy 
0 1 


2 2 
¡k= AE| AA, A, Ay Ay A) [Ny (14-16) 
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La ubicación de cada elemento en esta matriz simétrica de 4 X 4 está 
referenciada con cada grado de libertad global asociado con el extremo 
cercano N, seguido por el extremo lejano F. Esto se indica mediante la 
notación del número de código a lo largo de las filas y columnas, es decir, 
Ny, N,, F;, F,. Aquí k representa las relaciones de fuerza-desplazamiento 
para el elemento cuando las componentes de la fuerza y el desplaza- 
miento en los extremos del elemento están en las direcciones globales x, y. 
Por lo tanto, cada uno de los términos de la matriz es un coeficiente de 
influencia de la rigidez K;,, lo que denota la componente de fuerza x o y 
en í, necesaria para originar una componente unitaria de desplazamiento 
asociada x o y en j. Como resultado, cada columna identificada de la ma- 
triz representa las cuatro componentes de fuerza desarrolladas en los 
extremos del elemento cuando el extremo identificado se somete a un 
desplazamiento unitario relacionado con su columna de la matriz. Por 
ejemplo, un desplazamiento unitario Dy, = 1 creará las cuatro compo- 
nentes de fuerza sobre el elemento que se muestran en la primera co- 
lumna de la matriz. 


14.5 Matriz de rigidez de la armadura 


Una vez que se forman todas las matrices de rigidez de los elementos en 
coordenadas globales, es necesario ensamblarlas en el orden correcto 
para que se pueda determinar la matriz de rigidez K de toda la arma- 
dura. Este proceso de combinación de matrices de los elementos de- 
pende de una cuidadosa identificación de los miembros de cada matriz 
del elemento. Como se analizó en la sección anterior, esto se hace por la 
designación de filas y columnas de la matriz mediante los cuatro núme- 
ros de código N,, N,, F,, F, que se utilizan para identificar los dos grados 
de libertad globales que pueden ocurrir en cada extremo del elemento 
(vea la ecuación 14-16). La matriz de rigidez de la estructura tendrá en- 
tonces un orden que será igual al número de código mayor asignado a la 
armadura, ya que representa la cantidad total de grados de libertad para 
la estructura. Cuando se ensamblen las matrices k, cada elemento en k se 
pondrá entonces en su misma designación de fila y columna en la matriz 
de rigidez de la estructura K. En particular, cuando dos o más elementos 
están conectados a la misma junta o nodo, entonces algunos de los ele- 
mentos de cada matriz k del elemento se asignarán a la misma posición 
en la matriz K. Cuando esto ocurre, los elementos asignados a la ubica- 
ción común deben sumarse algebraicamente. La razón de esto se hace 
evidente si se tiene en cuenta que cada elemento de la matriz k repre- 
senta la resistencia del elemento a una fuerza aplicada en su extremo. De 
esta manera, la suma de estas resistencias en la dirección x o y al formar 
la matriz K determina la resistencia total de cada junta a un desplaza- 
miento unitario en la dirección x o y. 

Este método de ensamble de las matrices de los elementos para for- 
mar la matriz de rigidez de la estructura se mostrará ahora mediante dos 
ejemplos numéricos. Aunque este proceso es algo tedioso si se hace ma- 
nualmente, resulta más fácil si se programa en una computadora. 
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EJEMPLO [14.1 


Determine la matriz de rigidez de la estructura para la armadura de 
dos elementos que se muestra en la figura 14-7a. AE es constante. 


Figura 14-7 


SOLUCIÓN 

Por inspección, Y tendrá dos componentes de desplazamiento desco- 
nocidas, en tanto que las juntas O y O) estarán limitadas por el despla- 
zamiento. En consecuencia, las componentes del desplazamiento en la 
junta Y se codifican numéricamente en primer lugar, seguidas por las 
de las articulaciones Y y O, figura 14-7b. El origen del sistema de 
coordenadas globales puede ubicarse en cualquier punto. Para mayor 
comodidad, se elegirá la junta O, como se muestra. Los elementos se 
identifican de forma arbitraria y se trazan flechas a lo largo de los dos 
elementos para identificar los extremos cercano y lejano de cada ele- 
mento. Ahora pueden determinarse los cosenos directores y la matriz 
de rigidez para cada elemento. 


Elemento 1. Como 0 es el extremo cercano y OQ es el extremo le- 
jano, entonces a partir de las ecuaciones 14-5 y 14-6, se tiene 


¿=D 1 E 0 = 8" - 
3 ió 3 
Con base en la ecuación 14-16, si se divide cada término entre L = 3 

pies, se tiene 


de 0 


1 2 3 4 
0.333 0 -—0.333 0 
k, = AE| 0 0 0 0 
0.333 0 0.333 0 
0 0 0 0 

Los cálculos pueden verificarse en parte al observar que k, es simé- 
trica. Tenga en cuenta que las filas y columnas en k, se identifican por 
los grados de libertad x, y en el extremo cercano, seguidos por el ex- 
tremo lejano, es decir, 1,2,3, 4, respectivamente, para el elemento 1, fi- 
gura 14 7b. Esto se hace con el fin de identificar los términos para el 

ensamble posterior en la matriz K. 
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Elemento 2. Como 0 es el extremo cercano y O es el extremo le- 
jano, se tiene 


Así, la ecuación 14-16 con L = 5 pies se convierte en 


1 2 5 6 
0.072 0.096  —0.072  —0.096 
0.096 0.128 —0.096  —0.128 

0.072  —0.096 0.072 0.096 
—0.096  —0.128 0.096 0.128 | 6 


k, = 


Aquí las filas y columnas se identifican como 1, 2, 5, 6, puesto que 
estos números representan, respectivamente, los grados de libertad x, 
y en los extremos cercano y lejano del elemento 2. 


Matriz de rigidez de la estructura. Esta matriz tiene una orden 
de 6 X 6 porque hay seis grados de libertad designados para la arma- 
dura, figura 14-7b. Los elementos correspondientes de las dos matrices 
anteriores se suman algebraicamente para formar la matriz de rigidez 
de la estructura. Quizá el proceso de ensamble es más fácil de obser- 
var sí las columnas y filas numéricas faltantes en k, y k, se expanden 
con ceros para formar dos matrices de 6 X 6. Entonces, 


K =k; + k, 
1 
1 0.072 
2 0.096 
3 0 
4+ AE| 0 
5 0.072 
6 0.096 


o o0oooooz>-> 


0.333 0 —0.072 —0.096 
0 —0.096  —0.128 
0.333 

0 

0 

0 


Si se usa una computadora para esta operación, por lo general se em- 
pieza con una K donde todos los términos son cero; después, conforme 
se generan las matrices de rigidez globales del elemento, éstas se colo- 
can directamente en sus respectivas posiciones elementales en la ma- 
triz K, en vez de desarrollar las matrices de rigidez de cada elemento y 
almacenarlas, para después ensamblarlas. 
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EJEMPLO [14. 


L 
10 pies 


(a) 


2 


1] 
Mo A 
E 

E 


E 


Figura 14-8 


Determine la matriz de rigidez de la estructura para la armadura que 
se muestra en la figura 14-8a. AE es constante. 


SOLUCIÓN 

Aunque la armadura es estáticamente indeterminada de primer 
grado, esto no representa ninguna dificultad para la obtención de la 
matriz de rigidez de la estructura. Cada junta y cada elemento se iden- 
tifican numéricamente en forma arbitraria, y los extremos cercano y 
lejano se indican mediante flechas a lo largo de los elementos. Como 
se muestra en la figura 14-8b, los desplazamientos no restringidos se 
codifican numéricamente en primer lugar. Hay ocho grados de libertad 
para la armadura y, por lo tanto, K será una matriz de 8 X 8. Con el fin 
de mantener todas las coordenadas de las juntas positivas, el origen de 
las coordenadas globales se elige en O. Ahora se aplicarán las ecuacio- 
nes 14-5, 14-6 y 14-16 a cada elemento. 


Elemento 1. Aquí L = 10 pies, de modo que 
10-0 
Ay = =1 


e O 
* 10v2 

1 

0.035 0.035 

0.035 0.035 

0.035 —0.035 

0.035  —0.035 


0.707 


k, = AE 


Elemento 3. Aquí L = 10 pies, entonces 


Me 0 
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Elemento 4. Aquí L = 10 pies, de modo que 
A A 
jj 10 


Elemento 5. Aquí L = 102 pies, por lo que 
10-0 0-10 
¿= 0707 ds 

10V2 " 10V2 

3 4 6 5 
0.035 —0.035  —0.035 0.035 |3 
k.= AÑ| 70.035 0.035 0.035 0.035 |4 
0.035 0.035 0.035  —0.035 [6 
0.035 —0.035  —0.035 0.035 |5 


= 0.707 


Elemento 6. Aquí L = 10 pies, entonces 


y 1010 _ 
d 10 
8 


0 


0 
0.1 


0 
0.1 


7 
0 
0.1 0  —0.1 
0 
0 


Matriz de rigidez de la estructura. Ahora, las seis matrices ante- 
riores pueden ensamblarse en la matriz K de 8 Xx 8 al sumar algebrai- 
camente sus elementos correspondientes. Por ejemplo, puesto que 
(k11)1 = AE(0.1), (K11)2 = AE(0.035), (K11)3 = (K11)4= (K11)5 = (K11)6 
= (, entonces, K¡, = AE(0.1 + 0.035) = A£(0.135), y así sucesiva- 
mente. Por lo tanto, el resultado final es 


6 7 
0.1 —0.035 
0 —0.035 
0.035  —0.1 
0.035 0 
—0.035 0 
0.135 0 
0 0.135 
0 0.035 


0 Z]Dúa hh YN 
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14.6 Aplicación del método de la rigidez 
para el análisis de armaduras 


Una vez que se forma la matriz de rigidez de la estructura, las compo- 
nentes de fuerza global Q que actúan sobre la armadura pueden relacio- 
nar con sus desplazamientos globales D utilizando 


Q =KD (14-17) 
Esta ecuación se conoce como la ecuación de rigidez de la estructura. 
Como siempre se han asignado los números más bajos de código para 


identificar los grados de libertad no restringidos, esto permitirá ahora 
hacer una partición de la ecuación en la forma siguiente:* 


E E IES 

pa = [a 14-18 
ES K> : Ko 11D, ( ) 
Aquí 


Q,, D, = cargas externas y desplazamientos conocidos; aquí las cargas 
existen en la armadura como parte del problema, y los des- 
plazamientos suelen especificarse como iguales a cero debido 
a las limitaciones de soportes como pasadores o rodillos. 


Q, D,, = cargas y desplazamientos desconocidos; aquí las cargas 
representan las reacciones desconocidas en los soportes 
y los desplazamientos se presentan en las juntas donde el 
movimiento no está restringido en una dirección particular. 


K = matriz de rigidez de la estructura, que se parte para ser com- 
patible con las particiones de Q y D. 


Al expandir la ecuación 14-18 se obtiene 

Q, = K;¡D, + K,D, (14-19) 

Q, = K,¡D, + K,D, (14-20) 
Muy a menudo D, = 0, puesto que los soportes no se desplazan. Cuando 
se da este caso, la ecuación 14-19 se convierte en 

Q; > K¡pD, 
Como los elementos de la matriz partida K,, representan la resistencia 
total en una junta de armadura a un desplazamiento unitario, ya sea en la 
dirección x o y, entonces la ecuación anterior simboliza la colección de 
todas las ecuaciones de equilibrio de fuerzas aplicadas a las juntas donde 
las cargas externas son cero o tienen un valor conocido (Q,). Si se des- 
peja D,,, resulta 
D, E [K,1] +0; (14-21) 

De esta ecuación puede obtenerse una solución directa para todos los 
desplazamientos de junta desconocidos; entonces, a partir de la ecuación 
14-20, con D, = 0, se obtiene 


Q, = K,D, (14-22) 
con base en la cual pueden obtenerse las reacciones desconocidas en los 


soportes. Las fuerzas del elemento pueden determinarse mediante la ecua- 
ción 14-13, a saber: 


q = Kk'TD 


*Este esquema de partición será evidente en los ejemplos numéricos que siguen. 


14.6 APLICACIÓN DEL MÉTODO DE LA RIGIDEZ PARA EL ANÁLISIS DE ARMADURAS 


Al expandir esta ecuación se obtiene 


Dnx 
ld _ | 1 ele Ay 0 0 Dy, 
dr £ l=1 110 0 A, Ay Dr; 
Day 
Como qy = —4p para el equilibrio, sólo debe encontrarse una de las 
fuerzas. Aquí se determinará q», la cual ejerce tensión en el elemento, fi- 
gura 14-2c. 
Dx 
AE Dy 
ar = a es Ay Ay Ay] DN (14-23) 
Dp, 


En particular, si el resultado que se calcula mediante esta ecuación es ne- 
gativo, entonces el elemento está en compresión. 


Procedimiento de análisis 


El siguiente método proporciona un medio para determinar los desplazamientos y las 
reacciones en los apoyos desconocidos para una armadura utilizando el método de la ri- 
gidez. 


Notación 


e Establezca el sistema de coordenadas globales x, y. Por lo general, el origen se localiza 
en una junta para la cual las coordenadas de todas las demás juntas son positivas. 
Identifique cada junta y elemento en forma numérica, y especifique arbitrariamente 
los extremos cercano y lejano de cada elemento de manera simbólica al dirigir una 
flecha a lo largo del elemento con la punta dirigida hacia el extremo lejano. 


Especifique los dos números de código en cada junta, considere los números más 
bajos para identificar los grados de libertad no restringidos, seguidos por los números 
mayores para identificar los grados de libertad restringidos. 


Con base en el problema, establezca D, y Q;. 


Matriz de rigidez de la estructura 


e Para cada elemento, determine A, y A, y la matriz de rigidez del elemento usando la 
ecuación 14-16. 


Ensamble estas matrices para formar la matriz de rigidez de toda la armadura, como 
se explicó en la sección 14-5. Para verificar parcialmente los cálculos, revise que las 
matrices de rigidez del elemento y la estructura sean simétricas. 


Desplazamientos y cargas 


e Parta la matriz de rigidez de la estructura, como lo indica la ecuación 14-18. 


e Determine los desplazamientos desconocidos D,, de la junta mediante la ecuación 
14-21, las reacciones en los soportes Q,, con base en la ecuación 14-22, y cada fuerza 
de elemento q, usando la ecuación 14-23. 
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EJEMPLO [14.3 


Determine la fuerza en cada uno de los dos elementos que componen 
la armadura que se muestra en la figura 14-9a. AE es constante. 


SOLUCIÓN 


Notación. En la figura 14-9b se muestran el origen de x, y y la nu- 
meración de las juntas y los elementos. Además, los extremos cercano 
y lejano de todos los elementos se identifican mediante flechas y se 
usan números de código en cada junta. Por inspección, puede verse 
que los desplazamientos externos conocidos son Dz = D¿= D;= D¿ 
= (). Inclusive, las cargas externas conocidas son O, = 0, O, = -2k. 
Por lo tanto, 


D, = 


Figura 14-9 


Matriz de rigidez de la estructura. Si se emplea la misma nota- 
ción que se usó aquí, esta matriz ya se desarrolló en el ejemplo 14-1. 


Desplazamientos y cargas. Al escribir la ecuación 14-17, Q = KD, 
para esta armadura se tiene 


0.072  —0.096 
0.096  —0.128 


0.072 0.096 
0.096 0.128 


A partir de esta ecuación se puede identificar K;, y así determinar D,,. 
Se ve que la multiplicación de matrices, como la ecuación 14-19, re- 


sulta en 
0 0.405 0.096 || D; 0 
= AE + 
3) [es na] o 
Aquí resulta fácil resolver mediante una expansión directa, 


0 = AE(0.405D, + 0.096D») 
-2 = AE(0.096D, + 0.128D,) 


Físicamente estas ecuaciones representan 2Fx =0 y 2F, = 0 aplicadas 
a la junta Y. Despejando, se obtiene 


4505, _ 19003 
1 AE ñ AE 
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Por inspección de la figura 14-9b, de hecho se esperaría la ocurrencia 
de un desplazamiento hacia la derecha y hacia abajo en la junta Y 
según lo indican los signos positivos y negativos de estas respuestas. 

Con estos resultados, ahora se obtienen las reacciones en los sopor- 
tes a partir de la ecuación (1), escrita en la forma de la ecuación 14-20 
(o la ecuación 14-22) como 


0333 
0 0 1 4.505 
=AE| 00m 0.0% | 


—0.096  —0.128 


oooo 


Al expander y despejar las reacciones, 


Oz = -0.333(4.505) = —1.5k 

Q04=0 

Os = -0.072(4.505) — 0.096(—19.003) = 1.5 k 
Os = -0.096(4.505) — 0.128(—19.003) = 2.0 k 


La fuerza en cada elemento se encuentra con base en la ecuación 
14-23. Empleando los datos para A,, y A, en el ejemplo 14-1, se tiene 


Elemento 1: A,=1,1,=0,L =3 pies. 


Elemento 2: A,=0.6,1, = 0.8, L = 5 pies. 


A 4.505 ]1 
[-06 -os 06 08] =[ 700912 
E A 


0 6 


AE 
5 


> 


= > [-0.6(4.505) — 0.8(-19.003)] = 2.5 k Resp. 


Por supuesto, estas respuestas pueden verificarse mediante el equili- 
brio, aplicado en la junta O. 
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EJEMPLO [14.4 


Determine las reacciones en los soportes y la fuerza en el elemento 2 
de la armadura que se muestra en la figura 14 10a. AE es constante. 


SOLUCIÓN 


Notación. Se numeran las juntas y los elementos numerados y se 
A establece el origen de los ejes x, y en O, figura 14-10b. Además, las 
e | flechas se usan para hacer referencia a los extremos cercano y lejano 


de cada elemento. Si se emplean los números de código donde los nú- 
meros más bajos indican los grados de libertad no restringidos, figura 
14-10b, se tiene 


Estructura de la matriz de rigidez. Esta matriz se determinó en el 
ejemplo 14-2 con la misma notación que en la figura 14-105. 


Desplazamientos y cargas. Para este problema Q = KD es 


0 0 0 0.1 0.035 
0 —0.1 0 0 0.035 
0.135  —0.035 0.035  —0.035 —0.1 
0.035 0.135  —0.035 0.035 0 
0.035  —0.035 0.135  —0.035 0 
0.035 0.035  —0.035 0.135 0 
—0.1 0 0 0 0.135 
0 0 0.1 0 0.035 


Si se multiplica de modo que pueda formularse la ecuación 14-18 del 
desplazamiento desconocido, se obtiene 


0.135 0.035 0 0 0 
0.035 0.135 0 0.1 0 
0 0.135  —0.035 0.035 
0.1 0.035 0.135  —0.035 
0 0.035  —0.035 0.135 
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Al expandir estas ecuaciones y despejar los desplazamientos resulta 


Si se desarrolla la ecuación 14-20 a partir de la ecuación (1), em- 
pleando los resultados calculados, se tiene 


0.1 0 —0.035 0.035  —0.035 
= AE| -0.035 —0.035 —0.1 0 0 


—0.035  —0.035 0 0 0.1 


Al expandir y calcular las reacciones en los soportes se obtiene 


O = -40k Resp. 
O, =2.0k Resp. 


Os =4.0k Resp. 


El signo negativo para O¿ indica que la reacción en el soporte de osci- 
lador actúa en la dirección x negativa. La fuerza en el elemento 2 se 
encuentra a partir de la ecuación 14-23, donde desde el ejemplo 14-2, 
Ay = 0.707,4, = 0.707, L = 10V2 pies. Entonces, 


[0.707  —0.707 0.707 0.707] 
2 


A 
AE 
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EJEMPLO [14.5 


Determine la fuerza en el elemento 2 del ensamble que se muestra en 
la figura 14-11a si el soporte en la junta O se asienta 25 mm hacia 
abajo. Considere que AE = 8(10%) kN. 


SOLUCIÓN 


Notación. Por comodidad, el origen de las coordenadas globales en 
la figura 14-115 se establece la junta O y, como siempre, los números 
más bajos del código se usan para hacer referencia a los grados de li- 
bertad no restringidos. Por lo tanto, 


Matriz de rigidez de la estructura. Con base en la ecuación 14-16, 
se tiene 


Elemento 1: A, 0,1, =1,L = 3 m, de modo que 


1 2 
0 0 

0 —0.333 
0 

0 


0 
0.333 | 2 


Elemento 2: —0.8,4, = 0.6, L = 5 m, entonces 


1 2 5 6 
"0.128 0.096  —0.128  —0.096 
0.096 0.072  —0.096  —0.072 
0.128  —0.096 0.128 0.096 
| 0.096  —0.072 0.096 0.072 


Figura 14-11 
Elemento 3: 1,=1,1,=0,L =4 m, entonces 
7 1 
0.25 0.25 
k¿=AE| 0 0 
0.25 0.25 
0 0 0 


8 
0 
0 
0 


Al ensamblar estas matrices, la matriz de rigidez de la estructura se 
convierte en 


ocoo0ooooo0ou 
oo0o0o0ooocoo 020 


0 Z]D0uahg0gnNnR 
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Desplazamientos y cargas. Aquí Q = KD resulta en 


0.096 | 
0.405 ; 


oo 


0.128 0.096 ' 
0.096 0.072 | 
-025 0 

0 0 


2050902509 
Sos 


Al desarrollar la solución para los desplazamientos, ecuación 14-19, se 


0.096 0.405 0 0.333 0.096 0.072 


0.378 0.096 [| D 0 0 0.128 0.096 
Palos oso.) * “El 
2 


De donde se obtiene 
0 = AE[(0.378D, + 0.096D») + 0] 
0 = AE[(0.096D, + 0.405D,) + 0.00833] 


Al resolver estas ecuaciones simultáneamente da 
D, = 0.00556 m 
D, = -0.021875 m 


A pesar de que no es necesario calcular las reacciones en los soportes, 
si así se desea pueden encontrarse a partir de la expansión definida 
por la ecuación 14-20. Si se usa la ecuación 14-23 para determinar la 
fuerza en el elemento 2 resulta 


Elemento 2: ),= —0.8,1, = — 0.6, L = 5 m, AE = 8(10%) kN, de 
modo que 


0.00556 
—0.021875 

0 

0 


-0.6] 


8(10*) 
TER A —= UY E » esp. 
5 (0.00444 — 0.0131) 13.9 kN Resp. 


Usando el mismo procedimiento, se muestra que la fuerza en el ele- 
mento 1 es q, = 8.34 kN y en el elemento 3, q3 = 11.1 kN. Los resulta- 
dos se muestran en el diagrama de cuerpo libre de la junta O, figura 
14-11c, la cual puede comprobarse que está en equilibrio. 


559 


560 


CAPÍTULO 14 ANÁLISIS DE ARMADURAS UTILIZANDO EL MÉTODO DE LA RIGIDEZ 


14.7 Coordenadas nodales 


En ocasiones, una armadura puede estar soportada mediante un rodillo 
situado en un plano inclinado, y cuando esto ocurre la restricción de cero 
deflexión en el soporte (nodo) no puede definirse directamente em- 
pleando un solo sistema global de coordenadas horizontales y verticales. 
Por ejemplo, considere la armadura en la figura 14-12a. La condición de 
desplazamiento cero en el nodo O está definida sólo a lo largo del eje y”, 
y debido a que el rodillo puede desplazarse a lo largo del eje x”, este 
nodo tendrá componentes de desplazamiento a lo largo de ambos ejes de 
coordenadas globales, x, y. Por esta razón no es posible incluir la condi- 
ción de desplazamiento cero en este nodo al escribir la ecuación de rigidez 
global de la armadura usando los ejes x, y, sin hacer algunas modificacio- 
nes en el procedimiento del análisis matricial. 

Para resolver este problema, de modo que pueda incorporarse fácil- 
mente en un análisis de computadora, se empleará un conjunto de coor- 
denadas nodales x”, y” que se localiza en el soporte inclinado. Estos ejes 
están orientados de modo que las reacciones y los desplazamientos se 
encuentran en los soportes a lo largo de cada uno de los ejes de coorde- 
nadas, figura 14-12a. Con el fin de determinar la ecuación de rigidez global 
de la armadura, se vuelve necesario desarrollar las matrices de transfor- 
mación de la fuerza y el desplazamiento para cada uno de los elementos 
conectados en este soporte, para que los resultados puedan sumarse en 
el mismo sistema de coordenadas global, x, y. Para mostrar cómo se hace 
esto, considere el elemento 1 de la armadura que se muestra en la figura 
14-12b, con un sistema de coordenadas globales x, y en el nodo cercano 
(0) y un sistema de coordenadas nodales x”, y” en el nodo lejano h. 
Cuando se producen desplazamientos D de manera que tengan compo- 
nentes a lo largo de cada uno de estos ejes, como se muestra en la figura 
14-12c, los desplazamientos d en la dirección x' alo largo de los extremos 
del elemento se convierten en 


dy = Dy,c0s 6, + Dy,cos 0, 


dy = Df,» cos 01 + Dry, cos 0 y" 


(a) 
Figura 14-12 
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Estas ecuaciones pueden escribirse en forma matricial como y 


y y” coordenadas 
locales 


hal le Ay 0 0] Dy, 
dy 


coordenadas 
nodales 


x 


( 
N coordenadas globales 
(b) 


Del mismo modo, las fuerzas q en los extremos cercano y lejano del ele- 
mento, figura 14-12d, tienen componentes Q a lo largo de los ejes globa- 
les de 


Ovx = Gn cos 0, Onvy = qn Cos 0, 


Or = qF COS 0 yn Or = qpCos 0 y 


las cuales pueden expresarse como 


Onx Ay 0 
Owy | _|A, 0 [es] 
Ory 0 Ay |Lqr 
Ory 0 Ay 


Las matrices de transformación del desplazamiento y la fuerza en las 
ecuaciones anteriores se usan para desarrollar la matriz de rigidez del Dy 
. ds a Ss . y 

elemento para esta situación. Al aplicar la ecuación 14-15, se tiene 


Dny cos 0, 
D ( 
"Ti Nx coordenadas 
k= TKkT Dz 008 O, globales 
Ay 0 (e) 
r=|% 0 | 1 ls Ay 0 o] 
0 Ay | El-1 10 0 Ay Ay 
0 Ay 


Si se realizan las operaciones matriciales, resulta 


MM AyAy  —AyAyr  —AyAyr 
Z 
a A A A 
L | —Aydyr  —AyAyr No AyrA yo 
2 
—AyAyr Ayo Ah Mn 


Esta matriz de rigidez se usa después para cada elemento que esté co- 
nectado a un soporte de rodillos inclinado, y el proceso para ensamblar 
las matrices y formar la matriz de rigidez de la estructura sigue el proce- 
dimiento acostumbrado. El siguiente problema de ejemplo ilustra su 
aplicación. (d) 
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EJEMPLO [14.6 


Figura 14-13 


Determine las reacciones en los soportes para la armadura que se 
muestra en la figura 14-13a. 


SOLUCIÓN 


Notación. Como el soporte de rodillos en Y se encuentra sobre un 
plano inclinado, en este nodo deben usarse coordenadas nodales. Se 
numeran las juntas y los elementos y se establecen los ejes globales x, 
y, en el nodo 0), figura 14-13b. Observe que los números de código 3 y 4 
están a lo largo de los ejes x”, y”, a fin de poder usar la condición de 
que D, =0. 


Matrices de rigidez de los elementos. Las matrices de rigidez de 
los elementos 1 y 2 deben desarrollarse mediante la ecuación 14-24, 
puesto que estos elementos tienen números de código en la dirección 
de los ejes globales y nodales. La matriz de rigidez para el elemento 3 
se determina de la forma habitual. 


Elemento 1. Figura 14-13c,1,=1,A, = 0,2 =0.707, 1, = 0.707 


3 4 
—0.17675 0.17675 
0 0 
0.125 0.125 
0.125 0.125 


Elemento 2. Figura 14-13d, A, = ==L. Ag = =0,707, Aj = 
0.707 


0 

0.3333  —0.2357 
0.2357 0.1667 
0.2357 0.1667 


Elemento 3. 1,=0.8,1,= 0.6 


y = 


Matriz de rigidez de la estructura. Al ensamblar estas matrices 
para determinar la matriz de rigidez de la estructura, se tiene 


0.128 009 0 0 0.128 
0.4053 —0.2357 | —0.2357  —0.096 
-0.2357 0.2917 i 0.0417  -—0.17675 
0.2357 0.0417 ¡ 02917  0.17675 
0.096  —0.17675i 017675 0.378 
0.096  —0.072 0 0 0.096 


Si se realiza la multiplicación matricial de las particiones superiores se 
pueden determinan los tres desplazamientos desconocidos D al resol- 
ver simultáneamente las ecuaciones resultantes, es decir, 


352.5 


AE 


-157.5 
AE 


127,3 
AE 


Las reacciones desconocidas Q se obtienen al multiplicar las matrices 
partidas inferiores en la ecuación (1). Si se usan los desplazamientos 
calculados, se tiene, 


Q4 = 0(352.5) — 0.2357(-157.5) + 0.0417(-127.3) 


31.8kN 


= —0.128(352.5) — 0.096(-157.5) — 0.17675 (-127.3) 
7.5 kN 
= —0.096(352.5) — 0.072(-157.5) + 0(-127.3) 


22.5 kN 
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—0.096 
0.072 
0 
0 
0.096 
0.072 
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14.8 Armaduras con cambios térmicos 
y errores de fabricación 


Si algunos de los elementos de la armadura se someten a un aumento o 
disminución de su longitud debido a cambios térmicos o errores de fabri- 
cación, es necesario usar el método de superposición para obtener la solu- 
ción. Lo anterior requiere tres pasos. En primer lugar, se calculan las fuer- 
zas de extremo fijo necesarias para evitar el movimiento de nodos como 
el causado por la temperatura o los errores de fabricación. En segundo 
lugar, se colocan fuerzas iguales pero opuestas sobre los nodos de la ar- 
madura y se calculan los desplazamientos de los nodos mediante un aná- 
lisis matricial. Por último, se determinan las fuerzas reales de los elemen- 
tos y las reacciones en la armadura mediante la superposición de estos 
dos resultados. Por supuesto, este procedimiento sólo es necesario si la ar- 
madura es estáticamente indeterminada. Si la viga es estáticamente deter- 
minada, los desplazamientos en los nodos pueden encontrarse mediante 
este método; sin embargo, los cambios de temperatura y los errores de fa- 
bricación no afectarán las reacciones y las fuerzas de elemento puesto 
que la armadura es libre de ajustarse a los cambios de longitud. 


Efectos térmicos. Si un elemento de una armadura con longitud L 
está sujeto a un aumento de temperatura AT, el elemento experimentará 
un aumento en su longitud de AL = «ATL, donde a es el coeficiente de 
expansión térmica. Una fuerza de compresión qy aplicada al elemento 
causará una disminución en la longitud del elemento de AL' = qyL/AE. 
Si se igualan estos dos desplazamientos, entonces qy = A£QGAT. Esta 
fuerza mantendrá fijos los nodos del elemento, como se muestra en la fi- 
gura 14-14, y entonces se tiene 


(4v)o = AEQAT 
(amo = —=AEQAT 


Observe que si ocurre una disminución de la temperatura, entonces AT 
se vuelve negativo y estas fuerzas invierten la dirección a fin de mante- 
ner el elemento en equilibrio. 

Estas dos fuerzas pueden transformarse en coordenadas globales 
usando la ecuación 14-10, de donde se obtiene 


(Ovx)do Ay 0 Ax 
(Ony)o Ay 0 | 1] Ay 

il =| / AEQGAT = AEQGAT Ñ 14-25 

, (Ors)o 0 Ay -=1 Ax ) 
(Oro 0 A, Ay 


Errores de fabricación. Si un elemento de armadura se hace de- 
masiado largo en una cantidad AL antes de ajustarse en la armadura, en- 
tonces la fuerza qy necesaria para mantener al elemento en su longitud 
de diseño £L es qy = AE£ALIL, por lo que para el elemento de la figura 
14-14, se tiene 

_ AEAL 

(dn)o = E 

_ AEAL 

Figura 14-14 (qr)o = = E 
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Si originalmente el elemento es demasiado corto, entonces AL se vuelve 
negativo y estas fuerzas se invierten. 
En coordenadas globales, estas fuerzas son 


(Onx)o Ay 
(Ony)o | _ AÉAL| A, 
(Ordo a, did 
(Ory)o ZA, 


Análisis matricial. Enel caso general, si una armadura se somete a 
la aplicación de fuerzas, a cambios de temperatura y a errores de fabrica- 
ción, la relación inicial de fuerza-desplazamiento para la armadura se 
convierte en 

Q = KD +0, (14-27) 


Aquí Q, es una matriz columna para toda la armadura, de las fuerzas de 
extremo fijo iniciales, causadas por los cambios de temperatura y los 
errores de fabricación de los elementos definidos en las ecuaciones 14-25 
y 14-26. Esta ecuación puede partirse en la forma siguiente 


(0 7 a hol 0 


Si se lleva a cabo la multiplicación, resulta 
Q; = K¡¡D, + K¡2D; + (Q;)o (14-28) 
Q, = K>¡D, + K3,D, + (Q.,)o (14-29) 
De acuerdo con el procedimiento de superposición descrito anterior- 
mente, los desplazamientos desconocidos D,, se determinan a partir de la 


primera ecuación al restar K¡,D, y (Q¿)¿ en ambos lados, para después 
despejar D,,. De esto se obtiene 


D, = Ki(0, — K¡2D, — (Q;)o) 


Una vez obtenidos estos desplazamientos nodales, las fuerzas de los ele- 
mentos se determinan por superposición, es decir, 


q = K'TD + qp 


Si esta ecuación se expande para determinar la fuerza en el extremo le- 
jano del elemento, resulta 


Dx 
AE D 
ar == [HA Ay Ay Ay] y | + (ardo (14-30) 
Fx 
Dz, 


Este resultado es similar a la ecuación 14-23, excepto que aquí se tiene 
el término adicional (q7)o, lo que representa la fuerza de extremo fijo 
inicial debida a los cambios de temperatura y/o errores de fabrica- 
ción como se definió anteriormente. Tenga en cuenta que si el resultado 
calculado a partir de esta ecuación es negativo, el elemento estará en 
compresión. 

Los dos ejemplos siguientes ilustran la aplicación de este procedi- 
miento. 
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EJEMPLO [14.7 


Determine la fuerza en los elementos 1 y 2 del ensamble articulado 
que se muestra en la figura 14-15, si el elemento 2 se hizo 0.01 m más 
corto de lo esperado antes de ajustarlo en su lugar. Considere que AE 
= 8(10%) kN. 


Figura 14-15 


SOLUCIÓN 

Como el elemento es corto, entonces AL = —0.01 m y, por lo tanto, al 
aplicar la ecuación 14-26 en el elemento 2, con A, = -0.8,1, = 0.6, 
se tiene. 


—0.8 0.0016 
AE(-0.01) | —0.6 0.0012 
o 5 0.8 AE —0.0016 


0.6 0.0012 
La matriz de rigidez de la estructura para este ensamble ya se esta- 


bleció en el ejemplo 14-5. Al aplicar la ecuación 14-27, se obtiene 


0 0.128 —0.096  —0.25 
0.333  —0.096 


oso 


oo o0ooosoOo 
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Si se parten las matrices de la manera que se muestra y se lleva a cabo 
la multiplicación para obtener las ecuaciones de los desplazamientos 
desconocidos, resulta 


[- ae 05 pal a E hi 0 0.128 —0.096 —025 
0.096 0.4051 D, O 0.333 —0.096 —0.072 0 


lo que da 


0 = AE[0.378D, + 0.096D,] + AE[0] + AE[0.0016] 
0 = AE[0.096D, + 0.405D,] + AE[O0] + AE[0.0012] 


Al resolver estas ecuaciones simultáneamente, 


D, = -0.003704 m 
D, = —-0.002084 m 


Aunque no sea necesario, las reacciones Q pueden determinarse al ex- 
pandir la ecuación (1), siguiendo el formato de la ecuación 14-29. 

A fin de determinar la fuerza en los elementos 1 y 2, debe aplicarse 
la ecuación 14-30, por lo tanto se tiene 


Elemento 1. 1,=0,1,=1,L=3m, AE = 8(10%) kN, de modo que 


0 

0 
—0.003704 
—0.002084 


1] + [0] 


q = 5.56 kN Resp. 


Elemento 2. A,= —0.8,2, = —0.6, L =5 m, AE = 8(10*) kN, por lo 


—0.003704 
—0.002084 
0 
0 


-0.6] 
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EJEMPLO [14.8 


El elemento 2 de la armadura que se muestra en la figura 14-16 se so- 
mete a un aumento en la temperatura de 150%F. Determine la fuerza 
desarrollada en el elemento 2. Considere que a = 6.5(107%)/%F, E = 
29(10%) Ib/pulg?. Cada elemento tiene un área transversal de A = 0.75 
pulg?. 


Í Fá T 


— E 
0) 1 —> 
E: 10 pies 


Figura 14-16 


SOLUCIÓN 
Como hay un aumento de temperatura, AT = +150%F. Al aplicar la 
ecuación 14-25 en el elemento 2, donde A, = 0.7071, A, = 0.7071, se 


0.7071 0.000689325 
_ 0.7071 0.000689325 
= AE(6.5) (10%) (150) 0.7071 17 4E| -0.000689325 


0.7071 —0.000689325 


La matriz de rigidez para esta armadura ya se desarrolló en el ejemplo 
142, 


0.035 , 0.000689325 
0.035 E 0.000689325 


—0.000689325 
| -0.000689325 


DADO Uu 2h UnA 
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Si se expande para determinar las ecuaciones de los desplazamientos 
desconocidos, y estas ecuaciones se resuelven simultáneamente, re- 
sulta 


D, = —0.002027 pies 
D, = -0.01187 pies 
Dz = —0.002027 pies 
D, = —0.009848 pies 
Ds = —0.002027 pies 


Con base en la ecuación 14-30 es posible determinar la fuerza en el 
elemento 2, se tiene 


—0.002027 


6 
sele A 0.707 —0.707 0.707 0.707] dl = 0.75[29(10*)][6.5(109)](150) 


102 


—6093 lb = —6.09 k Resp. 


Observe que el aumento de temperatura en el elemento 2 no cau- 
sará ninguna reacción en la armadura puesto que en lo externo la ar- 
madura es estáticamente determinada. Para demostrar esto, considere 
la expansión de la matriz de la ecuación (1) para determinar las reac- 
ciones. Con base en los resultados de los desplazamientos, se tiene 


Os = AE[-0.1(—0.002027) + 0 — 0.035(—0.002027) 


+ 0.035(—0.009848) — 0.035(—0.002027)] + AE[0] = 0 


O, = AE[-0.035(—0.002027) — 0.035(-0.01187) 


— 0.1(=0.002027) + 0 + 0] + AE[-0.000689325] = 0 


Os = AE[-0.035(—0.002027) — 0.035(—0.01187) + 0 


+ 0 — 0.1(-0.002027)] + AE[-0.000689325] = 0 
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YF 
Figura 14-17 


14.9 Análisis de armaduras espaciales 


El análisis de las armaduras espaciales estáticamente determinadas e in- 
determinadas puede realizarse empleando el mismo procedimiento 
descrito anteriormente. Sin embargo, para tener en cuenta los aspectos 
tridimensionales del problema es necesario incluir elementos adiciona- 
les en la matriz de transformación 7. A este respecto, considere el ele- 
mento de una armadura que se muestra en la figura 14-17. La matriz de 
rigidez para el elemento definida en términos de la coordenada local x” 
está dada por la ecuación 14-4. Aún más, por la inspección de la figura 
14-17, los cosenos directores entre las coordenadas globales y locales 
pueden encontrarse empleando ecuaciones análogas a las ecuaciones 
14-5 y 14-6, es decir, 


A, = Cos O, = de z E 
Xp — Xy 
= (14-31) 
V (xp —= xn) + (Y — yn)” + (27 — 2) 
Ay = cos 0, = E ” YN 
YET YN 
= (14-32) 
Var — an)? + (ye — yn)? + (27 — 2) 
A, = COS O, = sE L de 
= E = (14-33) 


Vte — an)? + (yr — yn)? + (2p — zw) 


Como resultado de la tercera dimensión, la matriz de transformación, 
ecuación 14-9, se convierte en 


Si se sustituye esta ecuación y la 14-4 en la ecuación 14-15, k = T'k'T, re- 
sulta 


REPASO DEL CAPÍTULO 571 


Si se lleva a cabo la multiplicación matricial se obtiene la matriz simétrica 


N, N, N, F, E In 
” AsAj A De Ay AN NS 
2 2 
a A, o. A =dS o N, 
E O A IN (14-34) 
PA O e a Ps 
2 2 
A A A A o Ud 
AN NA AA A AE 


Esta ecuación representa la matriz de rigidez del elemento expresada en 
coordenadas globales. Los números de código a lo largo de las filas y las 
columnas hacen referencia a las direcciones x, y, z en el extremo cercano, 
N+, N,, N¿, seguidos por los que están en el extremo lejano, F,, F,, F.. 

Si se va a programar en computadora, por lo general resulta más efi- 
ciente usar la ecuación 14-34 que llevar a cabo la multiplicación matricial 
T”k'T para cada elemento. Una forma de ahorrar espacio de almacena- 
miento en la computadora es inicializar la matriz de rigidez de la “estruc- 
tura” K con todos los elementos en cero; después, a medida que se gene- 
ran los términos de cada matriz de rigidez de los elementos, éstos se 
colocan directamente en sus respectivas posiciones en K. Luego de 
haber desarrollado la matriz de rigidez de la estructura puede seguirse el A 

Ñ E . . A ronaves está completamente construido con 
mismo procedimiento descrito en la sección 14-6 para determinar los — armaduras, a fin de reducir de manera signi- 
desplazamientos en las juntas, las reacciones en los soportes y las fuerzas  ficativa el peso de la estructura. (Cortesía de 
internas en los elementos. Bethlehem Steel Corporation). 


REPASO DEL CAPÍTULO 


El método de la rigidez es el preferido para analizar estructuras usando una computadora. En primer lugar, es necesario 
identificar la cantidad de elementos estructurales y sus nodos. Después se establecen las coordenadas globales para toda 
la estructura y se ubica cada uno de los sistemas coordenados locales de los elementos, de modo que su origen esté en el 
extremo cercano seleccionado, y de tal manera que el eje x' positivo se extienda hacia el extremo lejano. 


La formulación del método requiere que primero se construya cada elemento de la matriz de rigidez k'. Ésta relaciona las 
cargas en los extremos del elemento, q, con sus desplazamientos, d, donde q = k'd. Después, con base en la matriz de 
transformación T, los desplazamientos locales d se relacionan con los desplazamientos globales D, donde d = TD. 
Además, las fuerzas locales q se transforman en las fuerzas globales Q empleando la matriz de transformación T, es decir, 
Q = T7q. Cuando estas matrices se combinan, se obtiene la matriz de rigidez del elemento K en coordenadas globales, k 
= T"k'T. Si se ensamblan todas las matrices de rigidez de los elementos, se obtiene la matriz de rigidez K para toda la es- 
tructura. 


Los desplazamientos y las cargas sobre la estructura se obtienen al partir Q = KD, de modo que los desplazamientos des- 
conocidos se determinan con base en D, = [K,,]*Q,, siempre que los soportes no se desplacen. Por último, las reaccio- 
nes en los soportes se obtienen de Q, = K)»;, D,,, y cada fuerza de elemento se encuentra a partir de q = k'TD. 
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M PROBLEMAS 


141. Determine la matriz de rigidez K para el ensamble. 
Considere que A = 0.5 pulg? y que E = 29(10”) ksi para 
cada elemento. 


142. Determine los desplazamientos horizontales y ver- 
ticales en la junta O del ensamble del problema 14-1. 


14-3. Determine la fuerza en cada elemento del ensam- 
ble del problema 14-1. 


| 4 pies 6 pies 
Probs. 14-1/14-2/14-3 


*14-4, Determine la matriz de rigidez K para la arma- 
dura. Considere que A = 0.75 pulg? y que E = 29(10%) ksi. 


145. Determine el desplazamiento horizontal de la junta 
O y la fuerza en el elemento | 2 |. Considere que A = 0.75 
pulg? y que E = 29(10*) ksi. 


146. Determine la fuerza en el elemento | 2 | si su tem- 
peratura se incrementa en 100%F. Considere que A = 0.75 
pulg?, E = 29(107) ksi, a = 6.5(10*)/%F. 


í a e n quer 


Probs. 14-4/14-5/14-6 


147. Determine la matriz de rigidez K para la armadura. 
Considere que A = 0.0015 m? y que E = 200 GPa para cada 
elemento. 


*14-8. Determine el desplazamiento vertical en la junta O 
y la fuerza en el elemento | 5 |. Considere que A = 0.0015 
m? y que E = 200 GPa. 


Probs. 14-7/14-8 


14-9. Determine la matriz de rigidez K para la armadura. 
Considere que A = 0.0015 m? y que E = 200 GPa para cada 
elemento. 


14-10. Determine la fuerza en el elemento | 5 |. Consi- 
dere que A = 0.0015 m? y que E = 200 GPa para cada ele- 
mento. 


14-11. Determine el desplazamiento vertical del nodo O, 
si el elemento | 6 | era 10 mm más largo de lo esperado 
antes de ajustarlo en la armadura. Para obtener la solución 
retire la carga de 20 k. Considere que A = 0.0015 m? y que E 
= 200 GPa para cada elemento. 


10 4 2 
0 [EXP E 3 [2] E A 
3 e =WY e = eS] 
S se 20 al 
3 A 
1 7 NS | 4 1 3m 
7 6 
ne 8 _— 
O 6 
N 4m 4m > 
Probs. 14-9/14-10/14-11 


PROBLEMAS 5/73 


*14-12. Determine la matriz de rigidez K para la arma- 14-17. Use un programa de computadora para determi- 
dura. Considere que A =2 pulg? y que E = 29(10*) ksi. nar las reacciones sobre la armadura y la fuerza en cada ele- 


; ; z mento. AE es constante. 
14-13. Determine el desplazamiento horizontal de la 


junta O y la fuerza en el elemento | 5 |. Considere que A = 
2 pulg? y que E = 29(10*) ksi. No tome en cuenta el eslabón 
corto en O. 


14-14. Determine la fuerza en el elemento | 3 | si el ele- 
mento era 0.025 pulgadas más corto de lo esperado antes de 
ajustarse en la armadura. Considere que A =2 pulg? y que E 
= 29(10%) ksi. No tome en cuenta el eslabón corto en O. 


6 pies 
6 pies + 
6 pies 
PRE, ¡3 6 pies 
8 pies | 8 pies 8 pies 8 pies 
Probs. 14-12/14-13/14-14 Prob. 14-17 
14-15. Determine la matriz de rigidez K para la arma- 
dura. AE es constante. 14-18. Use un programa de computadora para determi- 
nar las reacciones sobre la armadura y la fuerza en cada ele- 
*14-16. Determine el desplazamiento vertical de la junta mento. AF es constante. 


Q y las reacciones en los soportes. A£ es constante. 


a 3m E 
a) 
í pp 5 > 09 1 
0% ¿ 
70) — 
3kN 
4m 1 | y) 
2 
0) 
, ER A 
3 
451 


Probs. 14-15/14-16 Prob. 14-18 


TÁ 


Las trabes de este puente son continuas sobre los pilotes, y las cargas estáti- 
camente indeterminadas en ellas pueden determinarse utilizando el método 


de la rigidez. 


Análisis de vigas 
utilizando el método 
de la rigidez 


En este capítulo se extenderán los conceptos presentados en el capí- 
tulo anterior y se aplicarán al análisis de vigas. Se podrá ver que una 
vez desarrolladas la matriz de rigidez y la matriz de transformación del 
elemento, el procedimiento para su aplicación es exactamente el 
mismo que para las armaduras. Se prestará atención especial a los 
casos de asentamientos y temperaturas diferenciales. 


15.1 Comentarios preliminares 


Antes de mostrar cómo se aplica el método de la rigidez a las vigas, pri- 
mero se analizarán algunos conceptos y definiciones preliminares rela- 
cionados con estos elementos. 


Identificación del elemento y el nodo. Con el fin de aplicar 
el método de la rigidez a las vigas, primero debe determinarse cómo sub- 
dividir la viga en los elementos finitos que la componen. En general, 
cada elemento debe estar libre de carga y tener una sección prismática. 
Por esta razón los nodos de cada elemento se localizan en un soporte o 
en los puntos donde los elementos se conectan entre sí, o se aplica una 
fuerza externa; donde el área de la sección transversal cambia súbita- 
mente, o donde debe determinarse el desplazamiento vertical o de rota- 
ción en un punto. Por ejemplo, considere la viga de la figura 15-1a. Si se 
usa el mismo esquema que para las armaduras, los cuatro nodos se espe- 
cifican en forma numérica dentro de un círculo y los tres elementos se 
identifican numéricamente dentro de un cuadrado. Observe también que 
los extremos “cercano” y “lejano” de cada elemento se identifican me- 
diante flechas escritas a lo largo de cada elemento. 


y 
P 

. 7 3 8 

E NN 2 A e 

o 1 A Ñ 


(a) 
Figura 15-1 
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(b) 


Figura 15-1 
15 
P 
9 4 1 7 
8 e) E | 
Ó Yael ¿9 Eo) 


Figura 15-2 
P 
8 12 4 6 
E ta 5 
A 72 


(b) 
Figura 15-3 


Coordenadas globales y del elemento. El sistema de coor- 
denadas globales se identificará utilizando los ejes x, y, z, que por lo ge- 
neral tienen su origen en un nodo y se posicionan de modo que los nodos 
en otros puntos de la viga tengan coordenadas positivas, figura 15-1a. Las 
coordenadas locales o del elemento x”, y”, z' tienen su origen en el ex- 
tremo “cercano” de cada elemento, y el eje positivo x' se dirige hacia el 
extremo “lejano”. En la figura 15-1b se muestran estas coordenadas para 
el elemento 2. En ambos casos se ha empleado un sistema de coordena- 
das diestro, de modo que si los dedos de la mano derecha se cierran del 
eje x (x") hacia el eje y (y”), el pulgar apunta en la dirección positiva 
del eje z (z'), que se dirige hacia afuera de la página. Tenga en cuenta 
que para cada componente de la viga los ejes x y x' serán colineales y que 
las coordenadas globales y del elemento serán todas paralelas. Por lo 
tanto, a diferencia del caso de las armaduras, aquí no será necesario desa- 
rrollar matrices de transformación entre estos sistemas de coordenadas. 


Indeterminación cinemática. Una vez que se han identificado 
los elementos y los nodos, y que se ha establecido el sistema de coorde- 
nadas globales, pueden determinarse los grados de libertad para la viga y 
su determinación cinemática. Si se toman en cuenta los efectos de la fle- 
xión y la fuerza cortante, entonces cada nodo en una viga puede tener 
dos grados de libertad; es decir, un desplazamiento vertical y una rota- 
ción. Como en el caso de las armaduras, estos desplazamientos lineales 
y de rotación se identifican por códigos numéricos. Los números más bajos 
de código se usarán para identificar los desplazamientos desconocidos 
(grados de libertad no restringidos), y las cifras más altas se utilizarán 
para identificar los desplazamientos conocidos (grados de libertad res- 
tringidos). Recuerde que la razón para elegir este método de identifica- 
ción se relaciona con la consiguiente comodidad al realizar la partición 
de la matriz de rigidez de la estructura, de modo que los desplazamientos 
desconocidos puedan determinarse de la manera más directa. 

Para mostrar un ejemplo de etiquetado con códigos numéricos, consi- 
dere de nuevo la viga continua que se muestra en la figura 15-1a. Aquí, la 
viga es cinemáticamente indeterminada de cuarto grado. Hay ocho gra- 
dos de libertad, por lo cual los números de código del 1 al 4 representan 
los desplazamientos desconocidos y los números del 5 al 8 representan los 
desplazamientos conocidos, que en este caso son todos iguales a cero. 
Como otro ejemplo, la viga de la figura 15-2a puede subdividirse en tres 
elementos y cuatro nodos. En particular, observe que la articulación in- 
terna en el nodo 3 se deforma en la misma cantidad para los elementos 2 
y 3; sin embargo, la rotación en el extremo de cada elemento es diferente. 
Por eso se usan tres números de código para mostrar estas deflexiones. 
Aquí hay nueve grados de libertad, cinco de los cuales son desconocidos, 
como se muestra en la figura 15-2b, y cuatro conocidos; de nuevo, todos 
son iguales a cero. Por último, tenga en cuenta el mecanismo deslizante 
usado en la viga de la figura 15-3a. Aquí la deflexión de la viga se mues- 
tra en la figura 15-3b y, por lo tanto, hay cinco componentes desconoci- 
dos de deflexión etiquetados con los números de código más bajos. La 
viga es cinemáticamente indeterminada de quinto grado. 

El desarrollo del método de la rigidez para las vigas sigue un procedi- 
miento similar al utilizado para las armaduras. En primer lugar debe es- 
tablecerse la matriz de rigidez de cada elemento, después estas matrices 
se combinan para formar la matriz de rigidez de la viga o de la estruc- 
tura. Si se usa la ecuación matricial de la estructura, entonces puede pro- 


15.2 MATRIZ DE RIGIDEZ DE LA VIGA-ELEMENTO 


cederse a determinar los desplazamientos desconocidos en los nodos y 
de esta forma determinar las reacciones sobre la viga y la fuerza cortante 
y el momento internos en los nodos. 


15.2 Matriz de rigidez de la viga-elemento 


En esta sección se desarrollará la matriz de rigidez para un componente 
de viga o un elemento que tenga una sección transversal constante y esté 
referenciado al sistema de coordenadas locales x', y”, z”, figura 15-4. El 
origen de las coordenadas se localiza en el extremo “cercano” N, y el eje 
x' positivo se extiende hacia el extremo “lejano” F. Hay dos reacciones 
en cada extremo del elemento, que consisten en las fuerzas cortantes q yy 
y q», y en los momentos flectores q y; y 4... Estas cargas actúan en las 
direcciones coordenadas positivas. En particular, los momentos qy. y 
q. SON positivos en sentido antihorario, puesto que por la regla de la 
mano derecha los vectores de momento están dirigidos a lo largo del eje 
z' positivo, el cual se dirige hacia afuera de la página. 

Los desplazamientos lineales y angulares asociados con estas cargas 
también siguen esta misma convención de signos positivos. Ahora se im- 
pondrán cada uno de estos desplazamientos por separado y después se 
determinarán las cargas que actúan sobre el elemento, causadas por cada 
desplazamiento. 


, 


y 


4Ny Uny py dy 


Or Aro 


[a al ———* 
UNZ' Ún2 | 0 O) 


convención de signos positivos 


Figura 15-4 


Desplazamientos en y'. Cuando se impone un desplazamiento 
positivo dy, mientras se evitan otros posibles desplazamientos, se crean 
fuerzas cortantes y momentos de flexión resultantes como los que se 
muestran en la figura 15-5a. En particular, el momento se ha desarro- 
llado en la sección 11.2 como la ecuación 11.5. Del mismo modo, cuando 
se impone dy, las fuerzas cortantes y momentos flexionantes necesarios 
son como se muestra en la figura 15-5b. 


desplazamientos en y” 


(a) 
Figura 15-5 


(b) 
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15 


Figura 15-6 


Rotaciones en z'. Sise impone una rotación positiva dy. mientras 
se evitan todos los otros desplazamientos posibles, las fuerzas cortantes y 
los momentos requeridos para la deformación se muestran en la figura 
15-6a. En particular, el momento resultante se desarrolló en la sección 
11-2 como las ecuaciones 11-1 y 11-2. Del mismo modo, cuando se im- 
pone dy,» las cargas resultantes son como se muestra en la figura 15-6b. 

Por superposición, si se suman los resultados anteriores de las figuras 
15-5 y 15-6, las cuatro relaciones de carga-desplazamiento resultantes 
para el elemento pueden expresarse en forma matricial como 


Ny N. Ey Fo 

12El 6El.  1VEI 6El d 

ANy E PP 13 e Ny 

6El 4El 6El 2El (5-1) 

ANZ' E L a e E dz 
 |_BEI  _6El BEI _6El||, 

Yry 1 e L e Py 
6El 2EIl. _6El 4El d 

aFZ 7 NE E FZ 


Estas ecuaciones también pueden escribirse de manera abreviada como 
q = kd (152) 


La matriz simétrica k en la ecuación 15-1 se conoce como la matriz de ri- 
gidez del elemento. Los 16 coeficientes de influencia k;; que la componen 
representan los desplazamientos del elemento por la fuerza cortante y 
por el momento flexionante. Físicamente, estos coeficientes representan 
la carga sobre el elemento cuando éste experimenta un desplazamiento 
unitario específico. Por ejemplo, si dy, = 1, figura 15-5a, mientras que 
todos los otros desplazamientos son iguales a cero, el elemento estará so- 
metido únicamente a las cuatro cargas indicadas en la primera columna 
de la matriz k. De manera similar, las otras columnas de la matriz k son 
las cargas de elemento para los desplazamientos unitarios identificados 
mediante los números de código de los grados de libertad que aparecen 
arriba de las columnas. Con base en el desarrollo se han satisfecho tanto 
el equilibrio como la compatibilidad de los desplazamientos. Además, 
debe hacerse notar que esta matriz es la misma en coordenadas locales y 
en coordenadas globales puesto que los ejes x”, y”, z' son paralelos a los 
ejes x, y, z; por lo tanto, no se requieren matrices de transformación entre 
las coordenadas. 
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15.3 Matriz de rigidez de la 
viga-estructura 


Una vez que se han encontrado todas las matrices de rigidez de los ele- 
mentos, es necesario ensamblarlas en la matriz de rigidez de la estructura K. 
Este proceso depende de conocer primero la ubicación de cada término 
de la matriz de rigidez de los elementos. Aquí las filas y columnas de 
cada matriz k (ecuación 15-1) se identifican por los dos números de có- 
digo en el extremo cercano del elemento (N,,, N,,), seguidos por los del 
otro extremo (F,», F.»). Por lo tanto, al ensamblar las matrices cada ele- 
mento debe colocarse en la misma ubicación de la matriz K. De esta 
manera, K tendrá un orden que será igual al número de código mayor 
asignado a la viga, puesto que éste representa el total de grados de liber- 
tad. También, cuando hay varios elementos conectados a un nodo, sus 
coeficientes de influencia de la rigidez del elemento tendrán la misma 
posición en la matriz K y por lo tanto deben sumarse algebraicamente 
para determinar el coeficiente de influencia de la rigidez nodal para la 
estructura. Esto es necesario porque cada coeficiente representa la resis- 
tencia de la estructura nodal en una dirección particular (y' o z') cuando se 
produce un desplazamiento unitario (y' o z'), ya sea en el mismo nodo o 
en otro. Por ejemplo, K,; representa la carga en la dirección y en la ubi- 
cación del número de código “2” cuando ocurre un desplazamiento unita- 
rio en la dirección y en la ubicación del número de código “3”. 


15.4 Aplicación del método de la rigidez 
al análisis de vigas 


Después de determinar la matriz de rigidez de la estructura, las cargas en 
los nodos de la viga pueden relacionarse con los desplazamientos si se 
utiliza la ecuación de rigidez de la estructura 


Q =KD 


Aquí Q y D son matrices columna que representan tanto las cargas co- 
nocidas y desconocidas como los desplazamientos. Al hacer la partición 
de la matriz de rigidez en los elementos conocidos y desconocidos de la 
carga y el desplazamiento, se tiene 


que al expandirla genera las dos ecuaciones 
Q; = K¡¡D, + K,¡D, (15-3) 
Q, => K,¡D, + K,D, (154) 


Los desplazamientos desconocidos D,, se determinan a partir de la pri- 
mera de estas ecuaciones. Si se usan estos valores, pueden calcularse las 
reacciones de apoyo Q,, para la segunda ecuación. 
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(a) 


wL WE 
2 2 wL w wL 
L Y plliliisddd A 
> + | E TN 3 | 
wL? wL? wL? wL? 
12 12 12 12 
15 cargas sobre las juntas cargas y reacciones reales 


de un elemento 
con extremos fijos 


(b) 


sobre un elemento 
fijamente apoyado 


(c) 
Figura 15-7 


Cargas intermedias. Para su aplicación, es importante que los 
elementos de la viga estén libres de carga en toda su longitud. Esto es ne- 
cesario puesto que la matriz de rigidez de cada elemento se desarrolló 
solamente para cargas aplicadas en sus extremos. (Vea la figura 15-4.) 
Sin embargo, es frecuente que las vigas soporten una carga distribuida y 
esta condición requiere modificaciones para poder realizar el análisis 
matricial. 

Para manejar este caso, se usará el principio de superposición de una 
manera similar a la empleada para las armaduras que se estudiaron en la 
sección 14-8. Para mostrar su aplicación, considere el elemento de viga 
con longitud £ de la figura 15-7a, el cual está sometido a la carga uni- 
forme distribuida w. Primero se aplicarán los momentos de extremo fijo 
y las reacciones sobre el elemento, los cuales se usarán en el método de 
la rigidez, figura 15-7b.Se hará referencia a estas cargas como una matriz 
columna —Qp. Después se aplicarán las cargas distribuidas y sus reaccio- 
nes, figura 15-7c. Las cargas reales en la viga se determinan al sumar 
estos dos resultados. Las reacciones de extremo fijo para otros casos de 
carga se dan en el interior de la contraportada. Además de resolver pro- 
blemas que implican cargas laterales de este tipo, este método también 
puede usarse para resolver problemas relacionados con los cambios de 
temperatura o errores de fabricación. 


Fuerzas del elemento. La fuerza cortante y el momento en los 
extremos de cada elemento de la viga pueden determinarse a partir de la 
ecuación 15-2 y al añadir cualesquier reacciones de extremo fijo qy, si el 
elemento está sometido a una carga intermedia. Se tiene 


q = kd + qu (155) 


Si los resultados son negativos, esto indica que la carga actúa en direc- 
ción opuesta a la mostrada en la figura 15-4. 
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Procedimiento de análisis 


El siguiente método proporciona un medio para determinar los desplazamientos, las 
reacciones en los soportes y las cargas internas de los miembros o elementos finitos de 
una viga estáticamente determinada o estáticamente indeterminada. 


Notación 


e Divida la viga en elementos finitos e identifique arbitrariamente cada elemento y sus 
nodos. Use un número escrito dentro de un círculo para un nodo y un número escrito 
dentro de un cuadro para un miembro. Por lo general, un elemento se extiende entre 
los puntos de apoyo, los puntos de cargas concentradas y las juntas, o en los puntos 
donde deben determinarse las cargas internas o los desplazamientos. Además, los va- 
lores de E e / para los elementos que deben ser constantes. 


Especifique en forma simbólica los extremos cercano y lejano de cada elemento al di- 
rigir una flecha a lo largo del elemento, con la punta dirigida hacia el extremo lejano. 


En cada punto nodal, especifique numéricamente los números de código y y z. En 
todos los casos, use los números de código más bajos para identificar todos los grados 
de libertad no restringidos, seguidos por el resto de los números más altos para identi- 
ficar los grados de libertad que están restringidos. 


Con base en el problema, establezca los desplazamientos conocidos D, y las cargas ex- 
ternas conocidas Q,. Incluya cualesquier cargas de extremo fijo invertidas, si un ele- 
mento soporta una carga intermedia. 


Matriz de rigidez de la estructura 


e Aplique la ecuación 15-1 para determinar la matriz de rigidez para cada elemento ex- 
presada en coordenadas globales. 


Después de determinar la matriz de rigidez de cada elemento, y cuando las filas y co- 
lumnas estén identificadas con los números de código adecuados, ensamble las matri- 
ces para determinar la matriz de rigidez de la estructura K. Como una comprobación 
parcial, las matrices de rigidez de todos los elementos y la matriz de rigidez de la es- 
tructura deben ser simétricas. 


Desplazamientos y cargas 


e Parta la ecuación de rigidez de la estructura y realice la multiplicación matricial con el 
fin de determinar los desplazamientos desconocidos D, y las reacciones en los sopor- 
tes desconocidas Q,,. 


La fuerza cortante y el momento internos q en los extremos de cada elemento de viga 
pueden determinarse a partir de la ecuación 15-5, tomando en cuenta las cargas de ex- 
tremo fijo adicionales. 
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EJEMPLO 


Determine las reacciones en los soportes de la viga que se muestra en 
la figura 15-8a. El es constante. 


Figura 15-8 


SOLUCIÓN 


Notación. La viga tiene dos elementos y tres nodos, que se identifi- 
can en la figura 15-8b. Los números de código del 1 al 6 se indican de 
forma que los números más bajos 1-4 identifican los grados de libertad 
no restringidos. 

Las matrices de la carga y el desplazamiento conocidos son 


1 


Matrices de rigidez de los elementos. Cada una de las dos matri- 
ces de rigidez de los elementos se determina a partir de la ecuación 
15-1. Observe con cuidado cómo se establecen los números de código 
para cada columna y fila. 
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Desplazamientos y cargas. Ahora es posible ensamblar estos ele- 
mentos en la matriz de rigidez de la estructura. Por ejemplo, el elemento 
K¡¡=0+2=2,K;s;=1.5 + 1.5=3, etcétera. Por lo tanto, 


Q =KD 


15-15 


Las matrices se parten de la manera que se muestra. Si se realiza la 
multiplicación para las primeras cuatro filas, se tiene 


0=2D, - 15D,+ D3+0 
5 
El 

0 = D; - 1.5D, + 4D + Da, 


0=0+0+D; + 2D, 


Resolviendo, 


26.67 3.33 
-==1+0-1. =— 
E ( El ) 0 LSEl( 2) 


Resp. 


=0+0+ 15El( 
—5 kN 
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O) => => 0 


6 3 5 
(7 TT e Dm 
L 


(b) 
Figura 15-9 


Determine la fuerza cortante y el momento en el miembro 1 de la viga 
compuesta que se muestra en la figura 15-9a. El es constante. 


SOLUCIÓN 


Notación. Cuando la viga se deforma, el pasador interno permitirá 
una sola deflexión, sin embargo, la pendiente de cada miembro conec- 
tado será diferente. Además, se presentará una pendiente en el rodi- 
llo. Estos cuatro grados de libertad desconocidos se etiquetan con los 
números de código 1,2, 3 y 4, figura 15-9b. 


Matrices de rigidez de los miembros. Si se aplica la ecuación 15-1 
a cada miembro, de acuerdo con los números de código que se mues- 
tran en la figura 15-9b, se tiene 


Desplazamientos y cargas. La matriz de rigidez de la estructura se 
forma al ensamblar los elementos de las matrices de rigidez de los 
miembros. Si se aplica la ecuación matricial de la estructura, resulta que 


Q = KD 
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Al multiplicar las cuatro primeras filas para determinar el desplaza- 
miento se obtiene 


De modo que 


Di, = 


Con base en estos resultados, la reacción O; se obtiene de la multipli- 
cación de la quinta fila. 


e me) e Al ol) 
12X 6El 13 MX 3El Pp 3El 


Os 


= Resp. 
O; E Pp. 
Este resultado puede comprobarse fácilmente si se aplica la estática al 


miembro |2|. 
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EJEMPLO 


La viga de la figura 15-10a está sometida a los dos momentos de par. Si 
el soporte central Y se asienta 1.5 mm, determine las reacciones en los 
soportes. Suponga que los soportes de rodillo en O y Y pueden jalar o 
empujar la viga. Considere que E = 200 GPa y que 7 = 22 (109) m!, 


Figura 15-10 


SOLUCIÓN 


Notación. La viga tiene dos elementos y tres grados de libertad des- 
conocidos. Estos se etiquetan con los números de código más bajo, fi- 
gura 15 105. Aquí las matrices de carga y desplazamiento conocidos son 


4 
0.0015 |5 
6 


Matrices de rigidez de los miembros. Las matrices de rigidez de 
los miembros se determinan mediante la ecuación 15-1, de acuerdo 
con los números de código y las direcciones de los miembros que se 
muestran en la figura 15-105. Se tiene, 


15.4 APLICACIÓN DEL MÉTODO DE LA RIGIDEZ AL ANÁLISIS DE VIGAS 587 


5 
-1.5 
=1.5 

1.5 
-1.5 


4 
LS 11:39 

Ze = LS 

=1.5 1.5 

1.5 1 =1,5 


Desplazamientos y cargas. Si se ensambla la matriz de rigidez de 
la estructura y se escribe la ecuación de rigidez de la estructura, re- 
sulta 


Al resolver los desplazamientos desconocidos, 


4 
zy 72D, + Ds + 0D; — 1.5(0) + 1.5(-0.0015) +0 


0= 1D, + 4D, + 1D, -— 15(0)+0+0 


Ey 7 0D1 + 1D, + 2D3 + 0 — 1.5(-0.0015) + 0 


Si se sustituye El = 200(10%(22)(100) y se resuelve, 


D, =0.001580 rad, D,=0,  D,= —0.001580 rad 


Por lo tanto, con base en estos resultados, las reacciones en los sopor- 
tes son 


Q, = 200(10%)22(10)[-1.5(0.001580) — 1.5(0) + 0 + 1.5(0) — 1.5(-0.0015) + 0] = —0.525 kN Resp. 
O; = 200(10%)22(106)[1.5(0.001580) + 0— 1.5(—0.001580) — 1.5(0) + 3(—0.0015) — 1.5(0)] = 1.05kN Resp. 


Qs = 200(106)22(106)[0 + 1.5(0) + 1.5(—0.001580) + 0 — 1.5(—0.0015) + 1.5(0)] = —0.525 kN Resp. 
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EJEMPLO 


Determine el momento desarrollado en el soporte A de la viga que se 
muestra en la figura 15-11a. Suponga que los soportes de rodillo pue- 
den jalar o empujar la viga. Considere que E = 29(107) ksi y que 7 = 
510 pulg*. 


SOLUCIÓN 


Notación. Aquí, la viga tiene dos grados de libertad no restringidos, 
identificados por los números de código 1 y 2. 

El análisis matricial requiere que la carga externa se aplique en los 
nodos y, por lo tanto, las cargas distribuidas y concentradas se reem- 
plazan por sus momentos de extremo fijo equivalentes, los cuales se 
determinan a partir de la tabla que aparece en el interior de la contra- 
portada. (Vea el ejemplo 11.2.) Observe que no hay cargas externas 
colocadas en U y no hay fuerzas externas verticales ubicadas en O, 
puesto que las reacciones en los números de código 3, 4 y 5 deben ser 
desconocidos en la matriz de carga. Si se usa superposición, los resul- 
tados del análisis matricial para las cargas de la figura 15-115 se modi- 
ficarán posteriormente con las cargas de la figura 15-11c. A partir de 
la figura 15-115, las matrices del desplazamiento conocido y la carga 

0 
D, = 0 


conocida son 
144 |1 
Q; = [rd 2 
0/6 


Matrices de rigidez de los miembros. Cada una de las dos matrices 
de rigidez de los miembros se determina a partir de la ecuación 15-1. 


4 
5 


Elemento 1: 
12E1 _12(2 a 
13 
= GEI _ 
| O 1 2 3 p? 
96 k pie — 12 k pie = 1008 k - pulg 12 k «pie = 144 k- pulg AEI 


viga que se analizará por el método de la rigidez L 
2E1 _ 2(29 
50 
4 3 2 
7.430 1069.9  —7.430 1069.9 
k, = 1069.9 205417  —1069.9 102 708 
e k 6k 7.430  —1069.9 7.430 —1069.9 


1069.9 102708  —1069.9 205 417 
C Elemento 2: 


96 k- pies =1152k: E 12 qa ce = a pulg 12ElI 12 


viga sujeta a la carga real y a las [? 
reacciones fijamente apoyadas 


(c) 6El 
Figura 15-11 E 


= 102 708 
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= 616 250 


E 8(12) 
2E1  2(29)(10%)(510) 
E 8(12) 

5 2 6 1 
200.602 9628.91 —200.602 9628.91 
9628.91 616250 —9628.91 308125 

200.602  —9628.91 200.602  —9628.91 
9628.91 308125 9628.91 616250 


4EI  4(29)(10*)(510) 
29 


= 308 125 


Desplazamientos y cargas. Se requiere 


Q = KD 


1 2 a) 4 e] 6 
l 616250 308 125 : 0 0 9628.91  —9628.91 
308 125 821 667 : 102 708 1069.9 8559.01  —9628.91 
102 708 205 417 1069.9 —1069.9 
1069.9 1069.9 7430  —7.430 
9628.91 8559.01 -1069.9  —7.430 208.03  —200.602 
| 9628.91  —9628.91 0 0 200.602 200.602 


Resolviendo de la manera usual, 


144 = 616 250D, + 308 125D, 
1008 = 308 125D, + 821 667D, 
D, = -0.4673(10*) pulg 
D, = 1.40203(10?) pulg 
Por lo tanto, 
O, = 0 + 102 708(1.40203)(10*) = 144 k » pulg = 12 k- pie 


El momento real en A debe incluir la reacción fijamente apoyada de 
+96 k + pie que se muestra en la figura 15-11c, junto con el resultado 
calculado para Os. Por tanto, 
Mas = 12k- pie + 96 k - pie = 108 k - pien Resp. 
Este resultado se compara con el determinado en el ejemplo 11-2. 
Aunque no es necesario aquí, puede determinarse el momento in- 
terno y la fuerza corte interna en B al considerar, por ejemplo, el 
miembro 1 y el nodo 2, figura 15-115. El resultado requiere expandir 


q = Kid + (q0)1 


4 3 o) 2 
7.430 1069.9  —7.430 1069.9 
1069.9 205417 —1069.9 102708 
7.430  —1069.9 7.430 —1069.9 
1069.9 102708  —1069.9 205417 || 1.40203 
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EJEMPLO 


Determine la deflexión en O y las reacciones sobre la viga que se 
muestra en la figura 15-12a. El es constante. 


P 
A 
O 
- 2m 2m »| 


(a) 
Figura 15-12 


SOLUCIÓN 


Notación. La viga se divide en dos elementos y los nodos y los 
miembros se identifican siguiendo las direcciones desde el extremo 
cercano hasta el extremo lejano, figura 15-12b. Las deflexiones desco- 
nocidas se muestran en la figura 15-12c. En particular, tenga en cuenta 
que no ocurre un desplazamiento de rotación D, debido a la restric- 
ción de rodillos. 


Matrices de rigidez de los miembros. Como ET es constante y los 
miembros son de igual longitud, las matrices de rigidez de los miem- 
bros son idénticas. Usando números de código para identificar cada 
fila y columna, de acuerdo con la ecuación 15-1 y la figura 15-12b, se 
tiene 
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Desplazamientos y cargas. Al ensamblar las matrices de rigidez 
de los miembros en la matriz de rigidez de la estructura, y al aplicar la 
ecuación matricial de rigidez de la estructura, resulta 


Q =KD 


Si se despejan los desplazamientos se obtiene 


P 


0 = 0D, + 4D, + 1.5D, 


_ 1667P 


Resp. 


Observe que los signos de los resultados coinciden con las direcciones 
de las flechas mostradas en la figura 15-12c. Por lo tanto, a partir de 
estos resultados, las reacciones son 


-1 sE1(- men) + uei(,) + 1 sE1(- pa) 
' El El ! El 


—0.5P Resp. 


1.667P P 2.667 P 
= 1. - - 1. ==) +0| - 


P Resp. 


1.667P a 2.667P 
] - + —)+o0|- 


-1.5P 
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M PROBLEMAS 


15-1. Determine los momentos en O y O. Suponga que Y 15-53. Determine las reacciones en los soportes. Suponga 
es un rodillo y que O y O están fijos. El es constante. que Q y O son rodillos y que O es un pasador. El es cons- 
tante. 


15-2. Determine los momentos en O y O si el soporte Y se 
mueve 5 mm hacia arriba. Suponga que Y es un rodillo y 
que O y O están fijos. El = 60(10%) N .m?. 


4 
A 3 
45 a 25 kN/m á 
ell Le 
1 O 20 
Prob. 15-5 
Le ó6m + 
Probs. 15-1/15-2 
15-3. Determine las reacciones en los soportes. Suponga 15-6. Determine las reacciones en los soportes. Suponga 
que los rodillos pueden empujar o jalar la viga. El es cons- que O está fijo y que O y O son rodillos. El es constante. 
tante. 
6 4 3 3 3 
6kN/m 10kN/m 
e dildo lid dd 
| Ñ 2 
[2 dá E = o 
7 2772 l 1 LO 2 
o 2: d— 5 Man ZA 
| 12m » 8m »| - 6m » g8m 
Prob. 15-3 Prob. 15-6 
*15-4, Determine las reacciones en los soportes. Suponga- 15-7. Determine las reacciones en los soportes. Suponga 
mos que UD es un pasador y que Y y Y son rodillos que pue- que O y O están fijos y que Y es un rodillo. El es constante. 
den empujar o jalar la viga. El es constante. 
2 
8 7 9 kN/m 
——$ AO os 
1 
: E CUPO! 
O [1 ONE - 


. 10 pies .. 10 pies 


Prob. 15-4 Prob. 15-—7 
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*15-8. Determine las reacciones en los soportes. El es 15-11. Determine las reacciones en los soportes. Hay un 
constante. deslizador liso en OD. ET es constante. 
6 A 5 3 1 
15 kN/m 30 kN /m 
7 
z COPA OY 
o) - 0 , 
1 2 4 
O) — 3 bo —=»> 6) 
4m > 
E 4m »! 3m > 
Prob. 15-11 
Prob. 15-8 15 
15-9. Determine los momentos en 9 y O). ET es constante. “15-12. Use un programa de computadora para determi- 
Suponga que O, O y O son rodillos y que O está articulado. nar las reacciones sobre la viga. Suponga que A está fijo. El 


es constante. 


12k 


A | | 
> CONO: CAER 


Lo 2 
15 pies 8 pies >=8 pies 
e > 15 pies —»+8 p pies» 
Prob. 15-12 
Prob. 15-9 
15-10. Determine las reacciones en los soportes. Suponga 15-13. Use un programa de computadora para determinar 
que Q está articulado y que O y O son rodillos. El es cons- las reacciones sobre la viga. Suponga que A y D son pasado- 
tante. res y que B y C son rodillos. El es constante. 
4 5 3k/pie 6 
CO o ml 
: : pad ri id y bra dy) 
O Eo) 0 
pa A 
4 pies>= 8 pies - 8 pies =1=4 pies 20 pies 


Prob. 15-10 Prob. 15-13 


El marco de este edificio es estáticamente indeterminado. El análisis de fuer- 
zas puede realizarse utilizando el método de la rigidez. 


Análisis de marcos 
planos utilizando el 
método de la rigidez 


Los conceptos presentados en los capítulos anteriores sobre armadu- 
ras y vigas se extenderán en este capítulo y se aplicarán al análisis de 
marcos. Se verá que el procedimiento para obtener una solución es 
parecido al de las vigas, pero se requiere el uso de matrices de trans- 
formación puesto que los elementos de los marcos están orientados 
en diferentes direcciones. 


16.1 Matriz de rigidez del marco-elemento 


En esta sección se desarrollará la matriz de rigidez para un elemento de 
marco prismático con referencia al sistema de coordenadas locales x”, y”, 
z', figura 16-1. Aquí, el elemento está sometido a las cargas axiales q y, 
4 py» a las cargas cortantes qyy, 4 fy, y a los momentos flexionantes q yz", 
q. en sus extremos cercano y lejano, respectivamente. Estas cargas 
actúan en las direcciones coordenadas positivas, junto con sus desplaza- 
mientos asociados. Como en el caso de las vigas, los momentos qy. y qr." 
son positivos en sentido antihorario, ya que por la regla de la mano de- 
recha los vectores de momento se dirigen a lo largo del eje z' positivo, 
que está fuera de la página. 

En los capítulos anteriores se ha considerado cada una de las relacio- 
nes carga-desplazamiento causada por estas cargas. La carga axial se 
analizó con referencia a la figura 14-2, la carga cortante en relación con 
la figura 15-5, y el momento flexionante con referencia a la figura 15-6. 
Por superposición, al sumar estos resultados, las seis relaciones resultan- 
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, 


4r2 Up E 
dede pa A 


AFY Ary 


O 


, 


y 


1 | | 2 N _ 


X 


yd 
Inv Úny" Ge dy 


Este puente peatonal tiene la forma de una 
“armadura Vendreel”. Si bien, en sentido es- 
tricto, no es una armadura porque no hay 
diagonales, forma un marco de caja estática- Figura 16-1 
mente indeterminado, que puede analizarse 

empleando el método de la rigidez. 


convención de signos positivos 


tes de carga-desplazamiento para el elemento se pueden expresar en forma 
matricial como 


Ny Ny No Fy E, F. 
= == [FP 4 AE ies 
ANY a 0 0 a 0 0 dny 
12EI 6El 12EI 6El 
INy h p IZA B| 
6El 4El _ 6El 2El 
IN2 y Ez nn A 
PAE AE 
Ir > y 0 e 0 0 dy 
VEL — _ 6El 12El  _ G6El 
dy Ñ LP OS a Mé 
6El 2ElI 6El 4El 
A a A A a a 
(16-1) 
o en forma abreviada como 
q = K'd (16-2) 


La matriz de rigidez del elemento k' se compone de treinta y seis coefi- 
cientes de influencia que representan físicamente la carga sobre el ele- 
mento cuando éste se encuentra sometido a un desplazamiento unitario 
especificado. En concreto, cada columna de la matriz representa las car- 
gas de los elementos para desplazamientos unitarios identificados por la 
codificación de grados de libertad que se enlista encima de las columnas. 
Con base en el ensamble, se han satisfecho el equilibrio y la compatibili- 
dad de desplazamientos. 
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16.2 Matrices de transformación del 
desplazamiento y de las fuerzas 


Como en el caso de las armaduras, se debe tener la capacidad de trans- 
formar las cargas internas del elemento q y las deformaciones d, de las 
coordenadas locales x', y”, z' a las coordenadas globales x, y, z. Por esta 
razón se requieren matrices de transformación. 


Matriz de transformación del desplazamiento. Considere y 
el elemento de un marco que se muestra en la figura 16-2a. Aquí se ob- 

serva que un desplazamiento en coordenadas globales D y, crea despla- 
zamientos en coordenadas locales 


dny = Dyy005s0,  dyy= =Dy,008 0, dy = =Dpe cos 2 0 
A . ] : Ny = Dn Cos 0, 
Asimismo, un desplazamiento en coordenadas globales D y,, figura 16-2b, j j j 


crea los siguientes desplazamientos en coordenadas locales (a) 


dy = Dyycos 0, dyy = Dyycos 0, 


Por último, como los ejes z' y z son coincidentes, es decir, están dirigidos 
hacia afuera de la página, una rotación D y, respecto a z genera una rota- 
ción correspondiente dy, alrededor de z'. Por lo tanto, 


dy = Dn 


De manera similar, si sobre el extremo lejano del elemento se imponen 
desplazamientos globales D;, en la dirección x, D ;, en la dirección y y 
una rotación D., las ecuaciones de transformación resultantes son, res- 
pectivamente, 


dey NN Dr; COS 0, dey = —DE; COS 0, 
dy = Dp,cos 0, dy = Dp,cos 0, 

b 
de = Dr, (b) 


Si se considera que A, = cos 0,,A, = cos 6, representan los cosenos direc- Figura 16-2 


tores de los elementos, puede escribirse la superposición de los desplaza- 
mientos en forma matricial como 


los AN OO 0 0 
dny O 
da O 0 O 0 0 || Dx: (16-3) 
a 0 0 A o 
dry A A 
de. 0 0 0 0 0 1 || Dr, 
o bien 
d = TD (16-4) 


Por inspección, T transforma los seis desplazamientos D globales x, y, z 
en los seis desplazamientos d locales x', y*, z'. Por tanto, T se conoce 
como la matriz de transformación del desplazamiento. 


598 


Onx == 


—4 Ny Cos O 


CAPÍTULO 16 ANÁLISIS DE MARCOS PLANOS UTILIZANDO EL MÉTODO DE LA RIGIDEZ 


Ony = 4nx Cos O, 


(a) 


(b) 
Figura 16-3 


y) 
. Ony = (Ny COS 0; 


Matriz de transformación de la fuerza. Si ahora se aplica 
cada componente de carga sobre el extremo cercano del elemento, es po- 
sible determinar la forma de transformar los componentes de carga de 
las coordenadas locales a las globales. Al aplicar qy,, figura 16-3a, se 
puede ver que 


Ovx = ANx' COS 0, Ony = UNx' COS 0, 
Si se aplica q yy, figura 16-3b, entonces sus componentes son 
Onx = TAN y COS 0, Ony = (Ny COS 0, 
Por último, como q y. es colineal con OQ y,, se tiene 


On = Unz 


De manera similar, las cargas en los extremos de q fy», 4 fy, Gr; generarán 
los siguientes componentes respectivos: 


Or: = Fry Cos Oy Or, = 4Fy cos 0, 
Or = —74Fy COS 9, Or, = QFy COS un 
Or; — AM EZ 


Al ensamblar estas ecuaciones en forma matricial con A, = cos 0,, A, = 
cos 6,, se obtiene 


Ovx Ax Ay 0 0 0 0 ANx' 

On, Ay Ay 0 0 0 0 ANy 

0 0 1 0 0 0 > 
Onz | - AN: (16-5) 

Or, 0 0 0 Ay ZA, 0 AFy' 

Or, 0 0 0 Ay DN 0 Ary 

O», 0 0 0 0 0 ll 47 

o bien 

Q = Tg (16-6) 


Aquí, como se dijo antes, T” transforma las seis cargas de elemento ex- 
presadas con coordenadas locales en las seis cargas expresadas con coor- 
denadas globales. 
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16.3 Matriz de rigidez global del 
marco-elemento 


Los resultados de la sección anterior se combinarán ahora con el fin de 
determinar la matriz de rigidez de un elemento que relacione las cargas 
globales Q con los desplazamientos globales D. Para ello, se sustituye la 
ecuación 16-4 (d = TD) en la ecuación 16-2 (q = k'd). Se tiene 


Aquí las fuerzas q de los elementos están relacionadas con los despla- 
zamientos globales D. Al sustituir este resultado en la ecuación 16-6 (Q = 
T"q) se obtiene el resultado final, 


Q = T'k'TD (16-8) 
o bien 
Q =kD 
donde 
k = T'k'T (16-9) 


Aquí k representa la matriz de rigidez global del elemento. Su valor 
puede obtenerse en forma general utilizando las ecuaciones 16-5, 16-1 y 
16-3 y al realizar las operaciones matriciales. Con esto se obtiene el resul- 


tado final, 
N, N, N, F, F, F, 
AE EN AE  12El 6El AE 2 VEL AE  12El ao] 
TASA ap 3 xAy Ay Az + AA SEAN y N, 
E E? l£, E? , TE? L > E? lL, E? JE? 
AE  12El AS AER 6El AE  12El AE, EIA  SEl 
a li le De ed a 2 A 
L L LS A 1? iL JE 4 9 e ll 2 
6El 6El AEl 6El 6El 2El 
=p» me mn e E a] 
ki= 
ALE AE  12El 6El A AE  12El 6El 
ÍL, e Es E A a 2 A, E pa 13 A, TE CUBE ae F; 
AE  12El AE >, 12 6El AE  12El HE ETA 6El 
a AzAy 1 7 ne 2 Ay a A A MA 7 M2 e F, 
6El 6El 2El 6El 6El 4El 
L a pe a a» pe a] E 
(16-10) 


Observe que esta matriz de 6 X 6 es simétrica. Además, la ubicación de 
cada elemento se asocia con la codificación en el extremo cercano, N,, 
N,, N¿, seguida por la del extremo lejano, F,, F,, F,, la cual aparece en la par- 
te superior de las columnas y a lo largo de las filas. Al igual que en la ma- 
triz k”, cada columna de la matriz k representa las cargas coordinadas 
sobre los nodos del elemento que son necesarias para resistir un desplaza- 
miento unitario en la dirección definida por el código de la columna. Por 
ejemplo, la primera columna de k representa las cargas en coordenadas 
globales sobre los extremos lejano y cercano causadas por un desplaza- 
miento unitario en el extremo cercano en la dirección x, es decir, Dy,. 
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16.4 Aplicación del método de la rigidez 
para el análisis de marcos 


Una vez que se han establecido las matrices de rigidez de los elementos, 
éstas pueden ensamblarse en la matriz de rigidez de la estructura en la 
forma habitual. Si se escribe la ecuación matricial de la estructura, es po- 
sible determinar los desplazamientos en los nodos restringidos, seguidos 
de las reacciones y las cargas internas en los nodos. Las cargas laterales 
que actúan sobre un elemento, los errores de fabricación, los cambios de 
temperatura, los soportes inclinados y los soportes internos se manejan 
de la misma manera que se indicó para las armaduras y las vigas. 


Procedimiento de análisis 


El siguiente método proporciona un medio para encontrar los desplazamientos, las reac- 
ciones en los soportes y las cargas internas de los elementos que forman marcos estática- 
mente determinados e indeterminados. 


Notación 


e Divida la estructura en elementos finitos e identifique arbitrariamente cada elemento 
y sus nodos. Por lo general, los elementos se extienden entre puntos de apoyo, puntos 
donde se aplican cargas concentradas, esquinas o juntas o entre los puntos donde 
deben determinarse las cargas internas o los desplazamientos. 


Establezca el sistema global de coordenadas x, y, z, por lo general situado convenien- 
temente con el origen en un punto nodal sobre uno de los elementos y los ejes ubica- 
dos de modo que todos los nodos tengan coordenadas positivas. 


En cada punto nodal del marco, especifique numéricamente los tres componentes de 
codificación x, y, z. En todos los casos use los números de código más bajos para iden- 
tificar todos los grados de libertad no restringidos, seguidos por el resto de los números 
de código más altos para identificar los grados de libertad restringidos. 


Con base en el problema, establezca los desplazamientos conocidos D, y las cargas ex- 
ternas conocidas Q,. Al definir Q,, asegúrese de incluir cualquier carga de extremo 
fijo invertida si un elemento soporta una carga intermedia. 


Matriz de rigidez de la estructura 


e Aplique la ecuación 16-10 para determinar la matriz de rigidez para cada elemento 

expresada en coordenadas globales. En particular, los cosenos directores A, y A, se de- 
terminan a partir de las coordenadas x, y de los extremos del elemento, ecuaciones 14-5 
y 14-6. 
Después de escribir cada matriz de rigidez de los elementos, y luego de identificar las 
seis filas y columnas con los números de código cercanos y lejanos, las matrices se 
unen para formar la matriz de rigidez de la estructura K. Como una comprobación 
parcial, todas las matrices de rigidez de los elementos y de la estructura deben ser 
simétricas. 
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Desplazamientos y cargas 


e Haga una partición de la matriz de rigidez, como lo indica la ecua- 
ción 14-18. Una expansión posterior conduce a 


Q, = K¡¡D, + K¡,D, 
Q, = K,¡D, + K>,,D, 


Los desplazamientos desconocidos D,, se determinan a partir de la 
primera de estas ecuaciones. Con base en estos valores, las reaccio- 
nes en los soportes Q,, se calculan a partir de la segunda ecuación. 
Por último, las cargas internas q en los extremos de los elementos 
pueden calcularse a partir de la ecuación 16-7, es decir, 


q = k'TD 
Si los resultados de cualesquier incógnitas se calculan como canti- 


dades negativas, esto indica que actúan en las direcciones coorde- 
nadas negativas. 


EJEMPLO 


Determine las cargas en las juntas de la estructura de dos elementos 
que se muestra en la figura 16-4a. Considere que 7 = 500 pulg*, A =10 


2 Sy ei 
pulg”, y E = 29(10”) ksi para ambos elementos. . 


SOLUCIÓN 


Notación. Por inspección, el marco tiene dos elementos y tres 
nodos, que se identifican como se muestra en la figura 16-4b. El origen 
del sistema global de coordenadas se encuentra en 0. Los números de 
código en los nodos se especifican numerando en primer lugar los gra- 
dos de libertad no restringidos. A partir de las restricciones en O y O, y 
de la carga aplicada, se tiene 


Matriz de rigidez de la estructura. Los siguientes términos son 
comunes a ambas matrices de rigidez de los elementos: 


AE  10[29(10*)] 
L 20(12) 


= 1208.3 k/pulg 


Er  12[29(10%)1(500 
0 _ 1229 Ss A 
L p20(12)] Figura 16-4 
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EJEMPLO |16.1 (Continuación) 


GEL _ RIOS oa 
E po(12)P 

4EI — 4[29(10*)(500)] 
L > 20(12) 

2E1 — 2[29(10*)(500)] 
E 20(12) 


= 241.7(10*) k - pulg 


= 120.83(10%) k - pulg 
Elemento 1: 


200 0-0 
1 =0 
A 20 did 20 


Al sustituir los datos en la ecuación 16-10, se tiene 


4 6 5 1 2 3 
1208.3 0 0 -1208.3 0 0 4 
0 12.6 1510.4 0 12.6 1510.4 |6 
0 1510.4  241.7(10*) 0 -1510.4 120.83(10*) | 5 
-1208.3 0 0 1208.3 0 0 1 
0 -126  -1510.4 0 12.6 15104 |2 
0 1510.4  120.83(10*) 0 -1510.4 241.7(10% |3 


Las filas y las columnas de esta matriz de 6 X 6 se identifican por los 
tres números de código x, y, z, primero en el extremo cercano y des- 
pués en el extremo lejano, es decir, 4, 6, 5, 1,2, 3, respectivamente, fi- 
gura 16-4b. Esto se hace para el ensamble posterior de los elementos. 


Elemento 2: 


2-20 _y , -20-0_ 
20 y 20 


A, = -1 


Al sustituir los datos en la ecuación 16-10 resulta 


1 2 3 7 8 9 
12.6 0 1510.4 12.6 0 1510.4 
0 1208.3 0 0 -1208.3 0 
1510.4 0 241.7(10%)  -—1510.4 0 120.83(10*) 
12.6 0 -1510.4 12.6 0 -1510.4 
0 -1208.3 0 0 1208.3 0 
1510.4 0 120.83(10%)  —1510.4 0 241.7(10%) 


Como es usual, la identificación de columnas y filas se hace con refe- 
rencia a los tres números de código en la secuencia x, y, z para los ex- 
tremos cercano y lejano, respectivamente; es decir, 1, 2,3 y después 7, 
8, 9, figura 16-4b. 
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La matriz de rigidez de la estructura se determina al ensamblar k; y k,. 
El resultado, que se muestra partido como Q = KD, es 


1 2 
1220.9 0 

0 1220.9 
1510.4 -1510.4 


0 
-1510.4 


Desplazamientos y cargas. 
plazamientos resulta 


Al resolver, se obtiene 


Dj 
D, 
D; 
Da 
D; 


3 


1510.4 
-1510.4 
483.3(10*) 


0 


120.83(10*) 


120.83(10*) 


5 a 

0 0 
-1510.4 : 126 
120.83(105) : 
0 E 0 
241.710) 


1510.4 


: 1510.4 


-1510.4 


Si se expande para determinar los des- 


0 1510.4  —1208.3 
1220.9 -1510.4 0 
—1510.4  483.3(10%) 0 
0 O 1208.3 
-1510.4 


120.83(10*) 0 


0.696 pulg 
-1.55(107?) pulg 
—2.488(10*) rad 

0.696 pulg 

1.234(10*) rad 


Con base en estos resultados, las reacciones en los soportes se deter- 
minan a partir de la ecuación (1) de la siguiente manera: 


1 2 

0 -12.6 
-12.6 0 

0 -1208.3 
1510.4 0 


120.83(10*) 0 


3 a] 

1510.4 1510.4 
-1510.4 0 
0 0 


0.696 
-1.55(10 8) 
-2.488(10 7) 

0.696 

1.234(1073) 


PARA EL ANÁLISIS DE MARCOS 


241.7(10*) 


0 
—1510.4 


120.83(10*) 


0 


241.7(10*) 


1.87 k 
5.00 k 

1.87 k 

750 k - pulg 
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EJEMPLO [16.1 (Continuación) 


4 


1208.3 
0 
0 
-1208.3 
0 
0 


q =k¡T,D = 


Las cargas internas en el nodo Y pueden determinarse al aplicar la 
ecuación 16-7 en el elemento 1. Aquí k' se define mediante la ecua- 
ción 16-1 y T; por medio de la ecuación 16-3. Así, 


6 5 3 


0 0 0 0.696 4 
12.6 15104 -126 15104 0 6 
1510.4 241.7(10%) 0 —1510.4 120.83(10*) 1.234(10?) | 5 
0 0 1208.3 0 0 0.696 1 
-126  -1510.4 0 12.6 —1510.4 -1.55(103) |2 
1510.4 120.83(10*) 0 —1510.4 241.7(10*) -2.488(1073) | 3 


Tenga en cuenta la disposición adecuada de los elementos en las ma- 
trices como lo indican los números de código a lo largo de las colum- 
nas y las filas. Al resolver se obtiene 


0 
-1.87 k 

0 

0 

1.87 k 
—450 k - pulg 


Los resultados anteriores se muestran en la figura 16-4c. Las direccio- 
nes de estos vectores están en concordancia con las direcciones positivas 
definidas en la figura 16-1. Además, el origen de los ejes locales x”, y”, z' 
se encuentra en el extremo cercano del elemento. De manera similar, 
el diagrama de cuerpo libre del elemento 2 es como se muestra en la 
figura 16-4d. 


Ls El 750 k : pulg 


Figura 16-4 
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EJEMPLO 


Determine las cargas en los extremos de cada elemento de la estruc- 
tura que se muestra en la figura 16-5a. Considere que / = 600 pulg*, 
A = 12 pulg? y E = 29(10%) ksi para cada elemento. 


SOLUCIÓN 6 
pies 


Notación. Para llevar a cabo un análisis matricial, la carga distri- als 
buida que actúa sobre el elemento horizontal será reemplazada por A 
momentos y fuerzas cortantes equivalentes en los extremos calcula- 
dos con base en la estática y en la tabla que se encuentra en el interior 
de la contraportada. (Tenga en cuenta que no hay ninguna fuerza ex- 
terna de 30 k o momento de 1200 k . pulg ubicados en Y puesto que (2) 
las reacciones en los números de código 8 y 9 deben ser desconocidos Figura 16-5 
en la matriz de carga.) Después, mediante superposición, los resulta- 
dos obtenidos para el marco de la figura 16-5b se modificarán para 
este elemento con base en las cargas mostradas en la figura 16-5c. 

Como se muestra en la figura 16-5b, los nodos y los elementos están 
numerados y el origen del sistema de coordenadas globales se coloca 
en el nodo 0. Como de costumbre, los números de código se especifi- 
can con números asignados primero a los grados de libertad no res- 


tringidos. Por lo tanto, — 9 
- > 
7, Y | 
E 1200 k : pulg 


x 


L— 20 pies 


(b) 


Matriz de rigidez de la estructura me 


3 k/pie 
Elemento 1: 30 k 30 k 


AE  12[29(10%)] 1 | 
E = 1160 k/pulg 1 (3)0) = 100 k-pi 20 pies E 
pie 100 k : pie 
S sl ed ña (1200 k - pulg) (1200 k : pulg) 


12Er1  12[29(10%]600 
E” P 
6/29(10*)]600 
E. APPO 
ES [2s(12)P 
4ET  4129(10%)]600 
LE — 25(12 
2E1 _ 2129(10*) 
dE 25(12 
20-0 15-0 
= = 0 Ay = = 
A 25 ú id 2 


= 7.73 k/pulg (c) 


= 232(10%) k - pulg 


600 


= 116(10*) k - pulg 


] 
) 
] 
) 


0.6 
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EJEMPLO [16.2 (Continuación) 


Al aplicar la ecuación 16-10, se tiene 


4 
745.18 
553.09 

—696 

745.18 

553.09 

—696 


Elemento 2: 


AE 


S 
553.09 
422.55 
928 

553.09 
422.55 
928 


6 
69 
928 
232(10%) 
696 
928 
116(10*) 


1 
745.18 
553.09 

696 
745.18 
553.09 
696 


12[29(10%)] 


L 


121 — 


2012) 1450 k/pulg 


12[29(10*)]600 


[? 
6EI — 


2012)P = 15.10 k/pulg 


29(107)]600 
eN = 1812.50 k 


1? 


4EI 


20(12)1 
4[29(10*)]600 


L 


2EI 


— Sk. 
20(12 2.90(10>) k - pulg 


L 


Ax = 


] 
) 
2[29(10*) ]600 
[20(12)] 


40-20 15-15 
20 20 


= 1.45(10%) k - pulg 


=0 


Por lo tanto, la ecuación 16-10 se convierte en 


1 
1450 


2 3 7 8 
0 0 1450 0 


CAPÍTULO 16 ANÁLISIS DE MARCOS PLANOS UTILIZANDO EL MÉTODO DE LA RIGIDEZ 


3 
696 
928 
116(10*) 
696 
928 
232(10*) 


9 
0 


4 
5 
6 
1 
2 
3 


0 15.10 1812.50 0 15.10 1812.50 

0 1812.50  290(10*) 0 1812.50 145(10*%) 
-1450 0 0 1450 0 0 

0 -15.10  -1812.50 0 15.10 —1812.50 

0 1812.50 145(10*) 0 1812.50  290(10*) 
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La matriz de rigidez de la estructura, incluida en Q = KD, se con- 
vierte en 


1 2 3 5 6 


2195.18 553.09 696 : E 553.09 696 
553.09 37. 884.5 ¡ 553, -928 -15.10 1812.50 
522(10) : 116(10*) -1812.50 145(105) 
553.09 : 5.18 553.09 
422.55 1 553, 422.55 
-928 116(105) : 928 23210) 


0 0 : 
-15.10 -1812.50 : 15.10 1812.50 
1812.50 145105): 1812.50 290(10*) 


Desplazamientos y cargas. Sise expande para determinar los des- 
plazamientos, y se resuelve, resulta 


2195.18 553.09 696 
553.09 437.65 884.5 
696 884.5 522(10%) || D; 


0.0247 pulg 
—0.0954 pulg 
—0.00217 rad 


A partir de estos resultados, las reacciones en los soportes se deter- 
minan con base en la ecuación (1) de la siguiente manera: 


553.09 696 
422.55 928 
-928  116(10%) 

0 
15.10  —1812.50 
1812.50 145(10*) 


35.85 k 

24.63 k 
145.99 k - pulg 
35.85 k 

5.37 k 
487.60 k - pulg 


0.0247 
—0.0954 | + 
—0.00217 


o ooooo 
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EJEMPLO |16.2 (Continuación) 


Las cargas internas pueden determinarse desde la ecuación 16-7 
aplicada a los elementos 1 y 2. En el caso del elemento 1, q = k¡T,D, 
donde k; se determina a partir de la ecuación 16-1 y T, con base en la 
ecuación 16-3. Por lo tanto, 


4 3 6 1 2 5 


1160 0 0 —1160 0 ol 0.8 0.6 0 4 
0 773 1160 0 773 1160 0 5 
O 1160 232(10*) 0 —1160 116(10*) 0 6 
-1160 0 0 1160 0 0 0.0247 |1 
0 -773  —1160 0 773  -—1160 0.0954 |2 
O 1160 116(10*) O —1160 232(10*) | —0.00217 | 3 


Aquí los números de código indican las filas y columnas de los extre- 
x” mos cercano y lejano de los elementos, respectivamente; es decir, 4, 5, 
6, y después 1, 2,3, figura 16-5b. Entonces, 


181k_ —1/43.5k 
Xx 


7398 k - pul 
poe da 43.5 k 


Ñ ds -1.81k 


146 k : pulg de | _ —146 k : pulg 
dí 43.5 k 
d 1.81 k 


43 —398 k : pulg 


43.5 k 


Estos resultados se muestran en la figura 16-5d. 

Para el elemento 2 se realiza un análisis similar. Los resultados se 
muestran en la parte izquierda de la figura 16-5e. Para este elemento 
es necesario superponer las cargas de la figura 16-5c, de modo que los 
resultados finales del elementos 2 se muestran a la derecha. 


3 k/pie 3 k/pie 


802.3 k- pulg . 30 k 30 k 24.6 k 35.4 k 
35.85 k—=> a + | ! = - —35.85 k 
35.85 k 35.85 k 
5.37k 487.6 k- pulg 1200 k- pulg 1200 k- pulg 398 k- pulg 1688 k - pulg 


(e) 
Figura 16-5 
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E) PROBLEMAS 


16-1. Determine la matriz de rigidez de la estructura K 
para el marco. Suponga que UD y Q) están fijos. Considere 
que E = 200 GPa, 1 = 300(10%) mm! y A = 10(10%) mm? 
para cada elemento. 


162. Determine las reacciones en los soportes fijos O y O). 
Considere que E = 200 GPa, 7 = 300(10%) mm! y A = 
10(10*) mm? para cada elemento. 


Eno 


ES A 
E AN 


SAS 
e cid 


Probs. 16-1/16-2 


16-3. Determine la matriz de rigidez de la estructura K 
para el marco. Suponga que €) está articulado y que O está 
fijo. Considere que E = 200 MPa, / = 300(10%) mm! y A = 
21(10%) mm? para cada elemento. 


Sm 
300 kN : m 
1 — — 
ASS 1 
5 
Prob. 16-3 


*16-4. Determine las reacciones en los soportes O y 0). 
Considere que E = 200 MPa, 7 = 300(10%) mm! y A = 
21(10*) mm? para cada elemento. 


Prob. 16-4 


1635. Determine la matriz de rigidez de la estructura K 
para el marco. Considere que E = 200 GPa, 7 = 350(10%) 
mm' y A = 15(10*) mm? para cada elemento. Las juntas en 
0D y O están articuladas. 


60kN 
— 
1 
Ot 
- 2m | 


Prob. 16-5 
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16-6. Determine las reacciones en los soportes articula- 
dos O y O. Considere que E = 200 GPa, 7 = 350(10%) mm! y 
A = 15(10*) mm? para cada elemento. 


60 kN 2 


Prob. 16-6 


16-7. Determine la matriz de rigidez de la estructura K 
para el marco. Considere que E = 29(10*) ksi, 7 = 650 pulg?, 
A = 20 pulg? para cada elemento. 


12 pies | 2 


10 pies 


Prob. 16-—7 


ANÁLISIS DE MARCOS PLANOS UTILIZANDO EL MÉTODO DE LA RIGIDEZ 


*16-8. Determine los componentes de los desplazamien- 
tos en O. Considere que E = 29(10%) ksi, / = 650 pulg* y 
A = 20 pulg? para cada elemento, 


6 
4k <D; _— > 4 
1 0) 
—e 
12 pies | 2 
8 
9 
10 pies | 
Prob. 16-8 


16-9. Determine la matriz de rigidez K para el marco. 
Considere que E = 29(10%) ksi, 7 = 300 pulg? y A = 10 pulg? 
para cada elemento. 


16-10. Determine las reacciones en los soportes O y 0). 
Considere que E = 29(10%) ksi, 7 = 300 pulg* y A = 10 pulg? 
para cada elemento. 


Ea 
a, dl 


Probs. 16-9/16-10 
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16-11. Determine la matriz de rigidez de la estructura K 
para el marco. Considere que E = 29(10%) ksi, 7 = 700 pulg* 
y A = 20 pulg? para cada elemento. 


Prob. 16-11 


*16-12. Determine las reacciones en los soportes articula- 
dos O y O. Considere que E = 29(10*) ksi, 7 = 700 pulg? y A 
= 20 pulg? para cada elemento. 


Prob. 16-12 


16-13. Use un programa de computadora para determi- 
nar las reacciones en el marco. A£ y El son constantes. 


1.5 k/pie 


15k 


20 pies 


24 pies 


Prob. 16-13 


16-14. Use un programa de computadora para determi- 
nar las reacciones en el marco. Suponga que A, B,D y F 
están articuladas. Además AE y El son constantes. 


. 8kN 
F— [hall —_ E ye 
=TB Tc E 
| 
| 
8m | 
| 
LIA ——_—_—_——— MELO A a a 


AS A ASAS z ES 
RS pS ages Sisa 
== e aa 


mE 


Prob. 16-14 


APÉNDICE 


Algebra matricial para 
el análisis estructural 


A. Definiciones básicas y tipos 
de matrices 


Con la accesibilidad de las computadoras de escritorio, se ha generalizado 
la aplicación del álgebra matricial para el análisis de las estructuras. El 
álgebra matricial proporciona una herramienta adecuada para este tipo 
de análisis, puesto que la solución es relativamente fácil de formular de 
una manera concisa, para después realizar las manipulaciones necesarias 
en la matriz real mediante una computadora. Por esta razón, es impor- 
tante que el ingeniero estructural esté familiarizado con las operaciones 
fundamentales de este tipo de matemáticas. 


Matriz. Una matriz es un arreglo rectangular de números que tienen 
m filas y n columnas. Los números, que se denominan elementos, se 
ensamblan entre corchetes. Por ejemplo, la matriz A se escribe como: 


41 47 dd An 
A=|[91 2% "na 
Ami Am ns Amn 


Se dice que esta matriz tiene un orden de m X n (m por n). Observe que 
el primer subíndice de un elemento indica la posición de su fila y el 
segundo subíndice indica la posición de su columna. Entonces, en gene- 
ral, a,, es el elemento situado en la ¡-ésima fila y en la ¡-ésima columna. 


Matriz fila. Si la matriz se compone sólo de elementos en una sola 
fila, se denomina matriz fila. Por ejemplo, una matriz fila de 1 X n se 
escribe como 

AS [a; da c* 4,] 
Aquí se usa un solo subíndice para denotar un elemento, puesto que se 


entiende que el subíndice de fila siempre será igual a 1, es decir, a, = a;,, 
a, = 41, y así sucesivamente. 
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A.1 DEFINICIONES BÁSICAS Y TIPOS DE MATRICES 


Columna matriz. Una matriz con elementos apilados en una sola 
columna se llama matriz columna. La matriz columna de m X 1 es 


a1 
a 


Aquí la notación de los subíndices simboliza a, = a,,,4, = a,,, y así suce- 
sivamente. 


Matriz cuadrada. Cuando en una matriz el número de filas es 
igual al número de columnas, se dice que es una matriz cuadrada. Una 
matriz cuadrada de n X n sería 


da (o. co da 
A=|[%1 MM "nn 
an An o Ann 


Matriz diagonal. Cuando todos los elementos de una matriz cua- 
drada son iguales a cero, excepto a lo largo de la diagonal principal, que 
desciende de izquierda a derecha, la matriz se denomina matriz diagonal. 
Por ejemplo, 


d11 0 0 
A == 0 (4 19)p) 0 
0 0 133 


Matriz unitaria o identidad. La matriz unitaria o identidad es 
una matriz diagonal, donde todos los elementos de la diagonal son igua- 
les a la unidad. Por ejemplo, 


Matriz simétrica. Una matriz cuadrada es simétrica siempre que 


0; = Qi Por ejemplo, 
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A.2 Operaciones matriciales 


Igualdad de matrices. Se dice que las matrices A y B son iguales 
si son del mismo orden y cada uno de sus elementos correspondientes 
son iguales, es decir, a = b,; Por ejemplo, si 


entonces A = B. 


Adición y sustracción de matrices. Dos matrices pueden 
sumarse entre sí o restar una de la otra si son del mismo orden. El resul- 
tado se obtiene al sumar o restar los elementos correspondientes. Por 
ejemplo, si 


entonces 


Multiplicación por un escalar. Cuando una matriz se multiplica 
por un escalar, cada elemento de la matriz se multiplica por el escalar. 
Por ejemplo, si 


entonces 


Multiplicación de matrices. Dos matrices A y B pueden multi- 
plicarse entre sí sólo si son conformables. Esta condición se cumple si el 
número de columnas de A es igual al número de filas de B. Por ejemplo, 
si 


d1 42 ba by db 
ba bo ba 50) 


entonces es posible determinar AB, puesto que A tiene dos columnas y 
B tiene dos filas. Observe, sin embargo, que BA no puede obtenerse. 
¿Por qué? 


A.2 


Si la matriz A que tiene una orden de (m X n) se multiplica por la 
matriz B que tiene un orden de (n X q), se obtendrá una matriz C que 
tendrá un orden de (mm X q), es decir, 


A B = C 
(mx nn xXx q) (m Xx q) 


Los elementos de la matriz C se encuentran usando los elementos a; en 
A y b, en B de la siguiente manera: 


Cij = Landa; (A-2) 


La metodología de esta fórmula puede explicarse mediante algunos 
ejemplos sencillos. Considere que 


Por inspección, es posible obtener el producto C = AB puesto que las 
matrices son conformables, es decir, A tiene tres columnas y B tiene tres 
filas. A partir de la ecuación A-2, la multiplicación generará una matriz C 
que tendrá dos filas y una columna. Los resultados se obtienen de la 
siguiente manera: 


c¡¡: Multiplique los elementos de la primera fila de A por los elementos 
correspondientes en la columna de B y sume los resultados; es decir, 


Cc11 = C1 = 2(2) + 4(6) + 3(7) = 49 


c,¡: Multiplique los elementos de la segunda fila de A por los elementos 
correspondientes en la columna de B y sume los resultados; 


1 = 0, = —1(2) + 6(6) + 1(7) = 41 


c-[2 


OPERACIONES MATRICIALES 
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Como segundo ejemplo, considere 
5 3 

A=| 4 1 B = [E 4 
2 8 


Una vez más, es posible encontrar el producto C = AB puesto que A 
tiene dos columnas y B tiene dos filas. La matriz C resultante tiene tres 
filas y dos columnas. Los elementos se obtienen de la siguiente manera: 


c1= 502) + 3(-3) = 1 (primera fila de A por la primera 
columna de B) 

1 = 57) + 3(4) = 47 (primera fila de A por la segunda 
columna de B) 

Ca = 4(2) + 1(-3) =5 (segunda fila de A por la primera 
columna de B) 

Ca = 4(7) + 1(4) = 32 (segunda fila de A por la segunda 


columna de B) 
c3, = 22(2) + 8(-3) = -28 (tercera fila de A por la primera 
columna de B) 


3 = -2(7) + 8(4) = 18 (tercera fila de A por la segunda colum- 
na de B) 


El esquema para la multiplicación sigue la aplicación de la ecuación A-2. 
Por lo tanto, 


1 47 
C = o 32 
28 18 


Observe además que BA no existe, puesto que escritas de esta manera 
las matrices no son conformables. 
Las siguientes reglas son aplicables a la multiplicación de matrices. 


1. En general, el producto de dos matrices no es conmutativo: 


AB + BA (A-3) 
2. La ley distributiva es válida: 
A(B + C) = AB + AC (A4) 


3. La ley asociativa es válida: 


A(BC) = (AB)C (AS) 


Matriz transpuesta. Una matriz puede transponerse al intercambiar 
sus filas y columnas. Por ejemplo, si 


A=|41 4d 43 B = [b; b, bz] 


A.2 OPERACIONES MATRICIALES 


Entonces 
41 41 431 bi 
= o 
A” =|4py 4 43 B" =|b, 
413 3 43 b3 


Tenga en cuenta que AB no es conformable por lo que el producto no 
existe. (A tiene tres columnas y B tiene una fila.) De manera alternativa, la 
multiplicación AB” es posible porque aquí las matrices son conformables 
(A tiene tres columnas y B” tiene tres filas). Las matrices transpuestas 
tienen las siguientes propiedades: 


(A + B =A! + B” (A-6) 
(KA) = kA? (A) 
(AB) = BA” (A-8) 


Esta última identidad se ilustrará mediante un ejemplo. Si 
6 2 4 3 
dl E a 3 ; a 
Entonces, a partir de la ecuación A-8, 
<ls)ból) 
LI. =3112 3 [3 5/12 -3 
( 28 al [28 y) 
=2: "=12 [28 —12 
E E (28 a] 
28 -12 [28 —12 


Partición de matrices. Una matriz puede subdividirse en subma- 
trices al efectuar una partición. Por ejemplo, 


Aquí las submatrices son 
Ay = [411] Aj = [4 413 414] 


An = le] Ay = De 423 dal 


431 
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Las reglas del álgebra matricial son aplicables a las matrices particionadas 
siempre que la partición sea conformable. Por ejemplo, las submatrices 
correspondientes de A y B pueden sumarse o restarse siempre y cuando 
tengan el mismo número de filas y columnas. Del mismo modo, la multi- 
plicación de matrices es posible siempre que el respectivo número de 
columnas y filas de A y B y sus submatrices sean iguales. Por ejemplo, si 


4 1/1 2 
A=|-2_0;-5 B=|0__8 
6.3: 8 a 


entonces el producto AB existe, puesto que el número de columnas de A 
es igual al número de filas de B (tres). Del mismo modo, las matrices par- 
ticionadas son conformables para la multiplicación dado que A se subdi- 
vide en dos columnas y B se subdivide en dos filas, es decir, 


Ar ll E Deza qe ea] 


nd] 
Az Az]LB) A>¡B¡¡ + AB 


Al multiplicar las submatrices se obtiene 


A E 
AB); = Ml deis [jee 20) 


ABi = [6 317 E =[12 18] 


0 8 
AB), = [8][7 4] = [56 32] 
| 8 2) | -7 | 
+ 1 0 
—4 2 35 20 
AB = ú =|-39 -—18 
[12 18] + [56 32] 68 50 


A.3 Determinantes 


En la siguiente sección se analizará cómo invertir una matriz. Como esta 
operación requiere una evaluación del determinante de la matriz, ahora 
se expondrán algunas de las propiedades básicas de los determinantes. 

Un determinante es un arreglo cuadrado de números encerrado entre 
barras verticales. Por ejemplo, un determinante de orden n-ésimo, con n 
filas y n columnas, es 


41 dp: 4, 


LA] = 4%1 4 — Un (A-9) 


an An 0 Ann 


La evaluación de este determinante conduce a un solo valor numérico 
que puede determinarse mediante la expansión de Laplace. Este método 
hace uso de los menores y cofactores del determinante. En específico, 
cada elemento a,, de un determinante de orden n tiene un menor M;, que es 
un determinante de orden n — 1. Este determinante (menor) es lo que 
queda cuando se cancelan la ¡-ésima fila y la j-ésima columna que contie- 
nen al elemento a,. Si el menor se multiplica por (—1)*7 se obtiene el 
cofactor de a;; el cual se denota como 


Cj = (UM; (A—10) 


Por ejemplo, considere el determinante de tercer orden 


431 (a. d3 


Los cofactores para los elementos de la primera fila son 


a a a a 
_ 1+1|%2 231 _ |(% 23 
Ci = (1) = 
ada 433 da 433 
a a a a 
— (_1y+2/91 231 _ _|%1 23 
Cp = (=1) Si 
da 433 da 433 
a a a a 
avisa 21 _ |%1 22 
Cia = (+1) = 
431 43 431 43 


La expansión de Laplace para un determinante de orden n, ecuación 
A-9, establece que el valor numérico representado por el determinante 
es igual a la suma de los productos de los elementos de cualquier fila o 
columna por sus respectivos cofactores, es decir, 


D = aC; + apCp + mia + GinCin (í=1,2,...,0n) 
O (A-11) 
D= dE + Ca + es E Mula (¡=1,2,...,0m) 
Para su aplicación, se observa que debido a los cofactores el número D 
se define en términos de n determinantes (cofactores), cada uno de 
orden n — 1. Estos determinantes pueden reevaluarse de manera inde- 
pendiente empleando la misma fórmula, por lo que es necesario evaluar 
(n — 1) determinantes de orden (n — 2), y así sucesivamente. El proceso 
de evaluación continúa hasta que los determinantes restantes para ser 
evaluados se reducen al segundo orden, en el que los cofactores de los 


elementos son elementos individuales de D. Considere, por ejemplo, el 
siguiente determinante de segundo orden 


aa 


D puede evaluarse a lo largo de la fila superior de los elementos, de donde 
resulta 

D= 34-042) + S-0Y-1) = 11 
O, por ejemplo, si se usa la segunda columna de los elementos, se tiene 


D=5S(-102-1) + 2-0)91(3) = 11 


A.3 DETERMINANTES 
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En vez de usar las ecuaciones A-11, quizá sea más fácil darse cuenta 
que la evaluación de un determinante de segundo orden puede llevarse a 
cabo al multiplicar los elementos de la diagonal, desde el elemento supe- 
rior izquierdo hacia abajo a la derecha, y restar de esto el producto de los 
elementos desde el elemento superior derecho hacia abajo a la izquier- 
da, es decir, siga la flecha 


p=| 35) 3(2) - 5(-1) = 11 


Considere ahora el determinante de tercer orden 


13 -1 
ID] =| 4 2 6 
-1 0 2 


Con base en la ecuación A-11, |D| puede evaluarse empleando los ele- 
mentos ubicados, ya sea a lo largo de la fila superior, o bien en la prime- 
ra columna, esto es 


A OI AA ENS AP 
= 1(4 - 0) - 3(8 + 6) - 1(0 + 2) = 40 
D = 1(-1)1*! . 3 +4(-1)2+1 > 3 + (1D? ] P 


= 1(4 — 0) — 4(6 — 0) — 1(18 + 2) = -40 


Como un ejercicio, trate de evaluar |D| usando los elementos a lo largo 
de la segunda fila. 


A.4 Inversa de una matriz 
Considere el siguiente conjunto de tres ecuaciones lineales: 


011X1 + 012X) + (13X3 = C1 
071X1 + 077X) + (d93X3 = C2 


431X] + (37X2 + (33X3 = C3 


que pueden escribirse en forma matricial como 


4 4 43 C1 
di 443 X|=|C (A-12) 
da 43. 433 X3 63 


Ax =C (A-13) 


Podría pensarse que es posible determinar una solución para x al dividir 
C entre A; sin embargo, la división no es posible en el álgebra matricial. 
En su lugar, se multiplica por el inverso de la matriz. La inversa de la 
matriz A es otra matriz del mismo orden, la cual se escribe simbólica- 
mente como A”! y tiene la siguiente propiedad, 


AA? = AA =I 


donde I es una matriz identidad. Al multiplicar ambos lados de la ecua- 
ción A-13 por A”!, se obtiene 


ATAx = AC 
Como ATÍAx = Ix = x,se tiene 
x= ATC (A-14) 


Siempre que se pueda obtener A”?! será posible encontrar una solución 
para x. 

Para el cálculo manual, el método usado para formular A”! puede 
desarrollarse empleando la regla de Cramer. El desarrollo no se presen- 
tará aquí, sólo se proporcionan los resultados.* este respecto, los elementos 
en las matrices de la ecuación A-14 pueden escribirse como 


x=AC 
X1 1 Cu Ca Cx3 || cr 
Xx |> mm Cum Ca Cx3a || cz (A-15) 
3 Ci Ca C3z3 03 


Aquí |4| es una evaluación del determinante de la matriz de coeficientes 
A, que se determina mediante la expansión de Laplace analizada en la 
sección A.3. La matriz cuadrada que contiene los cofactores C,, se llama 
la matriz adjunta. Por comparación, se observa que la matriz inversa A”! 
se obtiene a partir de A al remplazar primero cada elemento a,, por su 
cofactor C;,. después se transpone la matriz resultante, resultando la 
matriz adjunta y, finalmente, se multiplica la matriz adjunta por 1/14]. 

Para ilustrar numéricamente cómo se obtiene A”?, se considerará la 
solución del siguiente sistema de ecuaciones lineales: 


XT x+x=-1l 
—X1 + X + Xq = 1 (A-16) 
x¡+2x-2x3= 5 


Aquí 
1 1 
A=|-1 1 1 
1 2 2 


*Vea Kreyszig. E., Advanced Engineering Mathematics, John Wiley 8: Sons, Inc., Nueva 
York. 


A.4 


INVERSA DE UNA MATRIZ 
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La matriz de cofactores de A es 


1 1 Pa 1 4 1 
3 . LL 1 

ca 1 1 1 1 Ed 

estalla a 1 =21 1 2 

9 0 l il <= 

1 1 | 1 =] Ú 


4 o —2 
C=|-1 3 -2 
3 -—3 0 
Puesto que 
tl =1 1 
A=|-1 1 1|= -6 
1 2 =2 
Por lo tanto, la inversa de A es 
1 —4 o -—2 
A“ E 1. -3 2 
3 -—3 0 


Xx ¿Ps o -2]P-1 
a == 1 2 2 | 
Xx 3 == Ú 


4= AEDED+ ESE +] 1 


==) +3) 61) (0/8 | =1 


Por supuesto, los cálculos numéricos se extienden mucho más para 
grandes conjuntos de ecuaciones. Por esta razón, en el análisis estructural 
se usan computadoras para determinar la inversa de las matrices. 


A.5 MÉTODO DE GAUSS PARA RESOLVER ECUACIONES SIMULTÁNEAS 


A.5 Método de Gauss para resolver 
ecuaciones simultáneas 


Cuando hay que resolver muchas ecuaciones lineales simultáneas, puede 
usarse el método de eliminación de Gauss debido a su eficiencia numérica. 
La aplicación de este método requiere resolver una ecuación de un con- 
junto de n ecuaciones para una incógnita, por ejemplo, x,, en términos de 
todas las otras incógnitas, X,, Xy, ..., X, Al sustituir esta ecuación llamada 
ecuación pivote en las ecuaciones restantes deja un conjunto de n — 1 
ecuaciones con n — 1 incógnitas. Si se repite el proceso resolviendo una de 
estas ecuaciones para x, en términos de las n — 2 incógnitas restantes, X,, 
Xy »»-,X, Se forma la segunda ecuación pivote. Después, esta ecuación se sus- 
tituye en las otras ecuaciones, dejando un conjunto de n — 3 ecuaciones 
con n — 3 incógnitas. El proceso se repite hasta que queda una ecuación 
pivote con una incógnita, que después se resuelve. Las demás incógnitas se 
determinan al sustituir sucesivamente hacia atrás en las ecuaciones pivote 
restante. Para mejorar la precisión de la solución, en el desarrollo de cada 
ecuación pivote se recomienda seleccionar siempre la ecuación de la serie 
que tenga el mayor coeficiente numérico para una incógnita que se está 
tratando de eliminar. El proceso se ilustrará con un ejemplo. 

Resuelva el siguiente sistema de ecuaciones mediante la eliminación 
de Gauss: 


2x1 + 8x2 + 2x3 = 2 (A-17) 
2x1 Xx>+ x3=2 (A-18) 
4x — 5x, + 3x3=4 (A-19) 


Se iniciará con la eliminación de x,. El mayor coeficiente de x, está en 
la ecuación A-19; por consiguiente, se tomará como la ecuación pivote. Si 
se resuelve para x,, se tiene 


x1 =1+ 1.25x, — 0.75x, (A20) 


Al sustituir en las ecuaciones A-17 y A-18, para después simplificar, 
resulta 


2.75%) + 1.75x3 = 2 (A21) 
1.5x, — 0.5x3 = 0 (A-22) 


A continuación se elimina x,. Se elige la ecuación A-21 como ecuación 
pivote porque el coeficiente de x, es mayor ahí. Se tiene 


x, = 0.727 — 0.636x3 (A-23) 


Si se sustituye esta ecuación en la ecuación A-22 y se simplifica, resulta la 
ecuación pivote final, que puede resolverse para x,. De esto se obtiene x, 
= 0.75. Al sustituir este valor en la ecuación pivote A-23 da x, = 0.25. 
Finalmente, a partir de la ecuación pivote A-20 se tiene que x, = 0.75. 
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M PROBLEMAS 


3 6 1 2 
A-. SiIA=|2 T|yB= 5 8 |, determine 
4 -—2 —2 1 


2A-ByA +3B. 


3 5 —2 6 4 -3 
AZ. SIA=|4 3 l|yB=|3 2 -2|, 
1 7 5 1 6 


determine 3A —2B y A — 2B. 


=1 
AZJ. SiIA=[2 5]yB = | _) termine AB. 


4 2 5 -1 
2 
AS. SiIA=|-5|yB=[4 6 —S], determine AB. 
6 
2 =il 
AS. SIA=|5|yB= 4 |, demuestre que 
6 4 


(A+ B) =A7+B7 


2.3 6 
A-7. SiA = 5 9 2l| determine A + A7, 
si y a 
z 12 5 E 
A-8. SiA = s | determine AA7. 
] 2 8 ] 
A, SIA=|_ 1 Al determine AA”. 
PE 
. 56 0 
A-10. Sia= | > o yB= Be ] 
determine AB. Ñ 
2 
2.5 -—_1 
A-11. SiA = B = 
Él 5 2 5 , = 


determine AB. L 


2 
[ determine AB. 


6 5 -1 A 
*A-2. Si A=|0 3 2| y B=]|3 2 Sly 
2 dl 4 2 4 6 


determine AB. 


A-13. Demuestre que la ley distributiva es válida, es 


decir, A(B + C) = AB + AC Sam; ] el 
2 4 

B=|-1|c=|2|. 
0 1 


A-14. Demuestre que la ley asociativa es válida, es decir, 


1 
2 1 
A(BC) = (AB)JCsi A = | o E =| 1 |, 
-=5.56 0 
4 
C=[P2 -1 3] 
572 
A-15. Evalúe los determinantes | 1 a y|1 8 21 
1140 
. Z 5 . a 
*A-16. SiA = 4 Si ¿determine A”! 
3 5 7 
A-17. SIA=|4 -—1 2 | determine A”! 
0 E 
A-18. Resuelva las ecuaciones 4x, + x, + Xx, ÚS, 


+ 4x, + 3x, = 4,x, — 2x, + x, = 2 usando la ecuación 
matricial x = A7!C. 


A-19. Resuelva las ecuaciones del problema A-18 usando 
el método de eliminación de Gauss. 


*A-20. Resuelva las ecuaciones x, + 2x, — 2x, = 5, xy 
Xx, x= =1,x, — x,— x,= l usando la ecuación matricial 
x=A HC. 


2 3 


A-21. Resuelva las ecuaciones del problema A-20 usando 
el método de eliminación de Gauss. 


APÉNDICE 


Procedimiento general 
para usar el software 
de análisis estructural 


En la actualidad existen programas populares de software para análisis 
estructural como STAAD, RISA, SAP, etcétera; todos ellos basados en el 
método de análisis de la matriz de rigidez, que se describe en los capítulos 
13 a 15.* Aunque cada programa tiene una interfaz un poco diferente, 
todos requieren que el operador introduzca datos relacionados con la 
estructura. 

A continuación se describe un procedimiento general para usar cual- 
quiera de estos programas. 


Pasos preliminares. Antes de emplear cualquier programa, es nece- 
sario primero identificar numéricamente los elementos y articulaciones, 
llamadas nodos, de la estructura y establecer los sistemas de coordenadas 
globales y locales con el fin de especificar la geometría de la estructura y 
la carga. Para ello, quizá desee hacer un bosquejo de la estructura y espe- 
cificar cada elemento con un número encerrado en un cuadrado, y usar 
un número dentro de un círculo para identificar los nodos. En algunos 
programas también deben identificarse los extremos “cercano” y “leja- 
no” de los elementos. Esto se hace mediante una flecha trazada a lo largo 
del elemento, con la punta de la flecha dirigida hacia el extremo lejano. 
En las figuras B-1, B-2 y B-3 se muestra la identificación de los elemen- 
tos, los nodos y la “dirección” para una armadura plana, una viga, y un 
marco plano. En la figura B1, el nodo O está en el “extremo cercano” del 
elemento [4] y el nodo Y está en su “extremo lejano”. Estas asignaciones 
pueden hacerse arbitrariamente. Sin embargo, observe que los nodos de 
la armadura siempre están en las articulaciones, puesto que es donde se 
aplican las cargas y donde deben determinarse los desplazamientos y las 
fuerzas en los elementos. Para las vigas y los marcos, los nodos se 
encuentran en los soportes, en una esquina o junta, en un pasador inter- 
no, o en un punto donde debe determinarse el desplazamiento lineal o Figura B-1 
de rotación, figuras B-2 y B-3. 

Como las cargas y los desplazamientos son cantidades vectoriales, es 
necesario establecer un sistema de coordenadas a fin de precisar el senti- 
do correcto de la dirección. Aquí deben usarse dos tipos de sistemas de 
coordenadas. 


Coordenadas globales. Un solo sistema de coordenadas globales 
o de la estructura, que usa los ejes derechos x, y, z, se emplea para especi- 
ficar la ubicación de cada nodo con respecto al origen y para identificar el 
sentido de cada una de las cargas externas y de los componentes del des- 
plazamiento en los nodos. Resulta conveniente ubicar el origen en un 
nodo, de modo que todos los demás nodos tengan coordenadas positivas. 
Vea cada una de las figuras. 


*Los libros relacionados con el análisis matricial presentan una cobertura más completa 
de este método, incluidos los efectos de la torsión en marcos tridimensionales. 625 
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Coordenadas locales. Un sistema de coordenadas locales o del 
elemento se usa para especificar la ubicación y dirección de las cargas 
externas que actúan sobre los elementos de la viga y el marco o de cual- 
quier otra estructura, a fin de proporcionar una forma de interpretar los 
resultados calculados para las cargas internas que actúan en los nodos de 
cada elemento. Este sistema puede identificarse usando los ejes derechos 
x',y',z' con el origen en el nodo “cercano” y el eje x' extendiéndose a lo 
largo del elemento hacia el nodo “lejano”. En las figuras B-1 y B-3, res- 
pectivamente, se muestra un ejemplo para el elemento 4 de una armadu- 
ra y el elemento 3 de un marco. 


Operación del programa. Cuando un programa se ejecuta, 
debe aparecer un menú que permita varias selecciones para introducir 
los datos y obtener los resultados. A continuación se explican los compo- 
nentes usados para los datos de entrada. Para cualquier problema, asegú- 
rese de usar un conjunto consistente de unidades para las cantidades 
numéricas. 


Información de la estructura general. Por lo general, este 
componente debe seleccionarse en primer lugar a fin de asignarle un 
título al problema e identificar el tipo de estructura a analizar: armadura, 
viga o marco. 


Datos del nodo. Introducir uno a uno el número de cada nodo y 
las coordenadas globales de sus extremos cercano y lejano. 


Datos del elemento. Introducir uno a uno el número de cada ele- 
mento, los números de los nodos cercano y lejano, y las propiedades del 
elemento, £ (módulo de elasticidad), A (área de la sección transversal) 
e/o I (el momento de inercia y/o el momento polar de inercia u otro tipo 
de constante de torsión adecuada necesaria para los marcos tridimensio- 
nales*). Si estas propiedades del elemento son desconocidas, entonces 
siempre que la estructura sea estáticamente determinada, estos valores 
pueden establecerse iguales a uno. Si la estructura es estáticamente inde- 
terminada entonces la estructura no debe tener asentamiento en los 


*Con mucha frecuencia puede seleccionarse forma estructural dada, por ejemplo un perfil 
de ala ancha o W, si el programa tiene una base de datos con sus propiedades geométricas. 
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soportes y los elementos deben tener la misma área en su sección trans- 
versal y estar hechos del mismo material. Entonces, los resultados calcu- 
lados proporcionarán las reacciones correctas y las fuerzas internas, pero 
no el desplazamiento correcto. 

Si una articulación interna o un pasador conecta a dos elementos de 
una viga o un marco, entonces debe especificarse la liberación del 
momento en ese nodo. Por ejemplo, el elemento 3 del marco que se 
muestra en la figura B-3 tiene un pasador en el nodo lejano, 4. Del 
mismo modo, este pasador también puede identificarse en el nodo cerca- 
no del elemento 4. 


Datos del soporte. Se introducen uno a uno los nodos ubicados en 
un soporte, indicando las direcciones de las coordenadas globales en donde 
se producen las restricciones. Por ejemplo, dado que el nodo 5 del marco 
de la figura B-3 es un soporte fijo, se introduce un cero en las direcciones 
(de rotación) x, y y z; sin embargo, si este soporte se asienta 0.003 m hacia 
abajo, entonces el valor introducido para y debería ser — 0.003. 


Datos de la carga. Las cargas se especifican, ya sea en los nodos 
o en los elementos. Introduzca los valores algebraicos de las cargas noda- 
les en relación con las coordenadas globales. Por ejemplo, para la arma- 
dura de la figura B-1, la carga en el nodo 2 está en la dirección y y tiene 
un valor de —200. Para los elementos de vigas y marcos, las cargas y su 
ubicación se referencian usando las coordenadas locales. Por ejemplo, la 
carga distribuida sobre el elemento 2 de la estructura mostrada en la figu- 
ra B-3 se especifica con una intensidad de —400 N/m ubicada a 0.75 m 
del nodo 2 y —400 N/m ubicada a 3 m de este nodo. 


Resultados. Una vez que se introducen todos los datos, entonces es 
posible resolver el problema. Se obtienen las reacciones externas sobre 
la estructura y los desplazamientos y cargas internas en cada nodo. 
Como una comprobación parcial de los resultados, con frecuencia se da 
una verificación estática en cada uno de los nodos. Es muy importante 
que no confíe totalmente en los resultados obtenidos. En vez de ello, 
sería conveniente realizar un análisis estructural intuitivo para controlar 
aún más las respuestas. Después de todo, el ingeniero estructural debe 
asumir toda la responsabilidad, tanto del modelado como del cálculo de 
los resultados finales. 


Soluciones parciales y respuestas 


a los problemas fundamentales 


Capítulo 2 


F21. (+EMA¿=0; 60 — Fac[3)(4) = 0 Fac = 25.0 kN 
(+EM5 =0; 60— Ay(4) =0  A,= 15.0 kN 
553F,=0; A, —25.0(2) =0 A,= 20.0 kN 


B, =C,=25.0($) = 20.0 kN B,=C,=25.0(3) = 15.0 KN 


20 
F2-2. +2M,=0; F 454) - 10492) =0 = 
LEMA =0; sc sen 45"(4) — 10(4)(2) pe 
(+NMz =0; 10(4)Q2) — 4y/(4) =0 A, = 20.0 kN 
3B>F,=0; A, - (E 23 cos 45%)=0  4,= 20.0 kN 
20 
B,=C,= ( 13) (cos 45%) = 20.0 kN 
20 o —_ 
B,=C,= (E 13 (sen 45%) = 20.0 kN 
F2-3. +2Ma=0; F ze sen 60%(4) — 10(2)01) =0 Fic = z 
+ l A=0; BC BC a 60? 
(+2Mpz = 0; 10(2)(3) — 4/(4) =0 A, = 15.0kN 
3 *>YF,=0; ( cos 60%) A,=0 A,=2.89kN 
sen 602 
B,=C =( A Jicosóo”) = 2598 
s% dl sen 602 ] 
B,=C,= z ) 60%) = 5.00 kN 
Y EY A sen 60? dd 
F2-4. Elemento AC 
(+NM¿ =0; 10(3) - Na(4) =0 N,A=7.50kN 
(+EM,=0; Cy(4) = 101) =0  C,=2.50kN 
Elemento BC 
5x3F,=0; B,= 
+P3F, =0; B,-250-8(2)=0 B,=18.5kN 


(+EMp =0; 2.50(2) + 8(2)(1) - M¿=0 


Resp. 
Resp. 


Resp. 


Resp. 


Resp. 


Resp. 


Resp. 


Resp. 


Resp. 


Resp. 


Resp. 


Resp. 


Resp. 
Resp. 


Mg = 21.0kN-m Resp. 
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F25. (+EM¿=0; Fr (D4) + Fsc(D(3) - 300(2) =0 Fc = 125 lb 


3>F,=0; A, - 1254)=0 A,=1001b Resp. 
+13F, =0; A, + 125(2) - 300=0  A,= 225 lb Resp. 
B,=C, = 125(2) = 100 lb Resp. 
B,= C, = 125(3) = 75.0 1b Resp. 
F26. (+EM¿=0; 6(2) + 2(2) - Na(4) =0 N1= 4.00kN Resp. 
5 3F.=; C,-2=0 C,=2.00kN Resp. 
+PEF, =0; C,+400-6=0 C,=2.00kN Resp. 
F2-7. 
8kN 8kN 
Elemento AB 
(+EMA =0; B,(4) — B(3) — 3(5)(2.5) = 0 
Elemento BCD 
(+EM) =0; 8(2) + 8(4) — B,(4) — B,(6) = 0 
B, = 10.25 kN B, = 1.167kN = 1.17kN Resp. 
Elemento AB 
DEF. =0 A, + 3(5)1(É) -1025=0 A,=1.75kN Resp. 
+1 EF, =0; Ay — (3)1(5)(3) - 1167 =0 A, = 10.167kN = 10.2 kN Resp. 
Elemento BCD 
5 3F,=0; 1025-D,=0 D,=1025kN Resp. 


+P3F, =0; D,+1167-8-8=0 D,=14833kN =14.8kN Resp. 
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F2-8. 
6 kN 6 kN 
r 2m l 2m ! 2m 7 
rs dl c 
B, C, 
B, 
| B, 
3m 
4kN — >| 
3m 
Ma, ACE A, 
A, 
y p, 
Elemento AB 
(+EMa =0; B,(6) - 43) =0  B,=2.00kN Resp. 
(+EM5 = 0; 4(3) — Ay(6) =0  A,=2.00kN Resp. 
Elemento BC 
5 YF, =0; 2.00 C,=0 C,=2.00kN Resp. 
(+EMc =0; 6(2) + 6(4) — B,(6) =0  B,= 6.00kN Resp. 
(+EMjz = 0; C(6) — 6(2) — 6(4) =0  C,= 6.00kN Resp. 
Elemento AB 
+13F, =0; A,-600=0  A,=6.00kN Resp. 
Elemento CD 
3 xF,=0; 2.00 D,=0 D,=2.00kN Resp. 
+13F, =0; D,-600=0  D,=6.00kN Resp. 


(+EMp =0; Mp-2.00(6) =0 Mp=12.0kN:m Resp. 
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F2-9, 
2(8) k 
r 4 pies | 4 pies » 
[q E 
B, C, 
B, 
=— B, 
3 pies 
0.5(6) k—=> 
3 pies 
pu 7] A; 
A, 
Elemento AB 
(+FEM, =0; B,(6) — 0.5(61(3) =0 B,=150k Resp. 
(+FEMg =0; 0.5(6)(3) — A,(6) =0 A,=1.50k Resp. 
Elemento BC 
(+FEM¿ =0; 2(8)(4) — B(8) =0 B,= 8.00k Resp. 
(+FEMg =0; C,(8) — 2(8)(4) = 0 C, = 8.00 k Resp. 
DS, 150-C,=0 C,=1.50k Resp. 
Elemento AB 
+7 3F, =0; A, -800=0 A,= 8.00 k Resp. 
Elemento CD 
bxYF,=0; 150-D,=0 D,=1.50k Resp. 
+ EF, =0; D,-800=0 D,=8.00k Resp. 


(+2EMp = 0; Mp -— 1.50(4) =0 Mp= 6.00 k: pie Resp. 
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F2-10. 
8kN 8kN 
6kN 6kN 
y 2m + 2m 2m " 
B, C, 
B, C, 
C, 
C, | 
3m 
=—1.5 (6) kN 
3m 
D, My 
Mp 
D, 
Elemento BC 
(+2Mz = 0; Cy(6) — 8(2) — 8(4) — 6(6) =0  C,=14.0kN Resp. 
(+2Mc =0; 8(2) + 8(4) + 6(6) — B,(6) =0  B,=14.0kN Resp. 
Elemento AB 
(+2EM,=0; B,=0 Resp. 
3b>F,=0; A, = Resp. 
+TEF, =0; A, -140=0  A,=14.0kN Resp. 
Elemento BC 
3YyF,=0; C.=:0 Resp. 
Elemento CD 
BYF,.=0; D,—1.5(6) =0 D,=9.00kN Resp. 
+INF, =0; D,-140=0 D,=14.0kN Resp. 


(+EMp = 0; 1:5(6)(3) - Mp=0 Mp=270kN-m Resp. 
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F3-1. Junta C 
3YF,=0; 
+PEF, =0; 
Junta B 
Fog = 50.0 kN EF, =0; 
+1EF, =0; 
F3-2. Junta B 
+1 23F, = (; 
DEF, =0 
Junta C 
DEF, =0 
+7EF, =0; 
Fcal 8.485 kN 
F3-3. Junta C 
53F,=0; 
+P3F, =0; 
Junta D 
14.14kN +Y5SF.=0 
D, NFZF y = 0; 


Fa 


Fsesen45 -6=0 
Fa — 8.485 cos 45” = 0 


8.485 cos 45% — Fep =0 
Fcr — 8.485 sen 45 =0 


10 — Fe¿pcos45” =0 
Fcg — 14.14 sen 45” =0 


14.14 — Fpms=0 
Fog =0 


Fca = 30.0 kN (T) 


Fga = 40.0kN (T) 
N 5 = 30.0 kN 


Fac = 8.485 kN (T) = 8.49 kN (T) 
Fa = 6.00kN (C) 


Fcp = 14.14kN (T) = 14.1 kN (T) 
Fc = 100 kN (C) 


Fpa = 14.14 kN (T) = 14.1kN (T) 
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Resp. 
Resp. 


Resp. 


Resp. 
Resp. 


Resp. 
Resp. 


Resp. 
Resp. 


Resp. 
Resp. 


634 SOLUCIONES PARCIALES Y RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS FUNDAMENTALES 


Junta B 
EF, =0; 
+13F, =0; 

F3-4. —JuntaD 
3 >3F,=0; 
2k D Eoc +1 3F, =0; 
Fpa 

Junta C 
3YF,=0; 
+13F, =0; 

Junta A 
0) 
+ EF, =0; 

F3-5. — Junta D 
3. NF, =0; 
Fo 
y +P3F, =0; 
Epa 
Junta C 
5.EF,=0; 
E HPEF, =0; Fog 
450 60? 
8 kN 
Fca 


Fc 


Fs=0 
N¿-100=0 
Frnm-2=0 
Fmr=0 
Fea(3) -2=0 


3.333(4) — Fog =0 


Fa 3.333(%) =0 
Na 3.3334) =0 
Fpc => 0 
Fba = 0 


Np = 10.0kN 


Fea = 3.333 k (C) = 3.33k (C) 
Fes = 2.667 k (T) = 2.67 k (T) 


Resp. 


Resp. 
Resp. 


Resp. 
Resp. 


Resp. 


Resp. 
Resp. 


8 cos 60% — F¿,cos45 =0 Fc, = 5.657 kN (T) = 5.66 kN (T) Resp. 
5.657 sen 45” — 8sen60 =0 Fey = 10.93 kN (C) = 10.9 kN (C) Resp. 


SOLUCIONES PARCIALES Y RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS FUNDAMENTALES 635 


Junta B 
1093kKN  5X3F,=0; Fip=0 Resp. 
+P3F, =0; Ny = 10.93 kN 


Nz 


F3-6. Toda la armadura 
(+EM,=0; E,(8) — 600(2) — 800(4) — 600(6) = 0 E, = 1000 N 


> 


Junta E 
Fer +1EP) =0; 1000 — Fepsen45 =0 Fe = 1414.21 N (C) = 1.41 kN (C) Resp. 
450 3 >F,=0; 1414.21 cos45* — F¿gp =0 Fip=1000N (T) =1.00KkN (T) Resp. 
Fezp 
1000 N 

Junta F 
35 3F,=0; Fr6 — 1414.21c0s45 =0 FÍ ¿=1000N (C) =1.00kN (C) Resp. 
+ EF, =0; 1414.21 sen 45” — Ffp =0 FrÍp=1000N (T) =1.00KkN (T) Resp. 

141421 N 

Junta D 
+1EF, = 0; 1000 — 600 — Fpg¿sen 45” =0 Fog = 565.69 N (C) = 566 N (C) Resp. 
1000 N 3 2F,= 0; 1000 + 565.69 cos 45 — Fpc=0 Fpc= 1400 N (T) = 1.40 kN (T) Resp. 

Junta C 


Foc +1EF, =0; Fc 800=0 Fe = 800N (T) Resp. 
Debido a la simetría, 
Fs =Fpo=140KN(T) Fs6= Fp6=5366N(C) Fiy6= Frac = 1.00kN (C) Resp. 
800 N Fyg= Fpp= 100kKN (TD) Fin = Fep =141kKN(C) Far = Fep= 1.00kN (T) Resp. 
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F3-—7. 


F3-8. 


Junta H 


SOLUCIONES PARCIALES Y RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS FUNDAMENTALES 


Para toda la armadura 


(+EM¿ =0; 25) + 2(10) + 2(15) — Ay(20) =0  A,=3.00k 


5>F,=0; A, = 


Para el segmento izquierdo 


+P3F, =0; 3.00 — 2 -— Fagsen45=0 Fr =141k(C) 
(+EM6 =0; Fsc(5) + 2(5) — 3.00(10) =0 Fc =4.00k (T) 


Para toda la armadura 


(+EM¿=0; 600(16) + 600(12) + 600(8) + 600(4) — A,(16) =0 A, = 15001b 


553F,=0; A, = 


Para el segmento izquierdo 


(+EM¿=0; Fyi(3) + 600(4) + 600(8) — 1500(8) =0 Fs, = 1600 lb (C) 
(+EM, =0; Fac[3) + 600(4) — 1500(4) =0 Fc = 1200 lb (T) 
600 lb 600 lb 
1500 lb 
600 1b 3XF,=0; 1600 — Fyo =0 Fo = 1600 lb (C) 
+7 EF, =0; Fyc=600=0 Fyc= 6001b (C) 


1600 lb Fc 
——> 4—— 


| 


Fac 


Resp. 


Resp. 
Resp. 
Resp. 


Resp. 
Resp. 


F3-9. 


F3-10. 


SOLUCIONES PARCIALES Y RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS FUNDAMENTALES 


400 Ib 


-— 8 pies SS 


8 pies » 
1000 Ib 


637 
Para toda la armadura 
(+2EM, =0; Nc4) - 82) -6(2)=0 N¿=7.00kN 
Considere el segmento derecho 
+1EF, =0; 7.00 — Fgpsen45” =0  Fgp= 9.899 kN (T) = 9.90 kN (T) Resp. 
(+2EMz = 0; 7.00(2) — 6(2) — Fegp(2) =0 Fgp= 1.00kN (C) Resp. 
(+2Mp = 0; 0- Fscl(2) =0 Fsc =0 Resp. 
kN 
Be 
Para toda la armadura 
(+2EM, =0; Nz(32) — 400(8) — 400(16) — 400(24) — 400(32) =0  N¿= 1000 lb 
Considere el segmento derecho 
(+EMg =0; 400(8) — Fer(2)(16) = 0 Fer = 333.33 lb(C) = 333lb(C) Resp. 
(+EM¿ =0; 1000(16) — 400(16) — 400(8) — Far(3)(16) = 0 Far = 666.67 lb (C) = 6671b(C) Resp. 
(+2EM7 =0; 1000(8) — 400(8) — Fep(6) =0  Fep= 800 lb (T) Resp. 


638 SOLUCIONES PARCIALES Y RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS FUNDAMENTALES 


F3-11. Para toda la armadura 
(+2EM,a =0; Np(6) — 2(6) —- 4(3)=0 Np=4.00kN 
Considere el segmento derecho 


+13F, =0; 4.00 — 2 — F pg sen 45 = 


0 F5c=2.828kN (C) = 2.83 kN (C) Resp. 
(+EMp =0; 4.00(3) — 2(3) — Fac(1.5) = 0 Fac = 4.00kN (T) Resp. 
(+EM¿ =0; 4.00(1.5) — 2(1.5) — Fpp(1.5) =0 Fpg = 2.00kN (C) Resp. 


F3-12. Para toda la armadura 


(+EMA=0;  NK(16) — 500(4) — 500(8) — 500(12) =0  N¿= 750lb 

Considere el segmento derecho 

(+2EM7 =0; 750(4) — Fep(3) =0  Fcp = 1000 lb (T) Resp. 
1 

(+2M4¿ = 0; 750(8) — 500(4) For 72)05 =0 For = 1030.78 lb = 1.03 k (C) Resp. 

(+EMo =0; Fer(3)(16) + 500(12) — 750(8) =0 Fc» =0 Resp. 


500 lb 750 1b 


F4-1. 


F4-2. 


F4-3. 


F4-4, 


F4-5. 


(+FEMA =0; 
Segmento CB 
3b>F,=0; 
+13F, =0; 
(+EMc =0; 
(+FEMA =0; 
Segmento CB 
3b>F,=0; 
+ EF, =0; 
(+2M¿ =0; 
(+2M5 =0; 
3b>F,=0; 
Segmento AC 
5b>F,=0; 
+7NF,=0; 
(+2Mc¿ =0; 
(+2M5 = 0; 
3b>F,=0; 
Segmento AC 
S5*F, =0; 
+1EF, =0; 
¡(2M6¿ => 0; 

Reacciones 

(+FEMA =0; 
S5*F, =0; 
+13F, =0; 
Segmento AC 
DEF =05 
+ EF, =0; 


Nc 
Veo d10= 10 


B,(2) + 20 — 10(4) =0 


10(1) — 10(3) 


B,(3) — 4(1.5)(0.75) — 8(1.5)(2.25) 


Nc 


Ve 105=8(15) 
10.5(1.5) — 8(1.5)(0.75) — Mc 


Nc 
1 


9.00 — (3115) = Ve 


Mc + 5(3)(15)(05) — 9.00(1.5) 


300(3)(1.5) — 5 600)(3)(2) - Ay(3) 


A 


x 


Nc 


300 — 300(1.5) — Ve = 
Mc + 300(1.5)(0.75) — 300(1.5) 


Fgsen 45(3) — 5(6)(3) 
42.43 cos 45” — A, 
42.43 sen 45” — 5(6) — A, = 


Mc + S(1.5)(0.75) = 0 


B, = 10.0 kN 


Vo=0 


Mc = —-20kN:«m 


B, = 10.5 kN 


Ve = 1.50 kN 


Mc = 6.75kN-m 


A, = 9.00 kN 


Ve = 6.75 kN 


Mc = 24kN-m 


A, = 300 1b 
Ve = -1501b 
Mc = 112.5 lb 
Fg = 42.43kN 
A, = 30.0 kN 
A,=0 

Nc = 30.0 kN 
Ve = —-7.50kN 


Mc = -5.625kN:m 


SOLUCIONES PARCIALES Y RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS FUNDAMENTALES 


Resp. 
Resp. 
Resp. 


Resp. 
Resp. 
Resp. 


Resp. 


Resp. 


Resp. 


Resp. 
Resp. 
Resp. 


Resp. 
Resp. 
Resp. 
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F4-6. 


F4-7. 


F4-8. 


F4-9. 


F4-10. 


SOLUCIONES PARCIALES Y RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS FUNDAMENTALES 


Reacciones 


Segmento CB 


3 YF, =0; Ne=0 
+P3F, =0; Ve + 1345 — 150(6) =0 
(+EM¿ =0; 1345(6) — 150(6)(3) —- M¿=0 


Segmento izquierdo 


(+EM, =0; B,(15) — 150(9)(10.5) — 600(6) — 800(3) = 0 B,= 1345 lb 


Ve = -445 lb 
Me = 5370 lb: pie = 5.37 k pie 


1/18 
+PNF,=0; 6 5) V=0 V=(-3x2-6)kN 
1/18 
(+EMo =0; M y (3 )m(3) +6x=0 M=(-x-6x)kN-m 
Reacción 
1 
(+2EM5 = 0; 7012)(6)(2) - Ayj6)=0 A,=12.0kN 
Segmento izquierdo 
1/12 5 

+13F, =0; 12.0 = 5% ()-V=0 V=(12.0-— 1?) kN 

1/12 1 
(+EMo =0; M 4 ( «)o(3) 120x=0 M= (120% = e) kN -m 

21 6 3 3 
Reacciones 
(+EM,a =0; B,x(8) — 8(4)(6) =0  B,=24.0kN 
(+2EM5 = 0; 8(4)(2) — Ayr(8) =0 A, = 8.00kN 
Segmento izquierdo, 0 <= x <4 
+PEF, =0; 800-V=0 V=(8)kN 
(+2Mo = 0; M-8.00x=0 M=(8x)kN-m 
Segmento derecho, 4m <x<8m 
+7NF,=0; V+240-8(8-x)=0 V=(40— 8x) kN 


(FHEMo=0;  24.0(8 -— x) — 8(8 ne a ») M=0 


0O=<x<2m 


M = [-4x? + 40x — 64) kN -«m 


+13F, =0; V= 

(+3 Mo = 0; M+20=0 M=-20kN-m 
2m=<x=X=d4m 

+7 EF, =0; Sx-2)-V=0 V=(10- 5x)kN 

(+EM0o =0; M + 5(x 2) +15+20=0 m-/( 2 + 10x 45) kN=m 


Resp. 
Resp. 
Resp. 


Resp. 


Resp. 


Resp. 


Resp. 


Resp. 
Resp. 


Resp. 


Resp. 


Resp. 
Resp. 


Resp. 


Resp. 


SOLUCIONES PARCIALES Y RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS FUNDAMENTALES 


F4-11. Reacciones 

+ EF, =0; A, -5(2)-15=0 A,=25.0kN 

(+2M, =0; Mi 500) -15(4)=0 MA=70.0kN-m 

Segmento izquierdo, 0 <= x <2m 

£[3F,=0; 250-5x-V=0 V=(25-— 5x) kN 

5 

(+2Mo = 0; M 4 si(3) F70.0—25.0x=0 M= ( e E 25x 10) kN -«m 

Segmento derecho,2m<x=<4m 

+ 3F, =0; V-15=0 V=1I5kN 

(+2Mo = 0; M-15(4-x)=0 M= (15x — 60) kN -«m 
F4-12. Reacciones en los soportes 

(+2EM,a =0; B,(24) — 2(12)(6) - 18(12) =0  B,=15.0k 

(+2M5 = 0; 18(12) + 2(12)(18) — 4,24) =0  A,=27.0k 

Segmento izquierdo, 0 = x < 12 pies 

+7NF,=0; 270-2x-V=0 V=(27-2x)k 

(+EMo =0; M y 2:(3) 27.0x=0 M= [-x? + 27x) k- pie 

Segmento derecho, 12 pies < x = 24 pies 

+PEF, =0; V+150=0 V=(-15k) 

(+2Mo = 0; 15.0(24 — x) - M = M = ([-15x + 360) k : pie 
F4-13. 

V (KN) M (kN -m) 

2 
11 0 H—x (m) 
3 
=6 
0 ¡—x (m) 
2 4 
=28 
F4-14, 
V (KN) M (kN -m) 
8.5 
0.5 
0 —x (m) 0 E x (m) 
4 6 8 6 

=b =1 


-24 


Resp. 


Resp. 


Resp. 
Resp. 


Resp. 


Resp. 


Resp. 
Resp. 
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10 10 
— x (pies) H— x (pies) 


-20 


70 


24 . 
0 — H—x (pies) 
=9 0 HA i— x (pies) 
24 


V (KN) M (kN-m) 


0 : ¡—.x (m) 
9 


V (KN) M (kN-m) 


H—x (m) 0 . x (m) 
5 


V (KN) M(kN-m) 


SOLUCIONES PARCIALES Y RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS FUNDAMENTALES 


F4-20. 
V (k) M (k- pie) 
24 
6 e 
6 12 y 
0 H—x (pies) 0 ) — x (pies) 
6 12 
-6 
F6-1. 
A, Ve Mc 
A qx A | ¡|—xXx A | qx 
B E B C B 
F622. 
A, Vo M5 
C B C B C 
A px A | | px A | px 
D 
F6-3. 
A, Vo Mp 
C B D C B D E 
A Lx A px A | Xx 
F6-4. 
A, Va Mz 
B E 
A Xx A | |—X A | px 
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F6-5 
A, Ve 
B E E 
D e D E 
A | A B 
F6-6 
A, Ve- 
E C D B CD 
A Xx A / x 
| B 
F6-—7. 
VA Mc 
0.5 
0.5 , 


Mc 
D HE 
A C 
Ma 
B 


Mo mato = 800) + [562160 |(15) 


= 13.0kN-«m 


(Ve) máx) = 8(0.5) + 005) (15) + ES - 9105) |U5) 


+ 005) 6) - ES - 2:05) (62) + El > 9105) |) 


Resp. 


Resp. 


SOLUCIONES PARCIALES Y RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS FUNDAMENTALES 


F6-$. 
C, 2 Ma 3 
0 : ¿H—x (m) 0 ¿H—x (m) 
3 6 6 
=3 


FS-1. 


a) (Cy máx(+) = 6Q) + ES = 2) 0) + ES = 3)02) a) = 48 kN Resp. 
1) (Mamo 7 03) + [56 0) |) + 566 — 0 (a) + [50 0963) (4 
= -54kN-:m Resp. 
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F8-3. 


F3-4, 


F8-5. 


SOLUCIONES PARCIALES Y RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS FUNDAMENTALES 


L 
Para0 <= xi => 


M; = 3% 
Po, Pp 
I EE 
dx qn 
dv; P 
dira = ml + Ej (1) 
Ea 
El VU == pa ale C;¡x1 =E C) (2) 


M) = íL x2) = e —% 
dad 
a Ss E = a 
El e o oo —Ó Es (3) 
El v, 3 5 13 + C3xz + Ca (4) 


vw=0 en x,=0. Delaecuación (2), C,=0 


dv L Pr? 
Ara =0 en x= 7 De la ecuación (1), C, = == 
dv, 4 L De ón (3), C 3PL? 
A en A e la ecuación A 
dx, ca ó 16 
PLE 
vw=0 en x,=L£L. Dela ecuación (4), Cy = 48 
Px; 

- 4xi — 31? 
AS yg ) 
E (-4x3 + 12Lx3 — 91?x, + L?) 

2 BED A ú 

M=Px- PL 

Bv 


EIS> = Px- PL 
dx 


dv _ P, l 

El == PLe+C, (1) 
P PL 

Elv==x ++ Cs (2) 
6 2 

dv en 

Me 0 en x=0. Delaecuación (1), C¡=0 

pe 
v=0 en x=0. Delaecuación (2), C,=0 
R 
v= — (e = 3Lx) 


6El 


Resp. 


Resp. 


Resp. 
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648 


F8-6. 


FS—7. 


SOLUCIONES PARCIALES Y RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS FUNDAMENTALES 


SN 


Elv= —xY + Cix + C) (1) 


2 6L 


v=0 en x=0. Dela ecuación (1), 


(4 + 3Lx? — 212x) 


L 
Para0 <= x; => 


EL =- 2 + Cy (1) 


Cixi + Ca (2) 


Mo», 
X2 1 C; (3) 


Mo 
x3 | C3x2 | Ca (4) 


vw=0 en x,=0. Delaecuación (2), C,=0 
Mol? 


3 


vw=0 en x,=L£L. Dela ecuación (4), 0= C3L +C;¿4 


dv, dv, L ; 
=>==* en xXx =x,==>Z. Delas ecuaciones (1) y (3), 
dx; dx, 2 


L 
920% e 1=%=> De las ecuaciones (2) y (4), 


C¡ -= Cz= 


CL _ C3L _ 2C4 == 


Resp. 
(5) 
ML 6) 
> ( 
MpL? 


0 


F8-8. 


F8-9. 


SOLUCIONES PARCIALES Y RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS FUNDAMENTALES 


Resolviendo las ecuaciones (5), (6) y (7) 


6 MpoL? 11MoL á MoL 
00 8 i 24 A 
Mo 3 2 
v = AE IL 4xi + E“x1) Resp. 
Mo 
v> ALE 4x3 + 12Lx3 — 111?x, + 3£%) Resp. 
[? 
M= ¿e FF wLx iS 
d 1? 
En =P 4 wa E 
dx 2 e 
dv w wL wL? 
El —= 3 ñ Ga 
zo a 3. 
w wL wL? 
El v dl 6 al 4 A+Cix+C, (2) 
dv e 
7 0 en x=0. Delaecuación (1), C¡=0 
Xx 


v=0 en x=0. Delaecuación (2), C,=0 


v= ET + 4Lx? — 61?x?) Resp. 
Wo 3 
M=--—x* 
6L* 
dv wo 
El == * 
de 6L 
dv Wa, 
E to 1 
aun 
O 
El v = 120L* C¡x T C) (2) 
dv mm woL? 
7 0 en x=L£L. Delaecuación (1), C¡ = 24 
. woL* 
v=0 en x=L. Dela ecuación (2), C,= — 30 
w 
9 (5 + 5Ltx — aL?) Resp. 
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a] 
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- SAKN 


650 
F8-10. 
LAB 
0 
da 
tan A 
04 = l0p/gl = | 
A, = ltaygl => | 
F8-11. 
2 
2 (3m) 


+1EF,=0; Va 


Jam [Za m)| =0 


FS-12. 


S4kN-mé S4KN cm? 


x (m) 
-18kN:-m 
El 
Resp. 
Resp. 
27 kN «m* 
<LEL=A ye Resp. 
Resp. 
8kN:m 
El 
i— x (m) 
Resp. 
Resp. 


SOLUCIONES PARCIALES Y RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS FUNDAMENTALES 


F8-13. 
8kN- 
( Er) am) 
| ds 
8kN-m A 32 kN + m? 
+13F, =0; ( ET Jam) VÍE=0  0p= El Á 
8kN-m 64 kN : mi 
(+2Mz =0; mo (E) am) mn) =0 M'=Az= El 
F8-14. 
M 
B — 5kN 
tan m 
er Ca 25 KN om 
El 
UBA ¿—x (m) 


baja => E Eo m) 6 m)| 45 El pe 


E A E E 


4.6875 kN -m' 
E El 

e (LE) 
Ze a El El 


legal 15kN-m/El —5kN-m? 
La 3m El 


75kN:m?  4.6875kN-+m? 2.81 kN «mé | 
El El El 


NN 


A 


Ac = A' ÍC/A = 


Resp. 


Resp. 


Resp. 


Resp. 
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SOLUCIONES PARCIALES Y RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS FUNDAMENTALES 


F8-15. 
El ES mo m ) (Gm 
2.5 kN 
pr sl El 2) (15 m) 
e 
Me 
| 
di L A - 15m > 
5 kN-m? 2.5 kN-m? 2.5kN-m? 
El El El 
5kN + m? SkN-m?  5kN-m? 
HPEF,=0; —V! =0 0,=V,= = Xx 
(28, a El ds de El El 
1/2.5kN- 2.5 kN - m? 
(+ Mo =0; al => Mas m) [05 m) — as m) — M'¿=0 
; 2.8125kN-mó 2.81 kN-m' 
Ac C e l 
El El 
F8-16. 
M 
El 12kN:m 
BJ ! 2 El 
'A Ac 
tan € 
>, N 
A A Ñ E H—x (m) 
tan A 
12kN-m 18 kN +: m? 
01 = ea =5( El Jem - El NX 
1/12kN-m 1 18 kN + mé 
a JA 
De Pa ) 54 kN « m* 
REA El E 
Mas _ S4kN-mé 1I8KkN=m* _ 36KkNm", 
E e El El El 
FS-17. 
1 —— 5 
Eg Jm AS MEAN 
C 
| Ñ 
| | Le 3m »| 
18 kN m? 18 kN-m? 18kN-m 
El El El 


Resp. 


Resp. 


Resp. 


Resp. 


SOLUCIONES PARCIALES Y RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS FUNDAMENTALES 


18 kN - m? 18kN-m?  18kN-m? 
PEF, =0; -V/ =0 V,=0,= = 
PEF, za El a =0a El El S 
18 kN - m? 1/12kN-m 
+ -=0; CA = 
(+2SM¿=0; M6 ( El Jem Al El Jem am) 0 
36KkN-mé  36kN-+m' 
Mo.=A pa ru 
AS El El | 


. A 0 
OE e en | ES men _ ARNm 


2 El 


co afan Jam] [Laja ny ge 


am) _96kN-mé 


A' = BL ac UN ( 


El El 
deis _ 96kN-m? 37.33kN m! _ 58.7kN-m", 
E C/A El El El 
_ 1/8kN:m _ 48kN-m? il 8kN-m 2 8kN:m o 
Jam (ES a - E ¿Ja (AJO 
1 m- 
2.667 m 
C 
Mo¿ 
J 
4m Es 4m | 4m »| 
24 kN-m? 24 kN: m? 
El El 
,  24kN-:m? ,  24kN:m? 
HISF,=0; Va a ll MS Xx 
24 kN - m? 1/8kN-m 8kN-m 
(+2Mc = 0; C > ( El Jam) ol El Jem [2.567 m) - (PE Jemam) 
58.7 kN - mé 
Ac = Mc = | 


653 


Resp. 


Resp. 


Resp. 


Resp. 


Resp. 


Resp. 
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FS-—20. 
M 
El 
tan A | H—x (m) 
0 Í 2 4 
IBA 
JO 18 kN-m 
El 
tan B 


1 18kN-m 18kN-m 
0p = (05/A! => (20) | A 


2 El El * 
1/ 18kN-m 2 60 kN: m 
pa == + — ro LA A 
Az = ltal E El Jem [am (2) | E al 
F8-21. 
2 
- (Qm) —- 2m 
'z 
] 
1 /18kN:m 
a El ) Qm) 
,  1/18kN-m 
HIEF,=0; -—V A e Je )=0 
18 kN - m? 1I8KkN:m” q 
dl El El 


Resp. 
1 /18kN:m 2 
+ =0; O 2 + = 
(+2EM¿=0; My Al El Jem [22m 2] 0 
60KkN-mé  60kN-m' 
M5 =Ap= » A 
El El 


Resp. 


SOLUCIONES PARCIALES Y RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS FUNDAMENTALES 


F9-1. : mr 
Elemento n (Ib) N (Ib) L (pies) nAL (Ib*- pie) 
AB -1.667 250 10 4166.67 
AC 1 150 6 900.00 
BC 1.333 200 8 2133.33 

> 7200 
Entonces,, 
nNL  72001b?: pie 
1lb:Az = = 
8,7 2 AE AE 
_ 72001b- pe] 
Bb" AE 

F9-2. SN Ñ SN ] 
Elemento N SP N(P= 150 lb)  L (pies) N (2 (lb * pie) 
AB -1.667P -1.667 -250 10 4166.67 
AC P 1 150 6 900.00 
BC 1.333P 1.333 200 8 2133.33 

> 7200 
NY L 7200 lb - pie 
Ag = N e 
72 (as AE | 
F9-3. a 
Elemento n (kN) N (kN) L (m) nNL (kN*+ m) 
AB 1 -4.041 2 8.0829 
AC 0 8.0829 2 0 
BC 0 8.0829 2 0 
ED 0 8.0829 1 0 
> -8.0829 
Entonces, 
nNL 8.0829 kN? - m 
1kN-+Ar = Y AE 0 
8.08kKN-m  8.08kN-+m 
A, ul = —> 
. AE AE 
F9-4, 
óN óN 
Elemento N (kN) == .N(P=0)(kN)  L(m) noe (kN + m) 
SP SP 
AB P- 4.041 1 4.041 2 8.083 
AC 8.083 0 8.083 2 0 
BC 8.083 0 8.083 2 0 
CD 8.083 0 8.083 1 0 
> -8.083 
óNY L 8.083 kN + 8.08 kN - 
52m) Lo m _ SOSINE 
bi SP J) AE AE AE 


Resp. 


Resp. 


Resp. 


Resp. 
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F9-5, 2 
Elemento n (kN) N (kN) E nNL (kN*+ m) 
AB 0 0 3 0 
AC 1.414 8.485 3/2 50.91 
BC -1 -6 3 18.00 
AD 0 -6 3 0 
CD -1 0 3 0 
Y 68.91 
nNL 68.91 kN?-m 
1kN-Ap, = Y» a nm 
68.9 kN - 
Ap, = > Resp. 
F9-6. SN SN 
Elemento  N(kN) el N (P = 0) (kN) L (m) N (5) (kN + m) 
SP SP 
AB 0 0 0 3 0 
AC VAPFG VE 6V2 3V2 50.91 
BC A(P+6) 1 -6 3 18.00 
AD -6 0 -6 3 0 
CD -P -1 0 3 0 
Y 68.91 
8NY L 
Ap = E3N| — JÁ 
Dr ( SP de 
_689kN=m_ A 
“AE esp. 
F97. > 
Elemento n (kN) N (kN) L (m) nNL (kN*- m) 
AB 0.375 18.75 3 21.09 
BC 0.375 18.75 3 21.09 
AD 0.625 -31.25 5 97.66 
CD 0.625 -31.25 5 97.66 
BD 0 50 4 0 
Y 237.5 
nNL  2375kN?-m 
1kN-+Ap,_ = Y e E 
237.5 kN + 
Ap = AA Resp. 


' AE 
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F9-8. 
óN óN 
Elemento N (kN) 7 N (P = 0) (kN) L (m) N EST (kN - m) 
9P SP 
AB ¿P + 18.75 0.375 18.75 3 21.09 
BC ¿P + 18.75 0.375 18.75 3 21.09 
AD —(¿P + 31.25) 0.625 -31.25 5 97.66 
CD —(ÉP + 3125) -0.625 =31.25 5 97.66 
BD 50 0 50 4 0 
2 237.3 
óNY L 237.5kN-:m 
A», SN AE y Resp. 
F9-9, a 
Elemento n (kN) N (kN) L (m) nNL (kN*+ m) 
AB 0 6 13 0 
BC 0 6 1:S 0 
BD 1 0 2 0 
CD 0 10 29 0 
AD -1.25 -10 2 31:25 
DE 0.75 12 1.5 13.5 
Y 44.75 
nNL _ 44.75kN?-m 
1kN-Az,= » AD A 
44.75kN +: m 
BA METE Resp. 
F9-10. 
óN óN 
Elemento N (kN) E N(P= 0) (kN) L (m) EST (kN + m) 
9P oP 
AB -6 0 -6 1.5 0 
BC 6 0 6 1.5 0 
BD P 1 0 2 0 
CD 10 0 10 20 0 
AD -(1.25P + 10) -1.25 -10 25 31.25 
DE 0.75P + 12 0.75 12 1.5 13.5 
> 44.75 
óNY L 44.75kN:m 
Az, o) AE y Resp. 
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Elemento n (kN) N (kN) L (m) nNL (k N?2. m) 
AB 0.5 S0 a 50.00 
DE 0.5 s0 e. 50.00 
BC 0.5 50) ee 50.00 
CD 0.5 50) 2 50.00 
AH -0.7071 70.71 2V2 141.42 
EF -0.7071 107 2V2 141.42 
BH 0 30 3 0 
DF 0 30 2 0 
CH 0.7071 28.28 22 56.57 
CF 0.7071 28.28 2/7 56.57 
CG 0 0 2 0 
GH 4 -70 2 140.00 
FG E | 0) Pe 140.00 
> 878.98 
nNL 875.98 kN?-m 
1kN-+Ac, = Y e 16 
876 kN: m 
Ac, = a Resp. 
F9-12. 
eN AN 
Elemento N (kN) =— N(P= 40kN) L (m) N (2), (kN - m) 
SP SP 
AB 0.5P + 30 0.5 50) e, 50.00 
DE 0.5P + 30 0.5 SO 2 50.00 
BC 0.5P + 30 0.5 SO e) 50.00 
CD 0.5P + 30 0.5 S0 2 50.00 
AH —(0.7071P + 42.43) -0.7071 -70.71 Na 141.42 
EF —(0.7071P + 42.43) -0.7071 01 22 141.42 
BH 30 0 30 2) 0 
DF 30 0 30 2 0 
CH 0.7071P 0.7071 28.28 ya 56.57 
CF 0.7071P 0.7071 28.28 242 56.57 
EG 0 0 0 2) 0 
GH -(P + 30) | -70 2 140.00 
FE -(P + 30) a] 70 2 140.00 
Y 875.98 
¿NY L  875.98kN-m 
Ac, SN AE 
876 kN: 
Ac, = A Resp. 


d AE 


F9-13. 


F9-14. 


F9-15. 


F9-16. 


SOLUCIONES PARCIALES Y RESPUESTAS A LOS 


Para la pendiente, 


135 kN?- m 


3 


(a Ptas PFP 
dd 0 0 El El 


_ 135kN:m? 
ds El 


Para el desplazamiento, 


270 kN? - m* 


L 3m 
mM (=x)(=30x) 
1kN-A, = dx = d 
As í/ Er” / El e El 
_210KN a 


A 
A» El 


oM 
Para la pendiente, M = — 30x — M”. Por lo tanto, 2 = —1. Sea M' = 0. Entonces, M = (-30x) kN . m. 


M' 


ren [ma ALA sa 
A A aM' ó El El 


oM 
Para el desplazamiento, M = — Px. Por lo tanto, =p = —X. 
Sea P = 30 kN. Entonces, M = (—30x) kN . m. 
Kie ¡neg  [P(E3Ox)kA=xddx 270 kN my 
A PJEI Lo El El 
Para la pendiente,m,=1kN.myM=4kN.m. 


E, 3m 
mM (1)(dx 12 kN? + mé 
tivas Eje LOL. 
A de a El El 


L 3m 
M x(4dx  18kN?-m? 
Inca [A as= | a e 
0 0 El El 


9M 
Para la pendiente, M = M'. Por lo tanto, su 1. 


Sea M' =4kN . m. Entonces, M=4kN - m. 


a a PO PLA 
da IM')JEI JJ El El 


IM 
Para el desplazamiento, M = (Px + 4) kN - m. Por lo tanto, — = 


OP 
Sea P = 0. Entonces, M =4kN-m. 


L /aMvdx 3M4(x)dx  18kN-"m% 
A,= | M E = 1 
—/ IPJEL Jl El El 


Xx. 


PROBLEMAS FUNDAMENTALES 


Resp. 


Resp. 


Resp. 


Resp. 


Resp. 


Resp. 


Resp. 
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F9-17, Para la pendiente,m, =— 1kN .m y M= (-x%) kN .m. 
L 3m 3 
myM Ele) 20.25 kN? - m? 
1kN-m-0z = dx = dx = 
da / En / Er e El 


_ 20.25kN-m? 
úl El 
Para el desplazamiento, m = (—x) kN . m y M= (-19)kN.m. 


E 3Mf— a 2, 3 
M x)(=x 48.6 kN? - 
IkN-ag= / dt áx= [ A a 
0 0 


Xx Resp. 


El El El 
48.6 kN - mé 
Az, = A Resp. 
, oM 
F9-18. Para la pendiente, M = (M' + x3) kN - m. Por lo tanto, TN =1. 
Sea M' = 0. Entonces, M = (-1%) kN. m. 
L 3m 3 
MN d MM Ddx  20.25kN-m? 
0p = w( ) z= ( ED = a BS Resp. 
0 9M') El 0 El El 
Para el desplazamiento, M = — (Px +x%) kN. m. 
oM 
Por lo tanto, SP. = —x.Sea P = 0. Entonces, M = (—x1?) kN « m. 
ñ 3m 3 
¿MY d xl x)dx  48.6kN + m* 
Ag = m( ) * = ( E) = Ea y Resp. 
y 0 oP )El 0 El El 
F9-19. Para la pendiente, m, = (1—0.125x) kN . m y M = (32x — 4x1?) kN - m. 
L gm 2 
M 1 — 0.1251)(32x — 4x 170.67 kN? » m? 
IkNcm-0,= [ dla as= | ( Y aa Ea 
o Él 0 El El 
171 kN - m? 
04 = TN Xx Resp. 
Para el desplazamiento, m = (0.5x) kN . m y M = (32x — 4x2) kN . m. 
+ 05301 = de E 
1kN=A0 = [2% q; = ( ) yy 26.67 KN m 
d El 0 El El 
427 kN - m* 
Ac, ES A Resp. 
E o9M 
F9-20. Para la pendiente, M = M' — 0.125M'x + 32x — 4x?. Por lo tanto, ya] = 1 0.125x. 
Sea M' = 0, entonces, M = (32x — 41?) kN . m. 
L aMN dx 8m (32x — 41?)(1 — 0.125x) 
Or = w( ) SS dx 
0 0M') El 0 El 
170.67kN-m? _ 171kN:m? 
= mn - ca X Resp. 


El El 
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9M 
Para el desplazamiento, M = 0.5Px + 32x — 4x?. Por lo tanto, SP 7 0.5x. Sea P = 0, entonces, M = (32x — 4x2) kN » m. 


aMY d 4m (32x — 4x2)(0.5x)dx 
pj ta )(0.5x) 
d o0P) El 0 El 


_426.67kN-mó  427kN-+m' | 


El El Resp. 
F9-21. Para la pendiente (m,), = 0; (m,), = — 1kN .m, M, = (— 12x,)kN.m 
y M, = — 12(x, +2)kN - m. 
L 2m 2m 
07 0(-12x,) (D[-12Ge + 2)] 
1kN-m-0c = = dx A d 
ds / ana / TA El áS 
ra 72 kN?-m* 
-m-0- = 
E El 
2 kN :m* 
0. = e Y Resp. 
Para el desplazamiento, m, = 0,m, = — x,, M, = (-12x,) kN .m 
y M, = — 1(x, +2)kN .m. 
L 2m 2m 
M 012% —x2)[-12(x, + 2 
mvac= f m a= / ( Lars (=x2)[-12(x) Mo 
o El 0 El 0 El 
80 kN? - m* 
1kN-Ac = 
ld El 
80 kN - m* 
Ac, = — Er 7 y Resp. 
F9-22. Para la pendiente, M, = (-12x,) kN . m y M, = — 12(x, + 2) — M”. 
iaa LE << AM 12(x, +2 
or lo tanto, Yom . Sea ,M, x, +2). 
L 2m 2 
aIMNd -12x1(0 =12(x2 + 2)](21 
= [mí JS] Dart [O (x2 + 2) ]( E 
0 0M') El 0 El 0 El 
72kN + 
a Y Resp. 


El 


Para el desplazamiento, M, = (-12x,) kN . m y M, = — 12(x, + 2) - Px,. 


Mi; 90M, 
Por lo tanto, =p =0y Sp 77% Sea P =0,M, = — 12(x, + 2) kN - m. 
L 2m 2m 
aMNd -12x,)(0 =12(x, + 2) (—x 
hn m JE- ( 0 [—2(0 + 2)1( a 
o oP)El 0 El 0 El 
Ñ SOKN-m* | 


El 
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1 
F9-23. M¡=0.5x1, M, =0.5x,, M¡ = (24%, — on) kN -m 


(051243, =- a) 


1 
(05) 48%, — 6x2 + a 


) 


E mM Ó6m 
1 kN : Ac, += dx = dx» 
"Jo El o El El 
_ 1620 kN?-m' 
El 
1620 kN - m* 
Ac, = Sie y Resp. 
1 3 2 ll 3 
F9-24. M; = 0.5Px1 E 24x1 => 65 M, == 0.5Px) S 48x, > 6x5 an X2. 
Ent a 
ntonces, SP Is SP 3x2. 
1 3 2 1 3 
Sea P = 0, M; — 24x1 q kN - m y M,) = 48x, 6x5 | (2 kN -«m 
1 E] 5 6 Ze 1 3 5 
E dde em | 24x1 — A (0.5x1) 6m | 48x, — 6x3 + qa (0.5x2) 
Ac=/|M = d d 
C, / (57) El / El a El dd 
1620 kN « m* 
ES y Resp. 
F10-1. Superposición 
PR 40(2 266.67 kN « mé 
My BL =N) ( de a 
6El 6El El 
(12 1 4 2667m? , 
BB" 3El — 24El 24El El 
Az=A'z+ Bs 
+0 266.67 kN -m* E (pe) 
El NX El 
B, = 100 kN Resp. 
Equilibrio 
3Y3F,=0; A,=0 Resp. 
+P3F, =0; 100-40-4,=0  A,=60kN Resp. 
(+3M, = 0; 100(2) — 40(4) -M,¿=0  M¿=40kN-m Resp. 
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F10-2. Superposición 


Td El ES ET | 
E EE, 
mm (=x)(=x) 1? 
Fs NÓ / En =p 


Az= Az+ Bf 38 


eta. BEa 3 a) esla te y 


30 El 3El 10 10 
Equilibrio 

+ SF, =0; Aj=0) 

E 

1 woL 

+1 EF, =0; Ay - ¿ML+ 20 y = 

(+EM,=0 Ma+ ma (3 L)(7) 0 M 

UN > És 1 W = —_ 

JS 2 0 2 MS E E 


F10-3. Superposición 


1620(10*) N- mé 


wL* 10(6) 1620kN-mi 


N, = 0.027 ml 
2 8El — SEl El [200(10*%) N/m?][300(1076) m*] 
1? 6? 72 m9 72 m' 
= 1.2(10% m/N 
Fe8= 351" 3517 El (10 )un] 


[200(10?) N/m?][300(1076) m*] 
Az= Az + Bf 38 
(+4) 5(1073) m = 0.027m + B,[-1.2(107%) m/N] 


B, = 18.33(10*) N = 18.33 kN = 18.3 kN 


Equilibrio 
BEF,=0; A,=0 
+7 EF, =0; A, + 18.33 — 60=0 
(+EMa = 0; Ma + 18.33(6) — 60(3) = 0 


F10-4. Superposición 


y Max» a  MaxL) 2 ra Mol? 

Ar = EL 0 aye 1 7 | 
Lñe LD? 1 

as = 3% 1 


ABEI ABEI 6Él 
Az= Ag + Bf pg 


MoL? 1? 3M 
Ey Bl ) B = 22 
AEI AN6EI Y o 2L 


(+1) 0 = 


A, = 41.67 kN = 41.7 kN 


Mai = 70.0kN-m 


Resp. 


Resp. 


Resp. 


Resp. 


Resp. 
Resp. 


Resp. 


Resp. 
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Equilibrio 
3b>F,=0; A=0 Resp. 
_3Mp Mo 
(+EM,a =0; =CA2L) + AL) =Mp=0  Cy=77 Resp. 
+P5F,=0; A A O R 
e 2L AL Y y =“4L e 
F10-5. Superposición 
Pbx 50(2)(4) 366.67 kN « m' 
Np= T? p? 2 8? 2 42 a 
BS EL Ae TOA ) El | 
, Lac 8 10.667 m* ; 
B8" 48EI  48El El 
Az= Az+ Byf 8 
366.67 kN - m* 10.667 ”) 
+n 0 El 2 El 
B, = 34.375 kN = 34.4 kN Resp. 
Equilibrio 
(+EM, =0; 34.375(4) — 50(2) — C,(8) =0 C, = 4.6875 kN = 4.69 kN Resp. 
+PEF, =0; A, + 34.375 — 50 -— 4.6875=0  A,= 203125 kN = 20.3 kN Resp. 
5 EF, =0; A,=0 Resp. 
SwL! 5(10)(12%) —2700kN- m3 2700(10%) N : m' 
Fl0á. Ai = 22 po EZ aa = 0.045 m | 
384Él 384El El [200(10?) N/m?][300(1075) m4] 
En 122 36m? 36 m' 
fia E o pa = 0.6(1076) m/N 1 
48El  48El El [200(10?) N/m?][300(107*) m*] 
Az= Az+ Bf g8 
(+1) 5(1073) m = 0.045m + B,[-0.6(10"%) m/N]  B,= 66.67(10*) N = 66.7 kN Resp. 
Equilibrio 
(+EM,a =0; C,(12) + 66.67(6) — 120(6) =0  C,= 26.67 kN = 26.7 kN Resp. 
+P3F, =0; A, + 26.67 + 66.67 - 120=0 A,= 26.67kN = 26.7 kN Resp. 
BEF, =0; A, =0 


Respuestas a problemas seleccionados 


Capítulo 1 


11. 


1-17. 


1-18. 
1-19. 
1221. 
1-22. 


F = 48.3 k 

F =724.6k 

w = 521 lb/pie 
F =173kN 
w = 468 lb/pie 
6.20 kN/m 


w = 240 lb/pie 
Carga muerta total = 106 Ib/pie? 


F,= 94,5k 

L = 1.70 kN/m? 
L = 3.02 kN/m? 
Po-15 = 27.8 psf 
P20 = 29.1 psf 
Pas = 30.1 psf 
P30 = 31.1 psf 
Barlovento: 
Po-15s = 20.9 psf 
P20 = 21.8 psf 
Sotavento: 

p= 15.4 psf 
p = —-18.6 psf 
F = 81.3kN 


py = 0.816 kN/m? 
pp = 36 lb/pie? 


Capítulo 2 


2-1. 


2-2. 


Sobre BE = 14.2 kN/m; sobre FED, 

E, = 35.6 kN 

Sobre BE carga trapezoidal, pico 21.4 kN/m 
sobre FED cargas triangulares, picos 10.7 


kN/m, con fuerza concentrada de 26.7 kN en E. 


Sobre EF, 0.9 k/pie; sobre ABCDE 3 fuerzas 
de 13.5 k 

Sobre BF = 0.675 k/pie, sobre ABCDE 3 
fuerzas de 6.75 k 

Sobre BG = 230 lb/pie, sobre ABCDE 2 
fuerzas de 1725 lb 

Sobre BG = 368 lb/pie pico triangular 


Sobre ABCD con 2 fuerzas de 736 lb, 184 lb/pie 


pico triangular 
Sobre BE carga trapezoidal, pico 4.125 k/pie, 


sobre FED cargas triangulares, picos 2.06 k/pie 


y E, = 12.9 


2-10. 
2-11. 


2-13. 


2-14. 


2-15. 


2-17. 


2-18. 


2-19. 


2-21. 


2-22. 


2-23. 


Sobre BE 2.20 k/pie, sobre FED fuerza de 13.2 k 


a. Indeterminada de 2? 
b. Inestable 
Estáticamente determinada 


€ 
. 


Estáticamente determinada 

Inestable 

Estáticamente determinada 
Estáticamente indeterminada de 1? 
Estáticamente indeterminada de 1? 
Inestable 

Estable y estáticamente determinada 
Estable y estáticamente indeterminada 
de segundo grado 

Inestable 


PIPOSRO A 


p 


b. Estable y estáticamente indeterminada 
de primer grado 


Cc. Inestable 
a. Inestable 


s 


Estable y estáticamente indeterminada 
de sexto grado 


c. Estable y estáticamente determinada 
d. Inestable 
B 


, = 48.0 KN 
A, = 16.0 kN 
A, = 10.0kN 
Fg=110k 
A, = 953k 
A, =5.00k 
Na = 12kN 
B,=0 
B, = 30kN 
Mz = S4KN-m 
Ny = 4.00 k 
Np= 6.00k 
Ng = 150k 
A, =7.00k 
A,=0 
Na = 9.59k 
C, = 920k 
Ng = 8.54 k 
E, = 708 


665 


666 


2-25. 


2-26. 


2-27. 


2-29, 


2-30. 


2-31. 


2-33. 


2-34. 


2-33. 


2-37. 


2-38. 


2-39. 


2-41. 


RESPUESTAS A PROBLEMAS SELECCIONADOS 


C = 94.8 lb 
A, = 47.41b 
A, = 398 lb 
B, = 5.12 kN 
A, = 14.7kN 
B, = 20.0kN 
e 
B, = 7.50 kN 
Ma = 45.0kN-m 
A, = 7.50kN 
A,=0 
A, = 4.00kN 
My = 63.0kN+-m 
B, = 17.0kN 
B, = 
Ay, = 2.00kN 
B, = 12.0kN 
B, = 
My = 32.0kN-:m 
_2P 
w= TL 
_4P 
W= + 


w:, = 83.3 lb/pie 
w, = 167 lb/pie 


A, = 30.0 kN 
A, = 6.67 kN 
C, = 10.0 kN 
C, = 6.67 kN 
Na=112k 
B,=9.70k 
B,= 410k 
B,= 16.6k 
A, = 29.0k 
A a iTOk 
A, = 300 N 
A, = 300 N 
C, = 300N 
C, = 300N 
T = 350 1b 
A, = 700 1b 
A, = 1.88k 
D, =1.70k 
Di 70 
Fag = 1.53 k 
Fep = 350 lb 
A, = 522 1b 


A, = 1.47k 


2-42. 


2-43. 


e 
= 
Il 

[e 
Z 
00 
= 
a” 


A 
< 


- 
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= 
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00 
2 
(e 
wm 


Re 


Capítulo 3 


3-1. 


3-2. 


33. 


3-6. 


. Inestable 

. Estáticamente indeterminada de 1? 
Estáticamente determinada 

. Estáticamente determinada 

. Estáticamente determinada 

. Estáticamente determinada 

Inestable 

. Interna y externamente estable (de 2?) 
. Interna y externamente estable (de 1?) 
Interna y externamente estable (de 1?) 
Fcp = 780 lb (C) 

Fc = 720 lb (T) 

Fog=0 

Fog = 780 lb (C) 

F gg = 297 lb (T) 

Fa = 7221b (T) 

Fan = 447k(C) 

Fag = 4.00 k (T) 

Fc = 4.00 k (T) 

Fa =0 

Fc = 2.24k (C) 

Fuyo = 2.24k (C) 


PIPOr»ao sy" 


Il 


Fra =0 
Frg = 15k(C) 
Fez = 224k(C) 
Foc=0 

Fac = 2.24k (T) 
Fap = 3.5k(C) 
Foc =0 


Foc = 9.24 kN (T) 
Fog = 4.62 kN (C) 
Fer = 9.24 kN (C) 
Fcg = 9.24 kN (T) 
Fa = 9.24 kN (C) 


3-9. 


3-10. 


3-11. 


3-13. 


3-14. 


Fza = 9.24 kN (T) 
Fea = 4.62kN (C) 
Far = 3.33 k (T) 
Fag = 2.67k(C) 
Fap = 9.00k (C) 
Fac = 2.67 k (C) 
Frc = 5.00k (T) 
Fag = 133k(C) 
Fey = 300k (C) 
Fep = 1.33 k (T) 
Fpg = 1.67k(C) 
Fap = 117k(C) 
Fgp = 8.875 k (T) 
Fop=0 

Foc = 8.875 k (T) 
Fan = 215k(C) 
Fag = 1.375 k (T) 
Fan =0 

Fac = 1.375 k (T) 
Frec = 4.04 k (C) 
Fra = 7.67k (C) 
Foc = 300k (C) 
Fon = 7.67k(C) 
Fcn = 5.86 k (T) 
Fep = 8.33kN (T) 
Fep = 6:67 kN (C) 
Fac = 6.67 kN (C) 
Fes = 5KN (T) 
Far = 20kN (T) 
Fear = 15kN (T) 
F ap = 180 kN (C) 
F ag = 10.0 kN (C) 
Fag = 417kN (C) 
Frg = 7.50 kN (T) 
Frg = 12.5 kN (T) 
For = 163kN (C) 
Foc = 8.40 kN (T) 
Fea = 8.85 kN (C) 
Fac = 6.20 kN (C) 
Fer = 8.77 KN (T) 
Fcg = 2.20 KN (T) 
Fa = 3.11 kN (T) 
Fap = 6.20 kN (C) 
Fra = 620kN (T) 
Fax = 429kN(C) 
F ag = 411 kN (T) 
Fxg = 4.00kN (C) 
Fx = 42.9kN(C) 


RESPUESTAS A PROBLEMAS SELECCIONADOS 


3-15. 


3-17. 


3-18. 


3-19. 


3-21. 


3-22. 


3-23. 


3-25. 


667 


Fg, = 7.94 kN (T) 

Fc = 34.3 kN (T) 

Fj¡= 357kN(C) 

Fjc = 6.00 kN (C) 

Fc = 9.11 kN (T) 

Fcp = 27.4kN (T) 

Fig = 35.7kN (C) 

Fyp = 6.00 kN (C) 

Fyg = 7.94 kN (T) 

Fc = RIKN(C) 

Fep = 34.3 kN (T) 

F¡p = 9.11 kN (T) 

Fr 6 = N9IKN(C) 

Foz = 4.00 kN (C) 

Frg = 41.1 kN (T) 

Fan = Fpg = 25kN(C) 

Faz = Fpz = 20kN (T) 

Fsc = Fep = 20kN (T) 

Fm = Fpp = 10kKN (T) 

Fu = For = 16.7kN (C) 

8.33 kN (C) 

Foc = 20 kN (T) 

Fac = Fpg = 4.00 kN (T) 

Faz = Fpc = 3.46 kN (C) 

Far = Fefp = 4.00kN (T) 

Fog =Fic=0 

Far = Fes = 2.31 kN (C) 

Fc = 2.31 kN (C) 

Foc = 1.7k(T) 

Fra = 16.6k (C) 

Fc = 4.86 k (T) 

Fcp = 2.00 k (T) 

Fjy = 2.50 k (T) 

Fix = 4.03 k (C) 

Los elementos KN, NL, MB, BL, CL,IO, OH, 
GE, EH, HD son elementos de fuerza cero. 
Fcp = 6.67 KN (T) 

For = 2.5kN(C) 

Foc=0 
Fac = 8.00 kN (T) 
Fuga = 10.1 kN (C) 
Fa = 1.80 kN (T) 
For = 1.78kN (T) 
Fcp = 2.23kN (C) 
For =0 
Fig = 6.00 kN (T) 
F¡p = 4.24 kN (T) 
Fcp = 10.1 kN (C) 


Il 


Fuc = Fer 


668 


3-26. 


3-27. 


3-29. 


3-30. 


3-31. 


3-33, 


3-34. 


RESPUESTAS A PROBLEMAS SELECCIONADOS 


F y, = 9.00 kN (T) 

Fic = 6.00 kN (C) 

Fcp = 10.1 kN (C) 

Fx, = 115kN (C) 

Fc, = 27.0 KN (T) 

Fcp = 97.5 kN (T) 
Fag=0 

Fac = 1.50k (C) 

Fog = 0.707 k (T) 

Fc, = 0.500 k (C) 

Fg, = 0.707 k (C) 

Fj, = 0.707 k (T) 

Fix = 0.500 k (C) 

Fix = 0.707 k (C) 

F¡p = 0.707 k (T) 

Fa = 2.12k (T) 

Fac = 1.00 k (C) 

Frec = 0.707 k (T) 

Fry = 2.12 k (T) 

Fx = 0.707 k (T) 

Fx, = 1.50k (C) 

Fjy4 = 2.12k (T) 
Fop=0 

Fpg = 0.500 k (C) 

Fez = 0.707 k (C) 

Fyg = 0.707 k (T) 

Fjg = 1.50k (C) 

Fap= Fg=0 

Far = Fac = 4.00 kN (C) 
Frp = Fez = 8.94 kN (T) 
Frg = Fep = 11.3KN (C) 
Fep = 16.0kN (C) 

Fes = 1.15kN (T) 

Fgp = 3.46 kN (C) 

Fa = 115kN (T) 

Fac = 1.15 kN (T) 

Fap = 4.24 kN (T) 

Fap = 1.58 kN (T) 

Fc = 1.41 kN (C) 

Fcp = 4.73KN(C) 

Fzg = 1.15kN (T) 

Fag = 6.46 kN (T) 

Fac = Fap = 1.50kKN(C) 
F5c = Fgp = 3.70kKN (C) 
Fzg = 4.80 kN (T) 

Fac = Fgp = 1.34kN (C) 
Fig =24kN(C) 

Fac = Faz = 1.01 kN (T) 


FG = 1.80 kN (T) 
Fpg = 1.80 kN (T) 
335. Fpg=0 
Fip=0 
3-37. Fagz=400kN (T) 
Fg = 5.66 kN (T) 
F zp = 2.00 kN (C) 
Fac = Faz = Fog = Foc = Fez 
3-38. Fyc=115kN(C) 
Fpp = 4.16 kN (C) 
Fpg = 4.16 kN (T) 
3-39. Fop=0 
Fcp = 2.31 kN (T) 
Fzp = 3.46 kN (T) 
Capítulo 4 
41. N¿=0 
Ve = 0.667 kN 
Mc = 0.667 kN - m 
Np=0 
Vp = -5.33kN 
Mp = -933kN-m 
42. N¿=0 
Ve = 3.33 k 
Mc = 58.3 k * pie 
Np=0 
Vp = -6.67 k 
Mp = 91.7 k: pie 
43. NA1=0 
V 1 = 450 lb 
Ma = -1.125 k- pie 
N¿=0 
V ¿ = 850 lb 
Mp = -6.325 k : pie 
V¿=0 
Nc = —1.20 kip 
Me = -8.125 k : pie 
45. —w= 100 N/m 
46. N¿=0 
Ve = 0.75 kN 
Mc = -0.375kN « m 
Np=0 
Vp = 1.25kN 
Mp = 1.875kN-m 
47  N¿=0 
Ve = 1.75kN 


Mc = 8.50kN-m 


4-9. 


4-10. 


4-11. 


4-13. 


4-14. 


4-15. 


4-17. 


4-18. 


4-19. 


N¿=0 

Ve = 1.25 kN 
Mc = 3.50kN-m 
N¿=0 

Ve = 0.870 k 
Me = 11.2 k- pie 
Np=0 

Vp = 0.930 k 
Mp = 11.0k: pie 
N¿=0 

V¿ = 0.450 k 


My = 0.675 k* pie 
0O=x<1m,V = 450kN 

M = (4.50x) kN - m 
lm<x<3m,V = 0.500 kN 
M = [0.5x + 4) kN -m 
3m<x=<4m,V = -5.50kN 
M = ([-5.50x + 22) kN -m 


vostra? 
As a 
M=-=% 

E Era 
a<x=L,V= z 


Me 27 
Ab: 3] 


0=x<2m,V = 3.75kN 

M = (3.75x) kN - m 
2m=<x=<4m,V = -3.25kN 
M = (-3.25x + 14) kN -m 
4m<x=<8m, 

V = -3.25 kN, 

M = (-3.25x + 26) kN «m 
0O=x<1m,V = -—4kN 

M = [(-4x)kN-«m 
lm<x<2m,V = -12kN 

M = (-12x + 8)kN-m 
2m<x=3m,V = -20kN 
M = [-20x + 24) kN «m 
0=x< 6 pie, V = (30 — 2x] k 
M = ([(-x? + 30x — 216) k- pie 
6 pie < x = 10 pies, V = 8.00 k 
M = ([8x — 120) k- pie 

0= x< 4 pie, V = —250 lb 

M = ([-250x) lb: pie 

4 pies < x < 10 pies, V = (1050 — 150x) lb 
M = (-75x? + 1050x — 4000) lb - pie 
10 pies < x <= 14 pies, V = 250 lb 
M = (250x — 3500) lb * pie 


RESPUESTAS A PROBLEMAS SELECCIONADOS 


4-21. 


4-22. 


4-23. 


4-25. 


4-26. 


4-27. 


4-29. 


4-30. 


431. 


4-33. 


4-34. 


4-35. 


4-37. 


4-38. 
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V = [-10x? — 800) lb 

M = (-3.33x* — 800x — 1200) lb * pie 
V = (0.444x? — 8x + 36) kN 

M = (0.1481? — 41? + 36x — 108) kN - m 
V máx = 7386 lb 

Mmáx = 72400 lb : pie 

V 


máx = 4.89 kN 
Mmáx = 20kN: m 
Vimáx = 10.1 k 
Mmáx = 760k: pie 
Vimáx = 23.04k 
Mmáx = 11.6k-* pie 
Vimáx = 71.25kN 
Mimáx = 0.521 kN 
V máx = 510 1b 
Mmáx = 2401 lb : pie 
Vi 

9wL? 

Mmáx = 128 
V máx = 186 kN 
Mmáx = 224kN:m 
V máx = +1200 lb 
Mmáx = 6400 lb : pie 
V máx = 73.80 k 
Mmáx = 755.2 k- pie 
V máx = 24.5 kN 
Mmáx = 34.5 kN - m 
V máx = 83 kN 
Mmáx = -180kN:m 
Vmáx = 11.8k 
Mmáx = 787.6k- pie 
Vmáx = 12Kk 
Mmáx = 790 k: pie 
V máx = 20.0 k 
Mmáx = 714 k: pie 
V máx = 236k 
Mmáx = 162 k: pie 
V máx = 13.3 kN 
Mmáx = 26.7 kN: m 
Vimáx = 214.5 kN 
Mmáx = 52.5kN-m 
V máx = 2.22 k 
Mmáx = 15.5 k* pie 
Vmáx = 12Kk 
Mmnáx 90 k: pie 
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RESPUESTAS A PROBLEMAS SELECCIONADOS 


Capítulo 5 


5-1. 


522. 


53. 


56. 


57. 


59. 


5-10. 
5-11. 


5-13. 
5-14. 


5-15. 


5-17. 


5-18. 


5-19. 


5-21. 


5-22. 


5-23. 
5-25. 


5-26. 


1 = 20.2 pies 
Tmáx = 6.41 kN 
ya = 2.43 m 
Tc = 1.60 kN 
Tep = 3.72 KN 
Tag = 2.99 kN 
yp = 2.10m 

P = 71.4 1b 

P, = 2.50kN 
P, = 6.25 kN 
Fmáx = 12.5 kN 
y = 0.03561x? 
To = 7.03k 
Tg= 103k 

T mín = 400 kN 
Tmáx = 841 kN 
w = 51.9 lb/pie 
Tmáx = 14.4 k 
T mín = 13.0k 
Tmáx = 10.9k 
T mín = 100 k 
Tmáx = 117k 
Teancho = 10k 
Viañs 7 +5 k 
Mmáx = 6.25 k - pie 
T mín = 6.25 MN 


Tmáx = 6.93 MN 

y = (38.51? + 577x)(10*) m 
Tess = 520ÉN 

Tf = TORN 
T¿=Tp=8.75kN 

Tancho = 1.31 KN 


A,=0 
C, = 9.55 kN 
A, = 15.5kN 
T = 4.32kN 
Fg=6.77k 
F,= 10.8k 
Fo= 117k 


Mp = 10.8kN-m 

B, = 46.7k, B, = 5.00k 
A, = 46.7k, A, = 95.0k 
Cy, = 46.7k,C, = 85k 
hi = 43.75 pies 

h, = 75.00 pies 

h3 = 93.75 pies 


5-27. 


5-29. 


By = 0.216 k, B, = 2.72 k 


Ay= DA, =378L 
C, = 0.276k,C, = 0.216 k 
Aj 3k 

D, = 8.06k 

A, = 194k 

Tap = 4.08 k 


Capítulo 6 


6-15. 


6-17. 


6-18. 


6-19. 


6-21. 


6-22. 


6-23. 


6-25. 


6-26. 


6-27. 


6-30. 


6-31. 


6-33. 


6-34. 


6-35. 
6-37. 


6-57. 
6-58. 
6-59. 
6-61. 
6-62. 
6-63. 


(MoOmáx = 142kN:m 
(VoJmáx = 20 KN 
(By)máx(+) = 12.4 k 
(Mp)máx(-) = 737.5 k * pie 
(Momáx(+) = 112.5 k : pie 
(By)máx(+) = 24.75 k 
(Aymáx(+) = 70.1 k 
(Mo)Jmáx(+) = 151 k : pie 
(V 4*)máx(+) = 40.1 k 
(Mp)máx = 24 k: pie 

(M 1)máx = 786.4 k - pie 
(V D)máx = 5.40 k 
(By)máx(+) = 87.6 KN 
(Momáx+) = 72.0kN «m 
(VoJmáx(-) = 723.6 KN 
(Ay)máx(+) = 20.5 k 
(ME)máx(+) = 51.25 k : pie 
(Ver)máx(+) = 33.0 k 

(V 8c)máx(+) = 7.15 kN 
(Mo)máx(-) = 79.81 kN: m 
(V 8c)máx(+) = 17.8 kN 
(Momáx(+) = 46.7 KN -m 
(V 4B)máx = 2.73 k 
(Mp)máx = 61.25 k - pie 
(V c)máx = 7K 

(Momáx = 105 k : pie 

(V DE)Jmáx-) = 52.9 k 
(MoJmáx=) = 7118 k : pie 
(V peJmax(+) = 5.07 k 

(M )máx(+) = 19.2 k * pie 
(Veomsx-) = =6k 

(V 8c)max(-) = 78.21 kN 
(Mimáx +) = 12.3 kN :m 
(Fenmax+) = 12.0k (T) 
(Ferdmáx(+) = 7.54 k (T) 
(MoOmáx = 4.1 kN -m 

(V 5)máx = 1.46 k 
(Momáx+) = 20.0kN « m 
(Momáx(+) = 16.8 k * pie 


6-65. (Mo)máx(+) = 34.0 kN + m 
6-66.  (Mc)máx(+) = 4375 k : pie 
6-67.  (Fscimix = 2.37 k (T) 
6-69. Mmáx = 67.8kN-:m 
6-70. Mmáix = 645kN-:m 
6- TL. Vmáx = 10kN 
Mmáx = 739kN-:m 
6-73. Mmáx = 555k:- pie 
6-74. Vals = 67.5kN 
6-75. Mmáx = 164kN-:m 
6-77. Mmáx = 97.2 k- pie 
6-78. Mmáx = 130k- pie 
6-79. Vabs= 12.5k 
6-81. Muni = 10.5 k- pie 
Capítulo 7 
TA Fig =Fgr= 14.1 kN(C) 
Fe = 10.0 kN (C) 
Fag = 10.0 kN (T) 
Foz = Fgp= 14.1 kN (C) 
Fpg = 10.0 kN (C) 
Fc = 10.0 kN (T) 
Far = 60.0 kN (C) 
Fzg = 20.0 kN (C) 
Fcp = 30.0 kN (C) 
72  Fie=Fcg=0 
Fzp = 28.3 kN (T) 
Fez = 20.0 kN (C) 
Fig=0 
Fzp = 28.3 kN (T) 
Fpg = 20.0 kN (C) 
Fsc=0 
Far = 70.0KkN (C) 
Fzg = 40.0 kN (C) 
Fcp = 40.0KN (C) 
73.  Fyg=589k(T) 


Fac = 5.89 k (C) 
F ag = 9.17 k (T) 
Fan = 14.2 k(C) 
Fuo = 417k(C) 
Foc = 118 k(C) 
Fap = 1.18 k (1) 
For =75k(C) 

Fog = 50 k(C) 

Fac = 12.5 k (T) 
Fac = 8.25 k (T) 
For = 8.25 k(C) 
Fcp = 5.83 k (T) 


RESPUESTAS A PROBLEMAS SELECCIONADOS 


7-5, 


7-6. 


7-7. 


7-9, 


Fap = 15.8 k (C) 
Fpg = 0.833 k (C) 
Frc = 5.0k(C) 
Fac = 12.1k(C) 
Faj = 121k(T) 
Fag =7.67k (T) 
Fon = 9.67k (C) 
Fgp = 0.417k(C) 
Fco = 0.417 k (T) 
Fra = 19.7k(C) 
Fac = 17.7k (1) 
Fpp = 1125 k (C) 
Fes = 1125 k (T) 
Fap = 110k(C) 
Fep = 9.00 k (T) 
Fan = 1425k (C) 
FaG = 7.00k (C) 
Fog = 13.75k (C) 


Fac =Fgr=Fpr=0 


Fes = 22.5 k (T) 
Fpg = 20.5k (C) 
Fan = 24.2k (T) 
Fon = 19.3k(C) 
Fag = 2.00k (C) 
Fco = 0.833 k (T) 
Fr6 = 20.0k (C) 
Fac = 173k(T) 
Fer = 20.0 kN (C) 
Fep=0 

Fan = 215k(C) 
FagG = 145 k (C) 
For = 140k(C) 
Fpg = 20.5 k (C) 
Fac = 3.33 kN (T) 
Fap = 3.33kN (C) 
Fep = 2.67 kN (T) 
Fac = 2.67 kN (C) 
Fcp = 2.00 kN (T) 
Fr = 10.0 kN (T) 
Far = 10.0kN (C) 
Fag = 133 kN (T) 
Fag = 133kN (C) 
Fag = 4.00 kN (T) 
Far = 6.00kN (T) 
Fong = 2.48 k (C) 
Fer = 2.48 k (T) 
Fra = 325 k (C) 
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7-10. 


7-11. 


7-13. 


7-14. 


7-15. 
7-17. 


7-18. 


7-19. 


RESPUESTAS A PROBLEMAS SELECCIONADOS 


Fcp = 325k(T) 
Fac = 3.89 k (C) 
FzgG = 3.89 k (T) 
Fc = 7.75k (T) 
Fac =7.75k(C) 
Fgp = 2.12k (C) 
Fpg = 1.50 k (T) 
Fpp = 0.250 k (C) 
Fc = 1.00 k (C) 
Fa =2.75k(T) 
Fo = Fac =0 
Fer = 4.95 k (T) 
Fcp = 1.50 k (T) 
Fr = 5.00 k (C) 
Fz6 = 7.78k(T) 
Fc = 5.00 k (T) 
Fac = 10.5k (C) 
Fgp = 2.12 k (C) 
Fpg = 1.50 k (T) 
Fpp = 2.00 k (C) 
Fco = 5.50 k (C) 
Fag=0 

Fpp = 6.67 kN (T) 
Fez = 6.67 kN (C) 
Fcp = 5.33 kN (C) 
Fac = 15.0kN (T) 
Fp = 15.0kN (C) 
Fep = 5.33 kN (T) 
Fc = 22.7KkN (C) 
Fap = 22.7kN (T) 
Fpg = 4.00 kN (C) 
Fer = 5.00 kN (C) 
Fag = 9.00 kN (T) 
MA = 4.86kN -m 
M5 = 3.78kN:m 
M7 = 4.05 k: pie 
Mp = 7.20k: pie 
Ma = 403kN-m 
M, = 9.00 k - pie 
M| = 20.25 k * pie 
My = 27.0k: pie 


A, =0;B,=0;C,=0 
A, =12k;B,=16k;C, =4k 
MA = 16.2k- pie; Mz = 9k:- pie; 


M¿ = 7.2 k:- pie 
Articulados: 
A, = 6.00kN 


7-21. 
7-22. 
7-23. 


7-25. 


7-26. 


7-27. 


A, = 18.0 kN 

B, = 6.00 kN 

B, = 18.0 kN 
Fijos: 

Ay = 6.00 kN 

A, = 9.00 kN 
Ma = 180kN-«m 
B, = 6.00 kN 

B, = 9.00 kN 


Mz= 18.0kN-m 
Fer = 1.77k (1) 
Fez = 1.06 k (T) 


A, = 1.50k 

A, = 1.875 k 
Ma = 9.00k: pie 
B,=1.50k 

B, = 1.875 k 


M5 = 9.00 k : pie 

FpgG = 3.125 k (C) 
Fcp = 2.00 k (T) 

Fra = 1.00k (C) 

Fpp = 3.125 k (T) 
Fpg = 3.00 k (C) 

FeqG = 27.5kN (T) 
Frp = 24.0 kN (C) 
Fc = 400 kN (C) 
Fog = 27.5kN (C) 
Fpg = 20.0 kN (T) 
FreqG = 15.0kN (T) 
Fc = 4.00 kN (C) 
Frp = 14.0kN (C) 
Fez = 15.0kN (C) 
Fpg = 10.0 kN (T) 


A, = 10.0kN 
A, = 14.0kN 
Ma = 30.0kN-m 
B, = 10.0kN 
B, = 14.0kN 


Mz = 30.0kN-m 

Fr = 175kN (C) 
Fer = 16.5 kN (C) 
Fon = 17.0 kN (T) 
Fe = 17.5 kN (T) 
Fui = 4.00 kN (C) 
Fg¡ = 17.5 kN (C) 


7-29, 


7-30. 


7-31. 


11-33. 


7-34. 


Fc; = 25.0 kN (C) 


A, = 2.00k 

A, = 1.125k 
Ma = 12.0k: pie 
B,=2.00k 

B, = 1.125 k 


M¿= 1M2.0k: pie 
Fox = 1.875k (C) 
Fop=0 

Fx = 0.500 k (C) 


A, = 2.00 k 
A, = 1.875k 
B, = 2.00k 
B,= 1.875 k 


Fox = 3.125k(C) 
For =0 

F yg = 0.500 k (T) 

Fro=0 

Fey = 0.500 k (T) 
Fay = 3.125k(C) 
Fc = 4.02 kN (C) 
Fx = 5.29kN (T) 
Fui = 5.43 kN (C) 
Fac = 2.52 kN (C) 
Fx = 1.86 kN (T) 
Fu = 2.99 kN (C) 


Capítulo 8 


s-1. 


s-—2. 


8-3. 


8-5. 


a Pa(a — L) 
2 SE 
Px; 2 
v = SEL F 3a(a — L)] 
Pa 
Uy: = ao L) | a”] 
Umnáx = ÓN a 21) 
JP] 
ES SEI 
E =Pr 
CGE 
E _1PL? 
di 48El 
v dE (=x1 + 4axi — 6a%x1) 
, ar ' , ñ 
VU = MA ax, + a— AL) 


RESPUESTAS A PROBLEMAS SELECCIONADOS 


Ss-6. 


s—7. 


S-9. 


8-10. 


S-11. 


8-13. 


8-14. 
8-15. 


8-17. 


8-18. 


8-19. 


8-21. 


8-22. 
8-23. 


8-25. 
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de E 
a 6El 

war 
8 yg pe 

wL* 
(U)máx = == 
12 18V3EI 

SwpoL? 
ls 

192E1 

A01?x? — 16x* — 25L* 
ITA di > ) 

_ woL* 
Ymáx = 120€] 
dE TwWAP 
a 6El 

wax; 
vo = DE ¡e% = 9ax;) 
as Twa?* 
$ 12E1 
0 al x3 + 8axi — 240 4x3 + 4ax; 
05 = 0.00268 rad X 
Asñg =0322 pulg ) 


0 = 0.00268 rad X 

A máx = 0.322 pulg | 
3937.5 k - pie? 
PAR 


0 = El 
50,625 k - pie? 
Es En > 
a =0.153L 
a = 0.153L 
L 
E 
4El 
Pa? 
de =p) 
4El 
Pa? 
Ac = Ef! 
0c = 0.00171 rad X 
Ac = 3.86 mm | 
a =0.152L 
a =0.152L 
SE) 
a 18 N m 
dps 90 kN my 


El 


a?) 
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S-26. 


8-27. 


8-29. 


$-30. 


8-31. 


8-33. 


8-34. 


8-35. 


8-37. 


8-38. 


8-39. 


RESPUESTAS A PROBLEMAS SELECCIONADOS 


dS 7Pg8 
4El 
DE | 
CC AEI 
des 7Pa? 
4EI 
_ 9Pa? | 
Cc" AEl 
P 
a 
ls 5PAR 
DEI 
3Pa? 
Ac = agp 
Bi 5Pa? 
B" EI 
_3P4 | 
C AEI 
MAL 
0 = El 
_ 0.00802MpL? 
max El 
3Pa? 
0. = Er Xx 
_25PP ñ 
CC 6El 
3Pa? 
A Xx 
_25P4 | 
Cc 6El 
75 kN - m? 
Op = — EL Y 
169 kN - mé 
AS y 
1008 k - pie? 
cr XxX 
10368 k - pie? | 
q— El 
1008 k : pie? 
0p — EL X 
10368 k - pie? | 
ci El 


Capítulo 9 


9-1. 
92. 
9-3. 
9-5. 


Aa, = 0.536 mm | 
Aa, = 0.536 mml 
Az, = 3.38 mm] 
Az, = 2.95 mml 


9-6. 


97. 


9-9, 


9-10. 
9-11. 


9-13. 


9-14. 


9-15. 
9-17. 
9-18. 
9-19, 


9-21. 


9-22. 


9-23. 


9-25. 


9-26. 


9-27. 


9-29, 


9-30. 


9-31. 


9-33. 


9-34. 


9-35. 


Ag, = 2.95 mml 

— 199KkN my 
> AE 

Az, = 0.0392 pulg) 
Az, = 0.0392 pulg y 
Aa, = 0.0582 pulg 


170 k - pie 
a 

170 k - pie 
4 
Ac, = 491 mm 
Aa, = 0.0341 pulg l 


Aa, = 0.0341 pulg 4 
Aa, = 0.507 pulg? 


E 
C* 48El 
. PE 
0 = 61 
BE 

C 48El 
_ PP 
0 = 167 
2Pa? 

Ac SET" 
_ SPA? 
0 = CE 
_ 5SPa? 
00 = CE 
6El 


0. = 0.00156 rad X 
Ac = 0.145 pulg | 
06 = 0.00156 rad X 
Ac = 0.145 pulg | 


0. = 0.00670 X 
Ac = 0.282 pulg | 
3150 N - m? 
= AX 
DS El 
6637.5 N- mó 
A _ A 
Ad El | 
3150 N : m? 
AAN 
2 El 
6637.5 N «mé 
[==] 
El 


0 = 0.00448 rad 4 
Az = 0.455 pulg 


9-37. 05 = 0.00448 rad 4 
Az = 0.469 pulg | 


ps dea 
3 2 ASE 
9-39. Ac = woL* 
2 E 120E1 
9 kN: m? 
941 0,= A Y 
22.95 kN - mó 
PT. E 
1397 k * pie? 
9-42. Ap= AA 
1397 k * pie? 
9-43. Ap= Y 
440 k - pie? 
9-45. (Ap) = 7 
SwL* 
9-46. Ac = 
i CG BET 
4 
Sue de 
y AEI 
1148 k : pie? 
9-49, Ac, = E 
1148 k « pie? 
9-50. Ac, _— A. 


9-51. (Ac), = 2.81 mm 
9-53. (Ac), = 2.81 mm 
9-54. 0, = 0.414(10?) rad 
9-55. 0, = 0.414(10*) rad 
9-57. (Ac), = 0.0401 pulg — 


de 79.1 k- pie? 
—30. de = Ao > 
( Jn El 
79.1 k- pie? 
9-59. (Ach = ——— 
5 ( On El =* 
417 k- pie? 
9-61. (Ac), = A ”* 
Capítulo 10 
101. A,= 
2wpL 
E 
_ woL 
B,=30 
E woL? 
5 
102. C,=0 
C, = 14.625 k 
B, = 30.75 k 
A, = 2.625 k 


RESPUESTAS A PROBLEMAS SELECCIONADOS 


10-3. 


10-5. 


10-6. 


107. 


10-9. 
10-10. 


10-11. 


10-13. 


10-14. 


10-15. 


10-17. 


A=0 
_TWL 
Y 128 
9wL? 
Ma= 138 
ma 
a 
A;=0 
sE 
B, =37.7k 
A,=0 
A, =17.1k 
C,=17.1k 
Az = 1.50 mm 
2640 k - pie* 
SET 
B, = 751b 
A;=0 
A, = 75 lb 
MA = 200 1b: pie 
B, =7.20k 
A, = 0.900 k 
A,=0 
C, = 0.900 k 
Cy = 3.75k 
A, = 21.75k 
C, = 42.4k 
A, = 29.6k 
C, = 1.875 k 
Ay, = 3.00 k 
y = 3.125k 
Ma = 6.25 k: pie 
A, = 4.35k 
C,=0 
C, = 5.65 k 
Mc = 10.4 k- pie 
C, = 39.0kN 
A, = 33.0kN 
A, = 24.0kN 


Ma = 45.0kN-m 
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10-18. 


10-19. 


10-21. 


10-22. 


10-23. 


10-25. 


10-26. 


10-27. 
10-29. 


10-30. 


10-31. 


RESPUESTAS A PROBLEMAS SELECCIONADOS 


Mp = 19.5k: pie 
x= -2.27k 

y = 22.5 k 
y =22.5k 
r=2.27k 

: =5.41k 
y =2.59k 
y = 4.65 k 
= 4.65 k 

¿ = 2.65 kN 
¿ = 2.65 kN 
,J=0 

y=0 

¿ = 1.53 kN 
x= 1.53kN 
y = 7.50kN 


y 


Xx 


Il 


Xx 


D 
D 
A 
A 
D 
A 
D 
A 
A 
A 
A 


B 
B 
B 
B 


A, = 15.0kN 


Fan = 0.667 k (C) 
Fgp = 0.667 k (T) 
Fac =0 

Fez = 306k (C) 
Fac = 823k(C) 
Foc = 6.58 k (T) 
Fpg = 5.10k (T) 
Fag = 101k(C) 
Fpa= 494k(T) 
Fac = 7.91 kN (C) 
F ap = 8.54 kN (C) 
Far = 6.04kN (T) 
Fag = 6.04kN (T) 
Fcg = 14.1 kN (T) 
10.0 kN (C) 
Fgg = 5.61 kN (T) 
Fgp = 14.0kN (C) 
Fog = 3.96kN (C) 
Fac = 1.41 k(T) 


y 

C 

S 
1 


Foc = Fes = 0.414k (T) 


Fpg = 0.586 k (C) 
Fep = 4.63 kN (T) 


10-33. Fpg= 19.2kN 
Fc = 53.4kN 
10-34. Fgp = 22.8k (C) 
Fag = 18.4 k (T) 
Fac = 16.3 k (T) 
10-35. Fgc = 28.1 k (T) 
10-37. C,=0 
c=t 
10-38. F¿p = 7.48 kip 
10-39. Fic = 28.0 k 
10-45. C,= 0.241 k 
Capítulo 11 
11-1. M,A= -4.62 k: pie 
Mp = -8.76k-: pie 
Mc = —10.6 k- pie 
112. Maz= -102k: pie 
Ma = 8S4k: pie 
Mc = -84k: pie 
Mcz = 48k: pie 
113. Maz = -—185kN-:m 
Mcg = 20.4kN -m 
Ma = 1925kN-m 
Mc = -1925kN:m 
115. Maiz = 409kN:m 
Mza = 818kN-m 
Myc = -8.18kN-:m 
Mcg = 8.18kN-m 
Mcp = -8.18kN:m 
Mpc = -409kN:m 
116. Map = -49.5k:pie 
Ma = 13.5k: pie 
Mc = -13.5k: pie 
Mcg = 9k: pie 
Mcep = -9k:pie 
Mpc = 40.5 k- pie 
117 MgA=4125kN:-m 
M5c = -4125kN-m 
11-9. Maz = -167 k: pie 


Ma = 66.0 k-: pie 
Mc = 66.0 k pie 
Mcg = 2.61 k : pie 
Mep = 2.61 k- pie 


11-10. 


11-11. 


11-13. 


11-14. 


11-15. 


11-17. 


11-18. 


11-19. 


11-21. 


11-22. 


11-23. 


Capítulo 12 


2-1. 
2-2. 


= —10.5 k * pie 
= 24 k: pie 

= 24.5 k : pie 
= —0.923 k * pie 


0.923 k : pie 
27.2 k * pie 


= -27.2k- pie 
= -126k-: pie 
= 72 k: pie 


72 k - pie 
36 k - pie 


= -42.9 k: pie 


16.7 k - pie 


= -1.98kN:m 
= 0,540kN:«m 


0.540 kN - m 


= -2.11 k: pie 
= 40.8 k : pie 


40.8 k - pie 


= 69.8kN:m 


34.9 kN: m 


= -34.9kN-m 
= —-13.4k- pie 
= 13.4k-: pie 
= 13.4 k : pie 


13.4 k pie 


= 64.0kN « m 
= S0.0kN-«m 
= —64.0kN:«m 


—80.0kN « m 


= -25.9kN:m 
= -3.32kN-:m 
= 3.32kN:m 
= 6.32kN:-m 
-= -9.43kN-m 
= -6.32kN-«m 
= 25.4 k: pie 
= 56.7 k* pie 


Mc = -84.0k- pie 
—230 k : pie 
187 k - pie 
-122 k: pie 


RESPUESTAS A PROBLEMAS SELECCIONADOS 


127. A,=0 
A, = 33kN 
B, = 33kN 
MA=30kN-m 
C, =6kN 
12-14. Maiz = -2.30k: pie 
Ma = 19.4k-: pie 
Mc = -19.4k: pie 
Mceg=0 
12-15. A,=293k 
A, = 96.0k 
Ma = 146 k- pie 
D, = 293 k 
D,= 9%.0k 
Mp = 146 k: pie 
12-19. MA =20.6kN-m 
Mz = -411kN:m 
Mc = -411kN:m 
Mp = 20.6kN-:m 
12-22. Maz = 128k: pie 
Ma = 218 k: pie 
Mc = -218k: pie 
Mcg = 175 k- pie 
Mecp = -175k: pie 
Mhpc = -55.7k * pie 
12-23. Mza = —104 k-: pie 
Mc = 104 k- pie 
Mcz = 196 k: pie 
Mecp = -19% k: pie 
Maz = Mpc=0 
12-25. Mz = 24.0k: pie 
Mc = -24.0k: pie 
Mcg = -24.0k: pie 
Mcp = 24.0k- pie 
12-26. Mpa = 142k:- pie 
Mpc = 714.2 k: pie 
Mecp = -7.54 k : pie 
Mcg = 7.54 k: pie 
Capítulo 13 
131. Maz = -348 k: pie 


Ma = 301 k - pie 
Msc = -301 k - pie 
Mecz = 348 k : pie 
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132. 


133. 


13-5. 


136. 


137. 


13-9. 


13-10. 


RESPUESTAS A PROBLEMAS SELECCIONADOS 


Maz 
Ma 
Msc 
Mcg 
Mac 
Mca 
Mcg 


= —348 k : pie 
= 301 k: pie 

= —-301 k : pie 
= 348 k : pie 

= 37.6 k : pie 
= 75.1 k- pie 
75.1 k * pie 
= 369 k * pie 


Il 


= 604 k - pie 
= —610k: pie 
= 5.53 k: pie 
= 2.77 k pie 
= 610k: pie 
= —604 k * pie 
= —5.53 k * pie 
= -2.77 k * pie 
=0 

=0 

= 604 k - pie 
= —610k: pie 
= 5.53 k : pie 
= 2.77 k* pie 
= 610k: pie 
= —604 k - pie 
= —5.53 k * pie 
= -2.77 k * pie 


= 1.75 k: pie 
= 3.51 k: pie 
= -3.51 k : pie 
= 3.51 k: pie 
= -3,51 k: pie 
= -1.75k-: pie 
= 28.3 k: pie 
= —28.3 k* pie 
= 28.3 k : pie 
= -28.3 k: pie 
= Mcp =0 

= 28.3 k: pie 
= —28.3 k - pie 
= 28.3 k : pie 


13-11. 


Mpc = 28.3 k : pie 


Maz = Mcep=0 

Mcp = Mza = 180k- pie 

Mer = Mg = 94.6 k: pie 

Mc = Mc = -274 k: pie 


Mc = Mp = 47.3 k * pie 


Capítulo 14 


141. 
510.72 O. 20139 0 -154.67 —116 
0 174 0 0 116 -87.0 
201.39 0 201.39 0 0 0 
ls 0 0 0 0 0 0 
| 154.67 -116 0 0 154.67 116 
116  -87.0 0 0 116 87.0 
154.67 116 0 0 0 0 
116  —87.0 0 0 0 0 
142. D¡=0 
D, = 0.0230 pulg 
143. q¡=333k(C) 
q9=0 
qa = 3.33 k (T) 
14-35. D, = -0.00172 pulg 
q» = 12.7 1b (C) 
146. q,=6.57k(C) 
147. Kk= 
203.033 53.033 53.033 53.033 -150 0 0 
53.033 53.033 53.033 -—53.033 0 0 0 
53.033 53.033 256.066 0 0 O  —53.033 
53.033 —53.033 0 256.066 0  —150 —53.033 
150 0 0 0 300 0 150 
0 0 0 150 0 150 0 
0 0 53.033 —53.033 —150 0 203.033 
0 0 53.033 -53.033 0 0 53.033 
0 0 150 0 0 0 0 
L 0 0 0 0 0 0 0 
149. Kk= 
1134 28.8 75 0 38.4 —28.8 0 0 
28.8 21.6 0 0 28.8 -—21.6 0 0 
=15 0 150 0 0 0 0 0 
0 0 0 100 0 100 0 0 
38.4 —28.8 0 0 151.8 0 0 75 
28.8 -—21.6 0 100 0 143.2 0 0 
0 0 0 0 0 0 100 0 
0 0 0 0 15 0 0 yb 
0 0 75 0 38.4 28.8 0 0 
L 0 0 0 0 28.8  —21.6 -—100 0 


-154.67 116 |] 

116  -—87.0 

0 0 

0 0 

0 0 

0 0 

154.67  -—116 

116 87.0 | 

0 o 07] 

0 0.0 
53.033 150 0 
53.033 0 0 

0 0.0 6 

0 0.0 (10) 
53.033 0 0 
53.033 0 0 

0 150 0 

0 o 0] 

0 o 7] 

0 0 

75 0 
0 0 
38.4 28.8 6 
28.8  —216 (105 
o 100 
0 0 
113.4 28.8 
-28.8 1216] 


14-10. qs = 333kN 
14-11. D¿= 0.0133 m 
14-13. Ds = 0.00546 m 
qs = 1.64k (C) 
14-14. q, =355k(T) 
14-15. 
0.40533 0.096  0.01697 
K=AaEl 00% 0.128 0.0263 
0.01697  0.02263 0.129 
—0.11879 —0.15839 —0.153 
—0.33333 0 0 
0 0 0.17678 


Capítulo 15 


-0.11879 —0.33333 


-0.15839 0 
0.153 0 
0.321 0 
0 0.33333 
-0.17678 0 


151. M,=90kN-m 

M3 = 225kN-m 
152. M,=275kN-m 

M3 = 116kN-m 
15-3. R;,=7.85kN 

Ry = 40.2 kN 

Rs = 86.6kN -m 

Re = 39.6 kN 
15-5. R,=193kN 

Rs = 34.5 kN 

Re = 12.4kN 
156. R;,= 3225kN 

R, = 85.75 kN 

Rs = 22.0 kN 

R¿= 140kN-m 
157. R,=414kN 

Ra = 7.725 kN 

Ri = 2.30kN «m 

Rs = 28.9 kN 

Ró = 30.8kN + m 
15-9.. M,=M;= 442kN-«m 
15-10. O, =25.5k 

Os = 21.0k 

Os = 25.5 k 
15-11. R,= 80kN-m 

R3= 120kN 


160kN:m 


16-1. Kk= 
Psi129 0. 225 -1125 0 225 -500 0 0 7 
0 51125 -225 0 -500 0 0 1125 -225 
225 -225 120 -225 0 30 0 225 30 
1125 0 -225 1125 0 -225 0 0 0 
0  -50 0 0. 50 0 0 0 o |(105) 
225 0. 30 -225 0 60 0 0 0 
=500 0 0 0 0. 0. 50 0 0 
0. -1125 225 0 0.0.0. 1125 225 
0.  -225 30 0 0.0.0. 225 60 | 
0 
0 
E = = 
ER 162. R,=3.21kN 
—0.17678 Rs = 21.6kNfÍ 
0 
0.25 Ró =2.12kN-* m) 
R,= 6.79kN > 
Rg = 26.4 kN 1 
Ry = 19.6kN:«m) 
163. 
T 851250 0 22500 22500 —11250 0 —440000 0 0 
0 1055760 —14400 0 O —1050000 0 —5760 —14400 
22500 —14400 108000 30000 —22500 0 O 14400 24000 
22500 0 30000 60000 —22500 0 0 0 0 
K=| -11250 0 -22500 22500 11250 0 0 0 0 
0 —1050000 0 0 0 1050000 0 0 0 
840000 0 0 0 0 0 140000 0 0 
0 =5760 14400 0 0 0 0 5760 14400 
Lo 14400 24000 0 0 0 O 14400 48000 | 
16-5. 
763.125 0 2625 2625 0  -13125 0 7580 0 7 
0 763.125 -2625 0  -2625 0  -750 0  -13.125 
26.25 2625 140 35 35. 2625 0 0 2625 
26.25 0 35 70 0. -2625 0 0 0 
K= 0 26.25 35 0 70 0 0. 0. 2625 |(10%) 
13.125 0  -2625 -2625 0 13175 0 0 0 
0 750 0 0 0 0 750 0 0 
750 0 0 0 0 0 0 750 0 
L 0. —13125 2625 0 26.25 0 0. 0 13125 
16-6. R¿= 5.54kN 
R7 = 35.5 kN 
Rg = 5.54 kN 
Ry = 24.5 kN 
167. 
l 4833.33 0 0 4833.33 0 0 0 0 0 
0 130.90 7854.17 0 130.90 7854.17 0 0 0 
0 7854.17 628333.33 0 7854.17 324166.67 0 0 0 
4833.33 0 0 4909.01 0 5454.28 75.75 0 5454.28 
K= 0 130.90 —7854.17 0 4158.68 —7854.17 0 4027.78 0 
0 7854.17 314166.67 5454.28 —7854.17 1151964.64 5454.28 0 261805.55 
0 0 0 75.75 0 5454.28 75.75 0 5454.28 
0 0 0 0 4027.78 0 0 4027.78 0 
0 0 0 5454.28 0 261805.55 5454.28 0. 523611.11] 
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Capítulo 16 


679 


680 


1268.75 0 3625 0 3625  -—1208.33 0 —60.4167 0 
0 2424.22 906.25 906.25 0 0 7.5521 0 2416.67 
3625 906.25 435000 72500 145000 0 906.25 3625 0 
0 906.25 72500 145000 0 0 9060.25 0 0 
16-9. K = 3625 0 145000 0 290000 0 0 3625 0 
1208.33 0 0 0 0 1208.33 0 0 0 
0 7.5521 —906.25 —906.25 0 0 7.5521 0 0 
—60.4167 0 3625 0 3625 0 0 60.4167 0 
L 0 2416.67 0 0 0 0 0 0 2416.67 | 
16-10. R,=20k 
Ry == 0 
Ry = 20k 
T 2048.31 0 3304.04 —3304.04 0 —34.4170 0 2013.89 0 
0 3031.03  —1468.46 0 1468.46 0 3020.83 0 -10.1976 
3304.04 —1468.46 704861 211458 140972 3304.04 0 0 1468.46 
3304.04 0 211458 422917 0 3304.04 0 0 0 
16-11. k= 0 1468.46 140972 0 2819.44 0 0 0 0 
—34.4170 0 3304.04 3304.04 0 34.4170 0 0 0 
0 3020.83 0 0 0 0 3020.83 0 0 
2013.89 0 0 0 0 0 0 2013.89 0 
L 0 -10.1976 1468.46 0 1468.46 0 0 0 10.1976 
Apéndices 
T 10 
E A A-10. AB= | 
Al. 24A-B=|-1 6 =5 
10 =5 30 
3 A-11. AB= | | 
0 12 11 
A+3B=| 17 31 A-15. |A| =27 
[2 1 |B| = -30 
3. 7.0 
AZ. 3A-2B=| 6 5 7 A-17. ATi= 2; A 
7 -5 9 
90 e 4 
e E A-18. 1. =-- 
A-2B=|-2 -1 5 9 
5 
E 4. 
A3. AB=|[18 -12] ” 
8 1 -10 7 
E =|- e 4 
AS3. AB 20 -30 25 AÑ Ri 
24 36 -30 9 
5 
AS6. (A+B”=[1 9 10)=A7 + B” a 
4 8 5 ES 4 
AT. A+AT=|8 18 2 cs 
5. 24 A-2l. x=1 
68 38 2 =1 
A9. A'= _ 
le > x= —1 
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nodos, 540 Carga de datos, software para el análisis estructural, 627 
para techo, 80-81 Cargas, 2-31, 40-43, 47, 68, 132-179, 181-183, 203, 204-261, 


placa de refuerzo, 79 
planas, 6,79 
portales de, 275-277, 297 


procedimientos de análisis para, 95, 106, 116-117, 123, 


350, 357, 553 
puentes, 82-83 
relaciones carga-desplazamiento, 542-543 
simples, 85, 130 


sistemas de coordenadas, 540, 543-545, 560-563, 570 


soportes para, 275-277, 297 
subdivididas, 82 
supuestos de diseño para, 84, 120, 130 
teorema de Castigliano para, 356-360, 390 
tipos de, 80-83 
trabajo virtual para, método del, 346-354, 392 
uso estructural de, 6-7, 31,79 

Armaduras espaciales, 6, 120-126, 570-571 
componentes de fuerza x, y, z de, 122 
determinación, 120 
elementos de fuerza cero en, 122-123 
estabilidad de, 120 
matrices de transformación para, 570 
método de análisis de la rigidez, 570-571 
procedimiento de análisis para, 123 
soportes para, 120-121 
supuestos de para el diseño para, 120 


B 

Bahías, 80 

Bisagras, 282-283, 289, 297, 437 
BridasAlas, 4 


Cc 
Caballetes, 80 
Cables, 7, 31, 37, 181-193, 203 
cargas concentradas y, 182-183, 203 
cargas uniformemente distribuidas y, 184-189, 203 
conexiones de apoyo, 37, 181-193 
curva catenaria, 185 
ecuaciones de equilibrio para, 182-185 
flecha, 182 
flexibilidad de los, 182, 203 
forma parabólica de, 185 
usos estructurales de, 7, 31, 181 
Caparazones, estructuras superficiales, 8 


270-272, 282-293, 296-297, 430, 501-503, 523-527, 
529-530 

antisimétricas, 430, 502,530 

códigos de construcción (generales), 9 

códigos de diseño, 9 

de nieve, 22-24 

del viento, 16-22 

diseño de edificios y, 12-14, 16-26, 270-272, 296 

efectos de la presión del suelo, 25 

efectos de la presión hidrostática, 25 

elementos estructurales, en, 132-179 

elementos no prismáticos, 523-527, 529-530 

estructuras de cable, 181-193, 203 

estructuras idealizadas, 40-43, 68 

estructuras y, 2-31 

factor de impacto (1), 16 

fijas, 205-206. Vea también Cargas muertas 

fuerza concentrada, 182-183, 203, 213-214, 240-249, 
260-261 

laterales, 282-293, 297 

líneas de influencia para, 204-261 

móviles, vea Cargas vivas 

muertas, 10-12, 31, 205-206 

naturales, 26 

publicaciones de la Portland Cement Association, 
525-527 

puentes carreteros, 15 

puentes ferroviarios, 15 

serie de, 244-245, 261 

simétricas, 501, 503,529 

sísmicas, 23-25 

unitarias, 206-212, 260-261 

unitarias, líneas de influencia y, 206-212, 260-261 

verticales, 270-272, 296 


verticales, análisis de marcos de construcción y, 270-272, 296 
Cargas concentradas, 182-183, 203, 213-214, 240-254, 


260-261 
cables, 182-183, 203 
elementos de una armadura, 84, 94-95, 104-105, 130 
estructuras arqueadas, 194-203 
fuerza cortante (V) en, 240-243, 261 
fuerza cortante y momento máximos absolutos en, 
250-254, 261 
líneas de influencia y, 213-214, 240-254, 260-261 
método de las secciones y, 104-105 


momento (M) en, 244-245, 261 
serie de, 240-249, 261 
vigas, 213-214, 240-249, 260-261 


Cargas distribuidas, 150-151, 184-189, 203, 213-214, 260. 


Vea también Cargas uniformes 
cables, 184-189, 203 


diagramas de fuerza cortante y de momento y, 150-151 


líneas de influencia y, 213-214, 260 

uniformemente, 184-189, 203, 213-214, 260 

vigas, 213-214, 260 

Cargas internas, 47, 132-179, 303, 305-308 

cargas distribuidas y, 150-151 

convención de signos para, 134 

deflexiones y, 303, 305-308 

diagramas de fuerza cortante y de momento para, 
150-159, 178-179 

diagramas de momento para, 168-172 

elementos estructurales, 132-179 

fuerza cortante (V) y, 133-138, 178 


fuerza de momento flexionante (M), 133-138, 178, 303, 


305-308 
fuerza normal (N) y, 133-135, 178 


funciones de fuerza cortante y de momento de, 139-143, 


178-179 
marcos, 163-167 
método de la superposición para, 168-172 
método de las secciones para, 47, 133-138, 178 
procedimientos de análisis para, 135, 140, 153 
puntos específicos, fuerzas en, 133-138, 178 
vigas, 132-159, 178-179 
Cargas laterales, 282-293, 297 
análisis aproximado para, 282-293, 297 
deflexión por, 282-283, 297 
marcos de construcción, 282-293, 297 
método del portal para, 282-287, 297 
método del voladizo para, 288-293, 297 
soportes fijos para, 282-283, 289, 297 
Cargas tributarias, 40-43, 68 
losas de dos sentidos (sistema), 42-43, 68 
losas de un solo sentido (sistema), 40-41, 68 
Cargas uniformes, 12-14, 184-189, 203, 213-214, 260 
cables y, 184-189, 203 
distribuidas, 184-189, 203, 213-214, 260 
líneas de influencia y, 213-214, 260 
vigas, 213-214, 260 
vivas, 12-14, 213-214, 260 
Cargas vivas, 12-26, 31, 204-261 


ÍNDICE 


área de influencia, 13 
cargas de impacto, 16 
cargas de la nieve, 23-24 
cargas del viento, 16-22 
cargas sísmicas, 24-25 
diseño de edificios y, 12-14, 16-26, 228-231, 261 
diseño de puentes y, 15-16, 240-254, 261 
efectos de la presión hidrostática y del suelo, 25 
factor de impacto, 16 
líneas de influencia para, 204-261 
naturales, 26 
reducidas, ecuación para, 13-14 
uniformes, 12-14 
Castigliano, teorema de, 381, 392 
Códigos 
de construcción (generales), 9 
de diseño, 9 
Columna viga, 6, 31 
Columnas 6, 31 
Comba, 349 
Compatibilidad, 48, 397-407 
ecuaciones de, 48, 398-401 
estructuras estáticamente determinadas, 48 
estructuras estáticamente indeterminadas, 397-401 
método de análisis de la fuerza, 397-401 
requisitos de, 397 
Componentes 
de fuerza x, y, z, armaduras espaciales, 122 
verticales, armaduras, 264 
Condiciones 
de continuidad, método de la doble integración, 307 
de frontera, método de la doble integración, 307 
Conexiones de junta de rótula, 120-121 
Conexiones de los soportes, 34-37, 68, 120-121, 181-193 
273-277, 282-283, 289, 297, 300-303, 326-333, 339 
armaduras, 84, 120-121, 130, 275,297 
armaduras espaciales, 120-121 
articuladas, 34-37, 68, 84, 130, 273, 275,297 
bisagras, 282-283, 289, 297 
bola y cuenca, 120-121 
cables, 37, 181-193 
deflexión y, 300-303, 326-333, 339 
eslabones cortos, 36, 121 
estructuras estáticamente indeterminadas, 273-277, 
282-283, 289, 296-297 
estructuras idealizadas, 34-37 
fijación parcial, 274 
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fijas, 34-37, 274, 275, 282-283, 289, 297 
fuerza (F), reacciones, 52 
junta de rótula, 120-121 
juntas, 34-37, 68 
juntas conectadas con rodillos, 34-37, 120-121 
marcos, 273-275, 282-283, 289, 297 
método de la viga conjugada y, 326-333, 339 
portales, 273-277, 297 
Coordenadas 
del elemento (locales), 540, 576, 627 
globales (de la estructura), 540, 576, 625 
nodales, 560-563 
Cubierta, cargas sobre el puente y la, 82 
Curva catenaria, 185 
Curva elástica, 299-303, 307-313, 316-325, 228-339 
centro de curvatura (O”), 305 
deflexiones tangenciales, 317 
deflexiones y, 299-303, 316-325, 339 
método de la doble integración para, 307-313, 338 
pendiente y, 300-301, 307-308, 316 
radio de curvatura (p), 305-306 
rigidez a la flexión (El), 305-306 
teoremas de momento-área para, 316-325, 339 
teoría de la viga elástica y, 305-306 
Curvatura (p), 305-306 


D 
Datos 
de los elementos, software para el análisis estructural, 
626-627 
del nodo, software para el análisis estructural, 626 
del soporte, software para análisis estructural, 627 
Deflexión, 205, 216-223, 260, 270-277, 282-283, 296-297, 
298-339, 341-393 
armaduras, 275-277, 297, 300, 348-360, 376-377, 392-393 
cargas laterales y, 282-283, 297 
cargas verticales y, 270-272, 296 
cargas vivas y, 205, 216-223, 260 
convención de signos para, 304, 307, 316-317 
cortante (V) y, 375 
curva elástica para, 299-303, 307-313, 316-325, 338-339 
curvatura (p), 305-306 


de desplazamiento (rotación) (desplazamiento), 341-393 


diagramas (M/ED), 299-303, 316-325, 338-339 
elementos circulares, 376 

energía de deformación (Ui) y, 341, 344, 375-380, 392 
estructuras de portal, 273-277, 297 


estructuras estáticamente indeterminadas, 270-277, 296 
flexión (M), 303, 305-313, 338, 344 

flexión interna (M) y, 303, 305-308 

fuerzas axiales (N) y, 303, 344, 375 

líneas de influencia y, 205, 216-223, 260 

marcos, 270-275, 282-283, 296-297, 300-303, 364-386, 393 
marcos de construcción y, 270-272, 282-283, 296-297 
método de la doble integración para, 307-313, 338 
método de la viga conjugada para, 326-333, 339 
métodos de energía para, 341-393 

pendiente y, 300-301, 307-308, 316 

principio de conservación de la energía, 341, 392 
principio de Miiller-Breslau para, 216-223, 260 
principio del trabajo virtual para, 346-348 

principio del trabajo y la energía para, 345 


procedimientos para el análisis de, 308, 318, 328, 350, 357, 


366, 382 
punto de inflexión, 304, 338 
respuesta material lineal elástica, 355-356, 375-376 
soportes y, 300-303, 326-333, 339 
temperatura (T) y, 349, 376-377 
teorema de Castigliano para, 355-360, 381-386, 393 
teoremas de área-momento para, 316-325, 339 
teoría de la viga elástica para, 305-306 
torsión (T) y, 376 
trabajo externo (U,) y, 341-344, 392 
trabajo virtual, método del, 346-354, 364-380, 392-393 
trabajo y, 341-393 
vigas, 205, 216-223, 260, 298-339, 364-386, 393 
Deflexiones, 299-339 
Deflexiones empleando método de la energía, 341-393 
deflexiones, 341-393 
desplazamientos de rotación, 341-393 
energía de deformación (Ui), 341, 344-345, 355-356, 
375-380, 392 
fuerza (F) y, 342-343 
principio de conservación de la energía, 341, 392 
principio del trabajo y, 346-348, 392 
teorema de Castigliano, 355-360, 381-386, 393 
trabajo externo (Ue), 341-344, 355, 392 
trabajo virtual, 346-354, 364-380, 392-393 
trabajo y, 341-393 
Desplazamiento (v), 326-328, 341-393, 397-398, 402-403, 
448, 450-485, 486-521, 542-543, 577-578, 595-596. Vea 
también Deflexiones, métodos de energía 
angular (0), 454-455 
cero, 327 


convención de signos para, 453, 459, 488 
de rotación (deflexión), 341-393 
deflexión y, 326-328 
distribución de momentos para, 486-521 
ecuaciones de equilibrio para, 397, 459 
ecuaciones de pendiente-deflexión para, 450-485 
energía de deformación (Ui) y, 341, 344-345, 355-356, 
375-380, 392 
estructuras estáticamente determinadas, 341-393 
estructuras estáticamente indeterminadas, 397-398, 
402-403, 448, 450-485 
factores de rigidez, 457-458, 488-490, 500-505 
grados de libertad, 452-453, 452-453, 459, 485 
lineal (A), 453, 455 
marcos, 452-453, 459, 469-481, 495, 508-517 
matrices de rigidez, 542-543, 577-578, 595-596 
método de la viga conjugada y, 326-328 
nodos, 452-453, 459 
relaciones carga-desplazamiento, 542-543, 577-578, 
595-596 
Teorema de la reciprocidad de Maxwell, 402-403, 448 
trabajo virtual para, 346-354, 364-380, 392-393 
vigas, 452-453, 459-466, 491-505, 577-578 
Desplazamiento 
angular (0), 454-455 
de rotación, 341-393. Vea también Deflexión 
de torsión, elementos circulares, 376 
lineal (A), 453, 455 
Desplazamiento lateral, 469-481, 485, 508-517 
distribución de momentos para, 508-517 
ecuaciones de pendiente-deflexión para, 469-480 
marcos con, 474-481, 510-517 
marcos sin, 469-473, 508-509 
método de análisis del desplazamiento para, 469-481, 
485, 508-517 
Desplazamientos y momentos cero, 327 
Determinación, 48-54, 69, 87, 120, 130 
armaduras, 87,120, 130 
armaduras espaciales, 120 
ecuaciones de compatibilidad para, 48 
ecuaciones de equilibrio y, 48-51,69 
estabilidad y, 48-54, 69 
estáticamente determinada, 48 
estáticamente indeterminada, 48 
Determinantes para matrices, 618-620 


Diagramas de cuerpo libre, 47-51, 59-60 


ÍNDICE 


Diagramas de fuerza cortante y de momento, 150-159, 
163-167, 178-179, 205-206 
cargas distribuidas y, 150-151 
cargas internas y, 150-159, 163-167, 178-179 
cargas muertas y, 205-206 
marcos, 163-167 
vigas, 150-159, 178-179 
Diagramas de momento, 168-172 


Diseño de edificios, 12-14, 16-26, 228-231, 261, 270-272, 


282-293, 296-297 

cargas laterales y, 282-293, 297 

cargas vivas y, 12-14, 16-26, 228-231, 261 

cargas verticales y, 270-272, 296 

deflexión y, 270-272, 282-283, 296-297 

método del voladizo para, 288-293, 297 

líneas de influencia para, 228-231, 261 

marcos, 270-272, 282-293, 296 

método del portal para, 282-287, 297 

soportes y, 282-283, 289, 296-297 
Dispositivos de deslizamiento, 436 
Distribución de momentos, 486-521, 528-533 

convención de signos para, 459, 488 

desplazamiento lateral y, 508-517 

elementos articulados, 528-529 

elementos no prismáticos, 528-533 

factor de traslado, 490 

factores de distribución (DF), 489, 491 

factores de rigidez, 488-490, 500-505 

marcos, 495, 508-517 

método de análisis del desplazamiento, 486-521, 

528-533 

momentos de extremo fijo (FEM), 491-495 

procedimientos de análisis usando la, 487-490, 495 

traslación relativa de las juntas, 531 

vigas, 491-505, 528-533 

vigas simétricas, 501-503, 529-530 


E 

Ecuación de rigidez de la estructura, 552 

Ecuaciones de pendiente-deflexión, 450-485, 534-535 
claro final articulado, 458, 485 
convención de signos para, 453 
desplazamiento angular (0), 454-455 
desplazamiento lateral y, 469-481, 485 
desplazamiento lineal (A), 453, 455 
elementos no prismáticos, 534-535 
estructuras estáticamente indeterminadas, 450-485 
factor de rigidez (k), 457-458 
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marcos, 469-481 

método de análisis del desplazamiento usando, 450-485, 
534-535 

método de la viga conjugada para, 454-457 

momentos de extremo fijo (FEM), 456-458, 485, 534-535 

principio de superposición para, 453 

procedimiento de análisis empleando, 459 

rigidez del elemento (k), 457 

rotación del claro (4), 457 

traslación relativa de las juntas, 534-535 

vigas, 459-466 


Efectos 


de la presión del suelo sobre en las estructuras, 25 


de la presión hidrostática, 25 


Elementos 


circulares, desplazamiento torsional de, 376 
de la armadura de fuerza cero, 98-99, 122-123 
de una matriz, 612 


estructurales, vea Vigas de ver; Elementos no prismáticos 


Elementos no prismáticos, 522-537 


cargas antisimétricas, 530 

cargas simétricas, 529 

distribución de momentos para, 528-533 

ecuaciones de pendiente-deflexión, 534-535 

extremos articulados, 528 

factor de rigidez (K), 524-525 

factor de traslado (COFTR), 524-525 

método de análisis del desplazamiento, 522-537 

momentos de extremo fijo (FEM), 524-525, 531, 534-535 

propiedades de carga en, 523-527 

sustitutos, método de análisis de los, 116-119 

traslación relativa de las juntas, 531, 534-535 

vigas, 528-533 

vigas simétricas, 529-530 

Energía de deformación (U,), 341, 344-345, 355-356, 
375-380, 392 

cambios de temperatura (T) y, 376-377 

deflexión y, 341, 344, 375-380, 392 

elementos circulares, 376 

fuerza axial (N) de, 344, 375 

fuerza cortante (V) y, 375 

momento flexionante (M) de, 344 

principio del trabajo y de la energía con, 345 

teorema de Castigliano para, 365-366, 393 

torsión (T) y, 375 

trabajo virtual y, 375-380 


Envolvente de los valores máximos de la línea de 
influencia, 251 
Equilibrio, 47-51, 59-67, 69, 182-185, 398-401, 459 
análisis de cables y, 182-185 
aplicaciones estáticamente determinadas, 59-67 
desplazamiento y, 397, 459 
determinación y, 48-51, 69 
diagramas de cuerpo libre para, 47-51, 59-60 
ecuaciones de, 47-51, 59-67, 69, 182-185, 398-401, 459 
incógnitas, 397 
método de análisis de la fuerza y, 397-401 
requisitos de, 397 
Errores de fabricación, 349, 392, 564-567 
armaduras, 349, 392, 564-567 
deflexión y, 349, 392 
matriz de transformación de la fuerza (O) para, 564-565 
método de análisis de la rigidez para, 564-567 
Escalares, multiplicación de matrices y, 614 
Esfuerzo 
permisibles de diseño (EPDDEP), 26 
primario, 84 
secundario, 84 
Esfuerzos, juntas de los elementos y, 84 
Esquineros, 80 
Estabilidad, 48-54, 69, 82, 87-91, 120, 131 
armaduras, 82,87-91,120, 131 
armaduras espaciales, 120 
determinación y, 48-54, 69 
ecuaciones de equilibrio y, 48-51 
externa, 87,120, 131 
externa, armaduras, 87, 120, 131 
interna, 88-89, 120, 131 
interna, armaduras, 88-89, 120, 131 
por inspección, 53 
reacciones en los soportes, 52 
restricciones impropias y, 52-53 
restricciones parciales y, 52 
Estructuras, 2-31, 32-77, 79-131, 132-179, 180-203, 204-261, 
262-297, 394-449, 450-485, 486-521, 522-537, 538-573, 
574-593, 594-611, 625-627 
análisis de, 3-4, 79-131, 132-179, 180-203 
arcos, 7,31, 194-203 
armaduras, 6-7,31, 79-131 
cables, 7, 31, 181-193, 203 
cargas internas en los elementos, 132-179 
cargas tributarias, 40-43, 68 
cargas y, 2-31, 132-179, 204-261 


clasificación de, 4-8 

códigos de construcción (generales), 9 

columnas, 6, 31 

compuestas, 425-427 

compuestas, método de análisis de la fuerza para, 425-427 

conexiones de los soportes para, 34-37, 68 

de placa delgada, 8 

determinación de, 48-54, 69 

diagramas de cuerpo libre de, 47-51, 59-60 

diseño de, 9, 26 

diseño del esfuerzo permisible (DEP), 26 

ecuaciones de compatibilidad para, 48 

ecuaciones de equilibrio de, 47-51, 59-67, 69 

elementos no prismáticos, 397, 450-485, 486-521, 522-537 

elementos para, 4-6 

estabilidad de, 48-54,69 

estáticamente determinadas, 32-77, 79-131, 204-261 

estáticamente indeterminadas, 48-51, 262-297, 394-449, 
450-485, 486-521, 522-537 

factores de carga y resistencia de diseño (LRED), 26 

idealizadas, 33-45, 68 

líneas de influencia para, 204-261 

marcos, 8, 31 

método de análisis de la fuerza, 394-449 

método de análisis de la rigidez, 538-573, 574-593, 
594-611 

método de análisis del desplazamiento, 397, 450-485, 
486-521, 522-537 

métodos de análisis aproximados, 262-297 

placas delgadas (caparazón), 8 

procedimiento de análisis para, 61 

restricciones impropias para, 52-53 

restricciones parciales, 52 

simétricas, 429-430, 449 

sistemas, tipos de, 6-6 

software para el análisis de, 625-627 

superficiales, 8 

superposición, principio de la, 46, 69 

tirantes, 4, 31 

trabes, 4-5, 38 

vigas, 4-5, 31, 38-39, 132-179 


Estructuras estáticamente determinadas, 32-77, 79-131, 


212-261, 396-397 
análisis de, 79-131 
análisis idealizado, de, 33-45, 68 
armaduras, 79-131 
articuladas, 50, 59-61 
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determinación de, 48-54 

ecuaciones de equilibrio aplicadas a, 59-67 

estabilidad de, 48-54 

estructuras estáticamente indeterminadas comparadas 
con, 396-397 

líneas de influencia para, 204-261 

marcos, 51 

procedimientos de análisis para, 61, 206 

restricciones impropias para, 52-53 

restricciones parciales, 52 

vigas, 49 


Estructuras estáticamente indeterminadas, 48-51, 262-297, 


394-449, 450-485, 486-521, 522-537 

análisis de, por el método de la fuerza, 395-449 

armaduras, 264-267, 275-277, 296-297, 422-425 

cargas laterales, 282-293, 297 

cargas verticales, 270-272, 296 

deflexión de, 270-277, 282-283, 296-297 

desplazamiento lateral y, 469-481 

determinación de, 48-51, 395, 452-453 

distribución de momentos para, 486-521, 528-533 

ecuaciones de pendiente-deflexión para, 450-485, 534-535 

elementos no prismáticos, 522-537 

estructuras compuestas, 425-427 

estructuras estáticamente determinadas comparadas 
con, 396-397 

estructuras simétricas, 429-430, 449 

grados de libertad, 452-453, 459, 485 

ley de Betti, 403 

líneas de influencia para, 435-445, 449 

marcos, 270-274, 282-293, 296-297, 411-415, 439-445, 
452-453, 459, 469-481, 495, 508-517 

marcos de construcción, 270-272, 282-293, 296 

método de análisis de la fuerza, 394-449 

método de análisis del desplazamiento, 450-485, 486-521, 
522-537 

método del portal para, 282-287, 297 

método del voladizo para, 288-293, 297 

métodos de análisis aproximados, 262-297 

portales, 273-277, 282-287, 297 

procedimientos de análisis para, 401, 438, 459 

puntos de inflexión, 274-275, 282, 297 

soportes y, 273-277, 282-283, 289, 296-297 

teorema de Maxwell de los desplazamientos recíprocos, 
402-403, 448 

vigas, 403-410, 452-453, 435-438, 459-466, 491-505, 
528-533 
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Estructuras idealizadas, 33-45, 68 
articulaciones, 34-37 
cargas tributarias, 40-43, 68 
conexiones de soporte, 34-37, 68 
modelos, 38-45 
planes estructurales, 38-39 
sistema de dos sentidos, 42-43 
sistemas de un solo sentido, 40-41 
Estructuras simétricas, 429-430, 449, 501-503,529-530 
cargas, 501, 503, 529 
cargas antisimétricas, 430, 502, 530 
elementos no prismáticos, 529-530 
método de análisis de la fuerza, 429-430, 449 
método de análisis del desplazamiento, 501-503, 529-530 
vigas, 501-503, 529-530 
Estructuras superficiales, 8 


F 
Factor 
de carga de impacto (1), 16 
de carga y resistencia de diseño (LRED), 26 
de distribución (DF), 489, 491 
de rigidez del claro (k), 457-458 
de rigidez relativa (K), 490 
de rigidez total (K,), 489 
de traslado (COFFTR ), 490, 524-525 
Factores de rigidez, 457-458, 488-490, 500-505, 524-525 
cargas antisimétricas, 502 
cargas simétricas, 501, 503 
de elementos no prismáticos, 524-525 
de un elemento de viga (K), 488, 500-505 
de las juntas, 489 
de vigas simétricas, 501-503 
del claro (k), 457-458 
distribución de momentos y, 488-490, 500-505 
ecuaciones de pendiente-deflexión, 457-458 
extremos articulados, 458, 500 
modificación, 500-505 
relativa (K y), 490 
total (K,), 489 
Flecha, en cables, 182 
Flexibilidad de cables, 182, 203 
Formas parabólicas, 185, 194 
Fuerza (FE), 36-37, 84, 94-95, 104-105, 122-123, 130, 194-203, 
303, 305-313, 338, 342-344, 355-362, 375, 381-383. Vea 
también Cargas; Fuerza cortante 
análisis de armaduras y, 84, 94-95, 104-105, 122-123, 130 


axial (N), 303, 344, 375 

componentes x, y, z de la, 122 

de compresión (C), 84, 94-95, 104-105, 130, 194-203 

de flexión (M), 303, 305-313, 338, 344 

de tensión (T), 84, 94-95, 104-105, 130 

deflexión (desplazamiento de rotación) y, 303, 305-313, 
338, 342-344, 355-362, 375, 381-383 

elementos de armadura de fuerza cero, 98-99, 122-123 

estructuras arqueadas, 194-203 

fuerza externa (P), 355-362, 381-383 

fuerza interna (N), 356-362 

magnitud de la, 94-95 

por inspección, 95 

reacciones en los soportes, 36-37 

trabajo virtual y, 375 

trabajo y, 342-343 


Fuerza cortante (V), 4-5, 133-138, 178, 216-220, 240-243, 


250-254, 261,375, 436 
aplicada, 4-5 
cargas concentradas y, 240-243, 250-254, 261 
cargas internas y, 133-138, 178 
cargas vivas y, 216-220, 260 
desplazamiento de rotación (deflexiones) y, 375 
energía de deformación virtual causada por, 375 
envolvente de los valores máximos de la línea de 
influencia, 251 
líneas de influencia y, 216-220, 240-243, 250-254, 261, 436 
máxima absoluta, 250-254, 261 
máxima absoluta (V) y momento (M), 250-254, 261 
principio de Miiller-Breslau para, 216-220, 260 
serie de cargas concentradas, 240-243, 261 
vigas en voladizo, 250, 261 
vigas simplemente apoyadas, 250-251, 261 


Fuerzas axiales (N), desplazamiento de rotación 


(deflexiones) y, 303, 344, 375 


Funciones de fuerza cortante y de momento, 139-143, 


G 


178-179 


Gaus, método de, 623 
Grados de libertad, 452-453, 459, 485 


I 


Igualdad de matrices, 614 


Indeterminación cinemática, 541, 576-577 


Integración para el trabajo virtual, 364-365 


Inversa de una matriz, 620-622 


J 
Juntas, 34-39, 50, 59-67, 68, 84, 94-97, 123, 130-131, 489, 531, 
534-535 
análisis de armaduras y, 84, 94-97, 13, 130-131 
articuladas, 34-37, 50, 59-61, 84, 130 
conectadas fijamente, 34-39 
conectadas mediante rodillos, 34-37 
conexiones en los soportes para, 34-37, 68 
ecuaciones de equilibrio aplicadas a, 59-67 
elementos no prismáticos, 531, 534-535 
estructuras idealizadas, 33-39, 68 
esfuerzos en los elementos y, 84 
factor de rigidez (K), 489 
fuerza de compresión (C) aplicada a, 84, 130 
fuerza de tensión (7) aplicada a, 84, 130 
método de las, 94-97, 123, 131 
momentos de extremo fijo (FEM) y, 531, 534-535 
reacciones de fuerza (F), 36-37 
traslación relativa de las juntas, 531, 534-535 
Juntas conectadas con rodillos, 34-37, 120-121, 216-217 


L 
Largueros, cargas del puente y, 82 
Ley de Betti, 403 
Línea de acción, 94 
Líneas de influencia, 204-261, 435-445, 449 
armaduras, 232-235, 261 
cargas uniformemente distribuidas y, 213-214, 260 
cargas vivas y, 204-261 
construcción de, 205-212 
cualitativas, 216-223, 438-445 
cuantitativas, 438 
deflexión y, 205, 216-223, 260 
diagramas de fuerza cortante y de momento en 
comparación con, 205-206 
diseño de edificios y, 228-231, 261 
diseño de puentes y, 240-254, 261 
dispositivos de deslizamiento para, 436 
ecuaciones, 206-212 
envolvente de valores máximos, 251 
estructuras estáticamente determinadas, 204-261 
estructuras estáticamente indeterminadas, 435-445, 449 
fuerza cortante (V) y, 216-220, 240-243, 250-254, 261, 436 
fuerza cortante (V) y momento (M) máximos absolutos, 
250-254, 261 
fuerzas concentradas (cargas) y, 213-214, 240-254, 260-261 
marcos, 215, 439-445 
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máxima en un punto, 240-249 

momentos (M) y, 216-219, 221-223, 244-245, 250-254, 
261, 437 

pasador o bisagra para, 437 

posiciones de la carga unitaria para, 206-212, 260-261 

principio de Miiller-Breslau para, 216-223, 260 

procedimientos de análisis para, 206, 438 

reacciones curvas para, 435-436, 449 

serie de cargas concentradas, 240-249, 261 

teorema de Maxwell de los desplazamientos recíprocos 
para, 435-437 

trabes de piso, 228-231, 261 

vigas, 213-231, 240-254, 260-261, 435-438 

Losas, cargas tributarias y, 40-43, 68 


M 
Magnitud, 94-95 
Marcos, 8, 31, 163-167, 270-274, 282-293, 296-297, 364-386, 
393, 411-415, 439-445, 452-453, 459, 469-481, 495, 
508-517, 594-611 
análisis aproximado de, 270-274, 282-293, 296-297 
articulados, 273,297 
bisagras, 282-283, 289, 297 
carga axial (N), 375 
cargas verticales, 270-272, 296 
de construcción, 270-272, 282-293, 296-297 
de varios niveles, 510-511 
deflexiones y, 270-274, 282-283, 297, 364-386, 393 
desplazamiento lateral de, 474-481, 510-517 
desplazamiento rotacional de, 364-386, 393 
diagramas de fuerza cortante y de momento para, 163-167 
distribución de momentos, 495, 508-517 
ecuaciones de pendiente-desplazamiento, 459, 469-481 
efectos de la temperatura (T) sobre, 376-377 
energía de deformación y, 375-380 
fijamente apoyados, 274, 282-283, 289, 297 
grados de libertad, 452-453, 459 
líneas de influencia y, 439-445 
matrices de rigidez, 595-596, 599-600 
matrices de transformación para, 597-598 
matriz de rigidez (del elemento) global (k), 599 
matriz de rigidez de la estructura (K), 600 
matriz de rigidez del elemento (k), 595-596, 599 
matriz de rigidez simétrica (del elemento), 599 
matriz de transformación de la fuerza (O), 598 
matriz de transformación del desplazamiento (T), 597 
método de análisis de la fuerza, 411-415, 439-445 
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método de análisis de la rigidez, 594-611 

método de análisis del desplazamiento, 452-453, 459, 
469-481, 495, 508-517 

método del portal para, 282-287, 297 

método del voladizo para, 288-293, 297 

portales, 273-274, 297 

procedimiento, 600-601 

procedimientos de análisis para, 366, 382, 459, 495 

puntos de inflexión, 274-275, 282, 297 

relación carga-desplazamiento para, 595-596 

sin desplazamiento lateral del, 469-473, 508-509 

soportes parcialmente fijos, 274, 297 

teorema de Castigliano para, 381-386, 393 

trabajo virtual, método del, 364-380, 393 

uso estructural de, 8, 31 


Matrices, 428-429, 540-551, 570-571, 577-579, 597-599, 


612-624 
adición y sustracción de, 614 
columna, 613 
cuadradas, 613 
de flexibilidad, 428-429 
de rigidez, 540-543, 546-551, 570-571, 577-579, 599 
de transformación, 543-545, 570, 597-598 
de transformación de la fuerza (Q), 545, 564-569, 598 
de transformación del desplazamiento (T), 544, 597 
determinantes para, 618-620 
diagonal, 613 
elementos de, 612 
escalares y, 614 
fila, 612 
identidad, 613 
igualdad de, 614 
inversa de, 620-622 
método de Gauss para soluciones simultáneas, 623 
multiplicación de, 614-616 
orden de las, 612 
partición de, 617-618 


relaciones de carga-desplazamiento y, 542-543, 577-578, 


595-596 
simétricas, 578,599, 613 
transpuestas, 616-617 
unitarias, 613 
usando el álgebra, 612-624 


Matrices de rigidez, 540-543, 546-551, 570-571, 577-579, 599 


armaduras, 540-543, 546-551 
de la estructura (K), 540, 547-551, 579, 600 


del elemento (k), 541-543, 546-551, 577-578, 595-596, 599 


globales (de los elementos), 546-547, 599 
indeterminación cinemática, 541,576-577 
marcos, 595-596, 599-600 
relaciones carga-desplazamiento y, 542-543, 577-578, 
595-596 
simétricas, 578, 581 
vigas, 576-579 
Matrices de transformación, 543-545, 570, 597-598 
armaduras, 543-545, 570 
de la fuerza (Q), 545, 564-569, 598 
del desplazamiento (T), 544, 597 
marcos, 597-598 
Matriz 
columna, 613 
cuadrada, 613 
de flexibilidad, 428-429 
de rigidez de la estructura (K), 540, 547-551, 579, 600 
diagonal, 613 
fila, 612 
identidad, 613 
transpuesta, 616-617 
unitaria, 613 
Matriz de rigidez del elemento (k), 541-543, 546-551, 
577-578,595-596, 599 
armaduras, 541-543, 546-551 
marcos planos, 595-596, 599 
vigas, 577-578 
Matriz de transformación 
de la fuerza (Q), 545, 564-569, 598 
del desplazamiento (T), 544, 597 
Maxwell, teorema de la reciprocidad, 402-403, 448 
Método 
de análisis del portal, 282-287, 297 
de Gauss para soluciones simultáneas, 623 
de la doble integración, 307-313, 338 
de los nudos, 94-97, 123, 131 
del voladizo, análisis de carga lateral, 288-293, 297 
Método de análisis de la fuerza, 394-449 
armaduras, 422-425 
cargas antisimétricas, 430 
comparación de la determinación, 396-397 
compatibilidad y, 48, 397-407 
desplazamientos y, 397-398, 428 
equilibrio y, 397-401 
estructuras compuestas, 425-427 
estructuras estáticamente indeterminadas, 394-449 
estructuras simétricas, 429-430, 449 


Ley de Betti, 403 

líneas de influencia para, 435-445, 449 

marcos, 411-415, 439-445 

matriz de flexibilidad, 428-429 

principio de superposición para, 400-401 

procedimientos para el análisis de, 401, 438 

teorema de Maxwell de los desplazamientos recíprocos, 
402-403, 448 

vigas, 403-410, 435-438 


Método de análisis de la rigidez, 538-573, 574-593, 594-611 


análisis matricial, 539, 565 

aplicaciones del, 552-559, 579-591, 600-608 

armaduras y, 538-573 

armaduras espaciales, 570-571 

coordenadas del elemento (locales), 540, 576 

coordenadas globales (de la estructura), 540, 576 

coordenadas nodales, 560-563 

ecuación de rigidez de la estructura, 552 

efectos térmicos (de la temperatura) y, 564-565, 568-569 

errores de fabricación y, 564-567 

identificación de elementos y nodos de, 540, 575 

indeterminación cinemática, 541,576-577 

marcos planos, 594-611 

matrices de rigidez, 540, 542-543, 546-559, 570-571, 
576-579, 595-596, 599-600 

matrices de transformación para, 543-545, 570, 597-598 

matriz de rigidez (del elemento) global (k), 546-547, 599 

matriz de rigidez de la estructura (K), 540, 547-551, 579, 
600 

matriz de rigidez del elemento (k), 541-543, 546-551, 
577-578, 595-596, 599 

matriz de rigidez simétrica (del elemento), 578, 599 

matriz de transformación de la fuerza (Q ), 545, 564-569, 
598 

matriz de transformación del desplazamiento (T), 544, 
597 

nodos, 540,575 

procedimientos de análisis usando el, 553, 581, 600-601 

sistemas de coordenadas, 540, 543-545, 560-563, 576 

vigas, 574-593 
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momentos de extremo fijo (FEM), 456-457 
procedimiento de análisis mediante el, 328 
soportes para, 326-327 


Método de análisis del desplazamiento, 397, 450-485, 


486-521, 522-537 

convención de signos para, 453, 459, 488 

desplazamiento lateral y, 469-481, 485, 508-517 

distribución de momentos para, 486-521, 528-533 

ecuaciones de pendiente-deflexión para, 450-485, 
534-535 

elementos no prismáticos, 522-537 

estructuras estáticamente indeterminadas, 450-485, 
486-521, 522-537 

extremos fijamente apoyados, 458,485, 528 

factor de distribución (DF), 489, 491 

factor de traslado (COF), 490, 524-525 

factores de rigidez, 457-458, 488-490, 500-505, 524-525 

grados de libertad, 452-453, 452-453, 459, 485 

marcos, 452-453, 459, 469-481, 495, 508-517 

momentos de extremo fijo (FEM), 456-458, 485, 491-495, 
524-525, 531, 534-535 

procedimientos para el, 451-453, 459, 487-490, 495 

traslación relativa de las juntas, 531, 534-535 

vigas, 452-453, 459-466, 491-505, 529-533 


Método de las secciones, 104-109, 123, 131, 133 


armaduras, 104-109, 123, 131, 133 

armaduras espaciales, 123 

cargas internas, 47, 133-138, 178 

elementos estructurales, 133-138, 178 
procedimientos de análisis mediante el, 106, 123, 135 


Método del trabajo mínimo, vea Teorema de Castigliano 


Métodos de análisis aproximados, 262-297 


armaduras, 264-267, 273-277, 296-297 

cargas laterales, 282-293, 297 

cargas verticales, 270-272, 296 

estructuras estáticamente indeterminadas, 262-297 
marcos de construcción, 270-272, 282-293, 296 
marcos para portales, 273-274, 282-287, 297 
método del portal para, 282-287, 297 

método del voladizo para, 288-293, 297 


Método de análisis de la viga conjugada, 326-333, 339, supuestos de los, 264, 270-271, 283, 289 
454-457 Momento de par (M”), 381-382, 384 
deflexiones, 326-333, 339 Momentos (M), 4-5, 133-138, 178, 216-219, 221-223, 
desplazamiento angular (0), 454-455 244-245, 250-254, 260-261, 326-328, 343-344, 381-386, 
437,456 -458, 485 
aplicados, 4-5 
cargas concentradas y, 244-245, 250-254, 261 


desplazamiento lineal (A), 455 
desplazamiento y momentos cero, 327, 454 
ecuaciones de pendiente-deflexión usando, 454-457 
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cargas internas y, 133-138, 178, 381-386 
cargas vivas y, 216-219, 221-223, 244-245, 250-254, 260-261 
cero, 327 
de extremo fijo (FEM), 456-458, 485 
de par (M”), 381-382 
deflexión y, 326-328, 343-344, 381-386 
ecuaciones de pendiente-deflexión, 456-458, 485 
energía de deformación (U,) de los, 344 
envolvente de los valores máximos de la línea de 
influencia, 251 
flexionantes (M), 133-138, 178, 344 
líneas de influencia y, 216-219, 221-223, 244-245, 250-254, 
260-261, 437 
máximos absolutos, 250-254, 261 
método de la viga conjugada y, 326-328 
principio de Múller-Breslau para, 216-219, 260 
serie de cargas concentradas, 244-245, 261 
teorema de Castigliano y, 381-386 
trabajo externo (U,) de, 343, 392 
vigas en voladizo, 250, 261 
vigas simplemente apoyadas, 250-251, 261 
Momentos de extremo fijo (FEM), 456-458, 485, 491-495, 
524-525, 531, 534-535 
distribución de momentos de, 488, 491-495, 531 
ecuaciones de pendiente-deflexión y, 456-458, 485, 
534-535 
elementos no prismáticos, 524-525, 534-535 
traslación relativa de las juntas y, 531, 534-535 
Momentos flexionantes (M), 133-138, 178, 303, 305-313, 
338, 344 
cargas internas y, 133-138, 178 
deflexión por, 303, 305-313, 338, 344 
energía de deformación (U,) y, 344 
fuerza (M), 133-138, 178 
método de la doble integración y, 307-313, 338 
teoría de la viga elástica para, 305-306, 338 
Miller-Breslau, principio de, 216-223, 260 


N 
Nodos, 452-453, 459, 540, 575 


P 
Partición de matrices, 617-618 
Pendientes, deflexión y, 300-301, 307-308, 316 
Pisos, 38-45, 68, 82, 228-231, 261 
cargas tributarias, 40-43, 68 
estructuras idealizadas, 38-45 


líneas de influencia para, 228-231, 261 
losa de dos sentidos (sistema), 42-43, 68 
losa de un solo sentido (sistema), 40-41, 68 
planos de estructura, 38-39 
puentes armados, 82 
puntos de panel, 228-229 
trabes, 38, 228-231, 261 
vigas, 82 
viguetas, 38-39 

Planos de estructuras, 38-39 

Por inspección, 53, 95 

Portales, 82, 273-277, 282-287, 297 
análisis de carga lateral, 282-287, 297 
armaduras, 82, 275-277,297 
articulados, 273, 275,297 
deflexión de, 270-277, 296-297 
estabilidad de, 82 
fijamente apoyados, 274, 275,297 
marcos, 273-274, 282-287, 297 
parcialmente fijos, 274 

Portland Cement Association, 525-527 

Pratt, armadura, 80-83 

Presión del viento de diseño, 18-22 

Principio 
de conservación de la energía, 341, 392 
de Miiller-Breslau, 216-223, 260 
del trabajo virtual, 346-348, 392 
del trabajo y la energía, 345 

Puentes, 15-16, 82-83, 232-235, 240-254, 261. Vea también 

Marcos de portal, armaduras 
armaduras, 82-83, 232-235, 261 
cargas concentradas, serie de, 240-254, 261 
cargas vivas y, 15-16, 232-235, 240-254, 261 
carreteros, 15 
cubierta, 82 
factor de carga del impacto (1D), 16 
ferroviarios, 15 
fuerza cortante (V) y, 240-243, 250-254, 261 
fuerza cortante (V) y momento (M) máximos absolutos, 
250-254, 261 

largueros, 82 
líneas de influencia para, 232-235, 240-254, 261 
momentos (M) y, 244-245, 250-254, 261 
portales, 82 
refuerzo contraladeo, 82 


vigas de piso, 82 


Puntos 
de inflexión, 274-275, 282, 297, 301, 338 
del panel, 228-229 


R 

Radio de curvatura (p), 305-306 

Refuerzo cruzado, armaduras, 264-267 

Refuerzos contraladeo, estabilidad de la armadura, 82 

Relaciones de carga-desplazamiento, 542-543, 577-578, 
595-596 

Respuesta material lineal elástica, 355-356, 375-376 

Rigidez a la flexión (ET), 305-306 

Rotación (4), claros finales articulados, 457 

Rotación del claro (y), 457 


S 
Secciones, método de análisis de las, 104-109, 131 
Sistemas de coordenadas, 540, 543-545, 560-563, 570, 576, 
597-598, 625-626 
armaduras, 540, 543-545,570 
del elemento (locales), 540, 576, 626 
globales (de la estructura), 540, 576, 625 
matrices de transformación para, 543-545, 570, 
597-598 
nodal, 560-563 
software para el análisis estructural y, 625-626 
uso de, para el método de la rigidez, 540, 560-563, 576 
Software para el análisis, procedimiento para el, 625-627 
Soportes articulados, 34-37, 50, 59-61, 84, 130, 273, 275,297, 
437,458, 485, 500, 528 
análisis del desplazamiento y, 458, 485, 500, 528 
armaduras, 84, 130, 275,297 
claros finales, 458, 485 
conexiones de viga, 34-37, 50, 500, 528 
conexiones de las juntas, 34-37, 50, 59-61, 84, 130 
determinación de, 50 
distribución de momentos, 500, 528 
ecuaciones de equilibrio para, 59-60 
ecuaciones de pendiente-deflexión, 458, 845 
elementos no prismáticos, 528 
estructuras estáticamente determinadas, 50, 59-61 
estructuras estáticamente indeterminadas, 273, 275,297, 
437,458, 485, 500, 528 
estructuras idealizadas, 34-37 
factores de rigidez, 458, 500 
líneas de influencia y, 437 
marcos, 273,297 
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portales, 273, 275, 297 
reacciones de fuerza (E), 36-37 
Soportes fijos, 34-39, 274-275, 282-283, 289, 297 
armaduras, 275,297 
cargas laterales, 282-283, 289, 297 
conexiones de juntas, 34-39 
marcos, 274, 282-283, 289, 297 
portales, 274-275, 297 
Superposición, 46, 69, 168-172, 400-401 
diagramas de momento construidos por el método de, 
168-172 
método de análisis de la fuerza mediante, 400-401 
principio de la, 46, 69, 400-401 
vigas, 168-172 


T 
Techos, 23-24, 40-45 
cargas de nieve, 23-24 
cargas tributarias, 40-43 
estructuras idealizadas, 40-45 
Temperatura (T), 349, 376-377, 564-565, 568-569 
desplazamiento rotacional (deflexiones) y, 349, 376-377 
efectos en las armaduras, 349, 376-377, 564-565, 568-569 
matriz de transformación de la fuerza (Q) para la, 
564-565 
método de análisis para la rigidez, 564-565, 568-569 
Teorema de Castigliano, 355-360, 381-386, 393 
armaduras, 356-360, 390 
deflexión (desplazamiento de rotación) y, 355-360, 
381-386, 393 
energía de deformación (U,) y, 355-356, 392 
fuerza externa (P) para, 355-362, 381-383 
fuerzas internas (M) para, 356-362 
marcos, 381-386, 393 
momento de par (M') para, 381-382, 384 
momentos internos (M) para, 381-386 
procedimientos de análisis mediante usando el, 357, 382 
trabajo externo y (U,), 355, 392 
vigas, 381-386, 393 
Teorema de Maxwell de los desplazamientos recíprocos, 
402-403, 435-437, 448 
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Trabajo, 341-393 
deflexión (desplazamiento de rotación) y, 341-393 
energía de deformación (U) y, 341,344, 355-356, 375-380, 392 
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teorema de Castigliano para el, 355-360, 381-386, 393 
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240-254, 260-261, 298-339, 364-386, 393, 403-410, 
435-438, 452-453, 459-466, 491-505, 528-533, 574-593 
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desplazamiento rotacional de, 364-386, 393 
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ecuaciones de pendiente-desplazamiento, 459-466 

efectos de la temperatura (T) sobre, 376-377 

en voladizo, 169,250, 261 

energía de deformación y, 375-380 

estáticamente indeterminadas, 403-410, 435-438, 452-453, 
459-466, 491-505, 528-533 

estructuras idealizadas, 38-39 

factor de rigidez (K), 488, 500-505 

flexión interna (M), 303, 305-308 

flexión, 303, 305-313, 338 

fuerzas concentradas (cargas) y, 213-214, 240-254, 
260-261 

funciones de fuerza cortante y de momento en, 139-143, 
179 

grados de libertad, 452-453, 459 

identificación de elementos y nodos para, 575 

indeterminación cinemática y, 576-577 

laminadas, 5 

largueros, 4-5, 38, 228-231, 261 

líneas de influencia para, 213-231, 240-254, 260-261, 
435-438 

matrices de rigidez, 576-579 

matriz de rigidez de la estructura (K), 579 

matriz de rigidez del elemento (k), 577-578 

método de análisis de la fuerza, 403-410, 435-138 

método de análisis de la rigidez, 574-593 

método de análisis del desplazamiento, 459-466, 491-505, 
528-533 

método de la doble integración para, 307-313, 338 

método de la viga conjugada para, 326-333, 339 

momentos de extremo fijo (FEM), 491-495 

no prismáticas, 528-533 

principio de Miiller-Breslau para, 216-223, 260 

procedimientos para el análisis de, 134, 140, 153, 308, 318, 
328, 366, 382, 459, 495, 581 

puntos específicos, fuerzas en, 133-138, 178 

relaciones carga-desplazamiento, 577-578 

simétricas, 501-503, 529-530 


simétricas, matriz de rigidez (del elemento), 578 
simplemente apoyadas, 250-253, 261 

teorema de Castigliano para, 381-386, 393 
teoremas de momento-área para, 316-325, 339 
trabajo virtual, método del, 364-380, 393 
traslación relativa de la junta, 531 
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Propiedades geométricas de las áreas 
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Enjuta de una curva de n-ésimo grado 


Momentos de extremo fijo 
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ANÁLISIS ESTRUCTURAL 


Este libro ofrece una presentación clara y completa de la teoría y la aplicación del análisis 
estructural en armaduras, vigas y marcos con énfasis en el desarrollo de la habilidad de los 
estudiantes para modelar y analizar estructuras; asimismo el contenido incluye aplicaciones 
reales, similares a las que se encuentran en la práctica profesional. 


El texto se revisó cuidadosamente para que los conceptos fueran claros, concisos y 
estuvieran totalmente actualizados. Esto incluye la incorporación de las nuevas normas sobre 
cargas ASCE/SEI 07-10, y una explicación mejorada de cómo trazar diagramas de cortante, 
diagramas de momento y la curva de deflexión de una estructura. 


Novedades en esta edición 


+ Problemas fundamentales. Estos problemas son aplicaciones sencillas de los conceptos 
vistos en el texto, y que ofrecen la oportunidad de resolver dificultades antes de tratar de 
solucionar los problemas típicos. 


+ Cambios en los ejemplos. Se han cambiado numerosos ejemplos, y con ayuda de 
fotografías se explican las técnicas de modelado y el análisis de cargas sobre estructuras 
reales. 


» Fotografías adicionales. La importancia de conocer el objeto de estudio se refleja en 
aplicaciones al mundo real, las cuales se muestran a través de una gran cantidad de 
fotografías nuevas y actualizadas, junto con sus comentarios. 


+ Problemas nuevos. Aproximadamente 70% de los problemas son nuevos, y se han 
distribuido a lo largo del texto en secciones bien definidas con orden de dificultad 


creciente. 
Para mayor información visite la página Web del libro en: 
www.pearsonenespañol.com/hibbeler 
ISBN 378-£07-32-1062-1 
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